Transformada de Fourier

1— Definicion de la transformada de Fourier

Def.: Si f € Li(Rn) definimos su transformada de fourier por

£(8) = (20) 7 [ s 78 ax
[RI_I

donde x.& significa el producto escalar

Obs: tenemos la obvia pero importante estimacioén Il f HOO < (em) %0t H1

Designemos por ¥ el operador transformada de Fourier

‘ or 1 n © .
Asi ¥:L (R') » L (R) es un operador lineal acotado

~

1 n . . n
Teorema: Sea f € L (R ) entonces f es uniformemente continua en R

Dem: Como f € L'(R™) dado £ > O encontraremos un n = n(e) > 0 tal
[f(x)]| dx < €
|x|2>n
Por la continuidad de e "% existe un & = 8(g) > O tal que si
lzl <83 le "2 - 1] <&«
S
tomemos h tal que Il h Il < (que depende de £ pero no de &)
n
Por Cauchy-schwarz si Il x I <7 = | x.h [ <l x ll.ll h I <l hill <&
N le—lx.h — 1] < e
y entonces resulta que:
|f(E+h) — £(&)] =
— —1 . + _ s .
= | (2m) 777 J f(x) ix. (E+h) dx — (2r) 777 J f(x) e % € ax |
n n
R R
— —ix. (E+ —ix.

< o™ reo (TP ER) L TRy gy

[RI_I
< (2n)_n/2 J | £(x) e—lX.E ( e-lX.h — 1) dx

[RI_I
<o [ reorr TN ) ax

[RI_I

—n.2 —ix.h
< (2m) [f(x)].] e - 1] dx +
N x Il 2 n



| IF(x) 1.1 e 5P g ax ]
I x Il <7
< (z2m) 777 [ 2 [f(x)] dx + € J [f(x)]| dx ]
N x Il 2 n N x Il < n
< (2m)™™F (2e+e ll f ) =cCe

con C una constante (depende de f pero no de £).Esto prueba que f es

uniformemente continua.

2— La transformada de fourier y las derivadas:

El siguiente teorema permite calcular la transformada de fourier de
una derivada:
Teorema: Si £ € C*(R™) N L' (R™) es tal que
af N
i) —— e L (R")
ax

J

ii) f(x) » O cuando |x| - ®

af R ~
entonces [ ] () =i & f(8)
IxX -
J
Dem: Integrando por partes se tiene:
af af .
[ ]A(E) _ (2n)_n/2 J — (%) e—l.X.E dx
ax n OX
J R J
[09]
= (2n) 77 [ f(x) e 1-%-8 - J f(x) (—iE_).e_l'X'E dx ] =
- J
109) R™
= (207 i [ fx) e FE ax =1 g fE)
J - J J

R
Corolario: Supongamos que f € C*(R™) es tal qye

i) P f e L' (R™) para IRl < k (en particular D°f = f € L")
ii) DBf(X) > O para B < k

y que « es un multi—indice tal que I|al = k entonces



%) (&) = (1g)* F(E)
(por induccién en k)

Caso particular:

a1 ~
tomemos « = (0,0,...,0,2,0,...,0) queda > (g) = —E? (&)
J X -
J
entonces tenemos que (Af)A(E) = —|§|2 (&)

El siguiente resultado se refiere a las derivadas de la transformada de

Fourier
Lema: (derivacién bajo el signo de integral)

Sean U € R V € R" abiertos y sea g:U X V > R derivable respecto de & .
J

og
tal que |— (x,E)| < h(x) V donde h(x) € L' (U)
&
J
y sea F:V » R dada por F(&) = J g(x,&) dx
U
3F ag
entonces —— (&) = J — (x,&) dx
g U 93ag .
J J
Dem: Sea € V si h # O es suficientemente pequefio tenemos
F(§+h.ej) — F(h) g(X,§+h.ej) - g(x,8&)
= J dx
h h

U

ahora por definicién se tiene en cada punto

g(x,§+h.ej) - g(x,8) ag
= (x, &)
h o

J

lim
h > O

por otra parte por el teorema del valor medio:

g(x,E+h.e ) — g(x,8&) s
J g
= |/ (x,g+6e ) < hi(x)
h 8E -
J

y como h es integrable por convergencia mayorada



g(x,§+h.ej) - g(x,8)

1im J
h - O
U h
oF
por lo tanto — (&) = J —

SEJ 8] SEJ

dg

Teorema: Supongamos que f € LY (R™)

(x,&) dx

(x,&) dx

, x f(x) e L' (R™) entonces
J

~ of
f es derivable respecto de € y se tiene — (&) = ((—-ix ).f)" (&)
J ax | J
J
Dem: Aplicamos el lema anterior a g(x,&) = (2r) 77 f(x) e_lx'E
(con U=V = R")
g .
= (2n) 7% (-ix ) f(x) e 1X-&  4e donde
3E -
J
9g S22
| | < (2mr) Ix f(x)| que por hipétesis es integrable
3E -
J
por lo tanto
of = —-ix. &
— (® = 207 [ (-ix ) fx) e %
ax R" -

Corolario:

Supongamos que o« es un multindice

lael = k y que XBf e L' (R™)

para todo B con [B| < k entonces (DB?)(E) = ( (—iX_)a )7~ (8)
J

3— La formula de inversion

Lema 1 Sean f,g € L' (R™) entonces:

(f =) (x) = [ Ty gly) e XY ay
[Rn

Dem: (f = g)(x) = [  f£(t) g(x-t) dt

[RI'I

= J (2r) 7% £(L) gly) e 1%
R” x R

Yy

J f£(t) [ (2r) 7% J g(y) e—i(x—t).y dy ] dt =
R" R"

e VY gy gt =



J gy [ (2r) 7% J (L) e 1YY gt ] e 11XV gy
R R

J _ gy ?(y) e XY dy
R

Caso particular: si x = O obtenemos la férmula

j £(t) g(—t) dt = j f(y) g(y) dy
R™ R

~

o sea < f,(g)” >=< f,g > para f,g € L' (R™)

Lema 2: (efecto de una dilatacién sobre la transformada de Fourier)
. 1 n -~ - 7 E ~
Si ge L(R) ye >0 (Seg) () = ¢ g = ge(E)
€
(donde fe significa la aproximacién de la identidad f(x) = & = f(x/g)

obtenida a partir de f)

Dem: haciendo el cambio de variable y = €.x = dy = e dx

(e es el jacobiano)

(8 _g) (8) = (2m) ™% J g(ex) e 1% & 4y = e_nj g(y) e_l(X/e)'E dy

e n n

R R
i)
€
2 FaN
Lema 3: Si g(x) = e " X172 5 2(x) = g(x)
Dem: por medio del siguiente lema se reduce inmediatamente al caso n = 1
—x=/2

glx) = e
g(0) =1

) —x=/2
g’(x) = —=x e = —x g

por otra parte

(2)'(8) = (-1 x @)~ (E) = i (g)"(E) = — E g(E)
asi pues é es otra solucidon de la misma ecuacién diferencial g’ = — x g
~ 1 =
ademas g(0) = ——— J e * = dx = 1 (distribucién normal de
2n R probabilidad)



por la unicidad de la solucidén g = g

Lema 4: Si f(x)

f (x ).f (x)...f (x) (con f ,f ,...,f € LY (R))
1 1 2 2 n n n

~

entonces f (&) = fi(Ei).fz(EZ)... fn(En)

Dem: es inmediata por el teorema de Fubini

~ = -ix.E s ! -ix .E

fE) = 20 [ s e Eax = —— [ ox) e K8 ax
n - S n J J J
R J=1 o R

= fi(Ei).fz(EZ)... fn(En)

Teorema (Formula de inversion): Si f € L' (R") y f € L' (R™) entonces se

verifica que

f(x) = (2m) ™77 j Fly) e XY gy
[Rn

en casi todo punto

oz~ x 15/2
Dem: Eligiendo g(x) = (2r) e de modo que J g(x) dx =1

[Rn

(f » ge)(x) = ( f = ge)(x) por el lema 3
= (£ » (Seg)A)(X) por el lema 2

J _ f(y) gley) e XY dy por el lema 1
R

ahora cuando £ > O

J ?(y) g(ey) e IX-Y dy - J ?(y) g(0) e IX-Y dy
R R

= (2n) ™77 J _ fly) e XY 4dy
R

por convergencia mayorada (ya que estamos suponiendo que f es integrable

y g es acotada)
Ahora justamente como f,g € LY (R™) y J g(x) dx = 1 se tiene que
m
1 1 R
f ge > f en L con lo que

1Wheeden & Zygmund Teorema 9.6 pag. 148



fx) = 2m) 7 [ fy) e Y ay ()
[Rn

como funciones de L' (es decir en casi todo punto)
Obs 1: Se puede ver que la férmula (%) vale en cada punto de continuidad de

f, y mds aun en todo punto de Lebesgue de f

Def.: Para f € Li(Rn) definimos la anti—-transformada de Fourier por

v

£(x) = (Zn)‘“/zj re) e X8 g
R

A
la férmula de inversién afirma que si f € L' (R) y f € L' (R™) entonces

()Y = f
Claramente las propiedades de la anti—transformada son analogas a las de la

transformada.
Obs 2: el lema 1 dice que f = g = (f = é)v
Obs 3: Designemos por f la reflejada de f dada por f(x) = f(—x)

(F) () = (2n) 777 J f(—x) el & gy
[er

= (2n) ™2 j f(y) e V8 4x = f(&)
[Rn

la férmula de inversién afirma pues que (f) = fa siempre que f y f estén
en L' (R™)
En particular % = Id > los tnicos posibles autovalores de la transformada

de Fourier son { *1,#i }

Obs 4: por la férmula de inversioén si f € LY (R™) y f € L' (R™) se tiene que

en particular que Il f Il < (2r) ™% 0 f H1 de modo que f € L® (R

™)

Corolario 1: Supongamos que f,h € LY (R™) tales que h € LY (R™)

En la férmula del lema 1

< f,(g)~ > =< f,g >
pongamos g = h = g = h por la férmula de inversion queda:

2Wheeden & Zygmund ejemplo 9.12 pag. 152 teoremas 9.9 y 9.13



< f,h > = < f,h > (Teorema de Plancherel)

Obs 5: En general es falso que si f € L' (R™") = f € L' (R™)

por ejemplo f = e L' (R)

X[—a,a]

) = —— [ IS gy =

Il
[N
I
[
Q
[T
0]
-
Q
[T
Il
w
0]
0]
3
Q
[Tt

que no pertenece a L' (R)

4— E]1 espacio de Schwarz:
Sea ¥(R™) = { f:R" > R c® tales que Vo,B multindices sup | x DBfI < 4o }

x € R
los elementos de #(R"”) se llaman funciones rapidamente decrecientes en ®

ILa familia de seminormas:

£, o= sup 1x* DR
’ x € R

hace de S(R") un espacio vectorial topolégico localemente convexo

Obs: Si f € S(R') y p € RIX] es un polinomio p.f € S(R")
Si o es un multiindice y f € S(R™) = D¥f e S(R"™)

Obs: Si f € S(R') = f € LP(R") para todo p

de hecho encontramos M tal que

|Xf f(x)| < Mpara i = 1,2,...,n
| (x~ + x— + ... + %) f(x) | < M.n
1 2 n
M.n
o sea |f(x) | <
Ix|Z

en particular f(x) - O cuando [x| -> ®

mas generalmente: dado k € N encontramos una constante C tal que

I(xf + xi ¥ ... +x) f(x) | €cC
m

por lo que



[f(x) | <
2k
| x|
Cp
I£(x) 1P dx < j ——— ax =
nx 1 >1 nx Il >1 x| =F
+00 K
= cP J r P 227 d4r < 4o
1
n
si n—2kp < O ,0 sea si n < Zkp ,0 k >
2p

Esto muetra que f € LF(R") vp

Los resultados anteriores implican el siguiente resultado:
Teorema: La transformada de Fourier aplica S(R") biyectivamente sobre
si mismo y si f € $(R") se tiene V a multi—indice

(0%f) (8) = (ie)% F(&)

(0%f) (8) = (ie)% F(&)

5— La transformada de Fourier en LZL Teorema de Plancherel

En particular Si f,g € #(R") se tiene la igualdad de Plancherel

< f,g >=<f,g >

y por lo tanto Il f H2 =1 f H2 (tomando f = g)

como ¥ es denso en LZ(Rn) podemos extender por continuidad la transformada

. 2 2
Fourier a un operador ¥:L.° - L

la igualdades
1) < f,g >=< f,g >
2) nm £ 1 =1 £ Il
=2 =2
se verificara entonces V f,g € L=

Analogamente podemos extender la anti—transformada, con lo que se ve que

2 2 . . . .
F:L© > L resulta un isomorfismo unitario



¢ Como puede calcularse la transformada (o la anti—transformada) de una

funcién £ € L=(R™) 7

tomemos un r > 0O y sea g = f XB(0.r)
I ’

tenemos que g € LY (R™) y que g = f en LZ cuando r - ®
I

de hecho

nf—-g 1< = J |f(x)|© dx > O cuando r - ® pues f € L~
To= I x Il > r

> 1l £ - g H2 > 0 en L° , es decir:

g () = (2r) 7% J f(x) e_lx'E dx » f(&) en L° cuando r > ®

© B(O,r)

Esto permite calcular f si f € L= (R™)

7— Aplicacion: ecuacion del calor

Consideremos el problema:

1

.« 2 -+
encontrar una funcién u = u(x,t) con x € R t € R>O tal que
=

{ u, = A u para t > O
Vou(x,0) = f(x)
apliquemos la transformada de Fourier en x, o0 sea introduzcamos la

funcién:

GE,t) = (2m) 777 [ uxt) e 15T ax
[Rn

(operamos formalmente ,suponiendo p.ej. que u(x,t) € PR )

como transformamos solamente en x encontramos que:

(U )M (E, 1) = (1), (E,t)
(derivando bajo el signo de integral) mientras que:
(a_u) (E,) = —1E17 G(E,t)
por lo que obtenemos para cada & un problema de ecuaciones ordinarias
{ @, (€1 =~ €17 uE,t)
u(g,0) = f(&)

con lo que resulta:

A A _ =2
G(g,t) = rg) e 1EINE

10



queremos hallar su anti—transformada de Fourier

2 2
gt(E) = e_lgl t e_lhgl ®©= con A =V 2t

2
= SA g siendo g(&) = e_lgl N § =g
N - L —1x12/(4t)
gt(g) = A g B noz ©
A (2t)
como (f = g)~(E) = ()™= f.g
A A _ =2
a(g,t) = r(g) e 1Bt S
1 2
ul,t) = (F « K)(x) = ————_ [ fzx) o X7 oy
(4rct) R"
1 2
Kt(x) = T e_lxl 452 (nicleo del calor)
(4rt)
pongamos € =V t
1 2
Kt(X) _ — e e—lx/el /4
(4r) "
> Kt es una aproximacién de la identidad
Teorema: Si f € LP(R") entonces
1 2
ulx,t) = . J f(z—x) e_lxl /(4t) dz
(4rct) R"
[00] n .
es C en R X (0,+w) es una solucién de ut = A u
x
si p<o=u(_,t) > f en L” cuando t > O
si f es acotada y continua = u es continua en R'X[0,+®) y u(x,0) = f(x)

11



