Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2004
PrACTICA 4

1. Sea u una solucién regular de uy — Au = 0 en IR™ x (0, +00).

(a) Mostrar que uy(x,t) = u(Az, A\%t) también resuelve la ecuacién del calor para cada A € IR.

(b) Mostrar que v(x,t) = x - Vu(z,t) + 2tus(x, t) también resuelve la ecuacién del calor.

2. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipdtesis de regularidad sobre u necesarias para
su validez.

(a) Combinaciones lineales: Si u; y ug son funciones caldricas, entonces auy + Sug es caldrica.
(b) Traslaciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces u(xz — &,t — 7) es caldrica.

(¢) Diferenciacidn respecto a pardmetros: Si u(x,t,«) es calérica para cada «,

entonces g—“(x, t, @) es caldrica para cada a.
«
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(d) Integracion respecto a pardmetros: Si u(z,t, ) es calérica para cada a, entonces [ u(z,t, a)da es calérica.

‘ o . - lar|+m -
(e) Diferenciacion respecto a x y t: Siu(x,t) es caldrica, entonces W(m,t) es caldrica.

f) Integracion respecto = y t: Si u(z,t) es calérica, n = 1, entonces [~ u(&,t)d¢ es calérica si uy(xg,t) =0y
o
f; u(z, 7)dr es caldrica si u(x,a) = 0.
(g) Convoluciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces [u(x — &,t)p(€)dE y f; u(z,t — 7)p(7)dT son caldricas.
3. (a) Si ¢ = ¢(x,t), x € R3, t > 0, es una solucién con simetria esférica de la ecuacién del calor en IR? (i.e.
¢(z,t) = w(|z|,t) con w: R% — IR), entonces ¢ satisface

2
¢rr+;¢r:¢t t>0,r>0

(b) Mostrar que la ecuacién (3a) puede reducirse mediante el cambio ¢ = r¢ a la ecuacién del calor unidimen-
sional.

4. Para i =1,...,n consideramos u; = u;(z,t), € IR,t > 0, soluciones de

{ (Uz)t = (uz)xw

Probar que si definimos para z € IR™, t > 0,

u(z,t) = uy(x1, t)uz(za, ).ty (0, t)

p(x) = @1(21)p2(22).on(Tn)
entonces u es solucién de la ecuacién del calor en IR™ x (0,00) con u(z,0) = p(z).

5. Sea

1 x N
u(x,t):t—av (tT’) (x e RY, t>0),
donde « y 0 son constantes.
(a) Verificar que u satisface la ecuacién del calor si y sélo si v satisface
at™ @ y(y) + gt~y Do(y) + 2D Av(y) =0,
para y = t= Pz
(b) Verificar que si 8 = 1/2, v satisface

1
av+§y~Dv—|—Av:0.



(c) Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : IR — IR, entonces w satisface

—1
n w =0,

1 / "
aw + =rw +w’ +
2 r

donde r = |y, = £.

dr

(d) Tomar a =n/2 y hallar la solucién fundamental de la ecuacién del calor.
6. Método de similaridad.

(a) Hallar todas las soluciones de la ecuacién del calor unidimensional que satisfacen

b(z,t) = p(Az, \%t), YA € R.

(b) Mostrar que el método de similaridad dado en (a) también puede aplicarse a la ecuacién del calor no lineal
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7. Resolver por el método de separacién de variables,

%—W%—i—cu = 0, O<z<m t>0,
u(0,t) = 0,
u(m,t) = 0,
u(z,0) = wug(x)

Sugerencia: Proponer v(x,t) = u(x,t)et.

8. Consideremos el siguiente problema

Up — Ugpe = 0O, en (0,1) x (0,00),
ug(0,t) = 0, t>0,
up(1,t) = 0, t>0,
u(z,0) = wo(x), 0<z<l,

con ug € L*(0,1).
(a) Por el método de separacién de variables, hallar la solucién del problema y verificar que es una solucién
clésica en (0,1) x (0, 00).
(b) Verificar que la solucién hallada en (a) satisface u(-,t) — ug en L?(0,1) cuando t — 0 y que u(x,t) —
fol ug dx cuando t — oo uniformemente. Interpretar fisicamente.

9. Aplicar el método de separacién de variables para resolver el siguiente problema de conduccién de calor en un
disco de IRY.

%fAu =0 || <1, t>0
u(z,t) = 0 lz] =1, t>0
w(z,0) = wo(x) |z]<1

donde ug(z) = ¢(|z]) (y por ende u(z,t) = w(|z|,t)).
10. (a) Sea a(t) > 0 una funcién continua y sea u(z,t) una solucién regular de u; = aAu. Muestre que existe un
cambio de variables t = ¢(7) tal que U(x,7) = u(x, ¢(7)) es solucién de la ecuacién del calor.

(b) Sea b(t) € IR™ continua y sea u(x,t) solucién regular de uy = Au + b - Vu. Muestre que existe un cambio
de variables z = v (y, t) tal que U(y,t) = u(y(y,t),t) es solucién de la ecuacién del calor.

(c) Sea c(t) € IR continua y sea u(z,t) solucién regular de u; + cu = Au. Muestre que existe ¢(t) derivable,
tal que U(z,t) = u(z,t)p(t) es solucién de la ecuacién del calor.



11.

12.

13.

14.

Principio de Duhamel

Sea u la solucion del siguiente problema
Ut — Uz = g(, 1) en (0,L) x (0, +00),
w(0,t) =u(L,t) =0 ent>0,
u(z,0) =0 en (0,L).

Probar que u puede ser representada en la forma

t
u(m,t):/ D(x,t;5)ds,
0

donde ® es la solucién del problema

o, — Py, =0 en (0,L) x (s,+00),
®(0,t;8) = P(L,t;8) =0 ent>s,
O(z,s;5) = g(z, s) en (0,L).

Usar la transformada de Fourier para resolver el problema

us — kug, = g(x,t), z€R, t>0,
u(z,0) = f(z), zelR,

donde f y g(-,t) para cada t fijo, son funciones de S.

Mostrar que la solucién acotada de

Up — Ugye = 0, z>0,t>0,
u(0,t) = 0,
u(z,0) = f(z),

viene dada por la férmula

u(et) = [ Glag (e,
0
donde G(z,£,t) = K(z —§,t) — K(z + &,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor. (Pista:
Extender f por imparidad a —oo < x < 0 y resolver el problema de valores iniciales para la f extendida).

Mostrar que la solucién acotada de

Up — Uge = 0, z>0,%t>0,
u(0,1)
u(x,0)

[
~
—
3

viene dada por la férmula
00 t oK
uet) = [ Glgnf@ds 2 [ Smt gl
0 o 0T
donde G(x,&,t) = K(x — &,t) — K(x 4+ &£,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor, si
|f(x)] < Crexp{Calz|"T*}, 0<a<l,

lgO) < Cit™, 0<t<e

donde C', C3 son constantes positivas y € > 0.



15. Sea u(x,t) solucién del problema
Ut = Uggy xr € R, t> O,
u(z,0) = ¢x), zeR

dada por la convolucién de ¢ en la variable = con la solucién fundamental. Probar que si ¢ € L*(R), entonces
u(-,t) € LY(IR)Vt >0y

/ u(z, t)dx = / e(x)dx, Vt>0.
R R
16. Sea U C IR™ abierto. Notamos Up = U x (0,T) y I'r = (U x {0}) U (dU x (0,T)) la frontera parabdlica de Ur.

Decimos que v € C%1(Ur) N C(Ur) es una subsolucion de la ecuacién del calor si

vy — Av <0 en Ur.

(a) Probar que maxy, v = maxr,. v.

(b) Sea ¢ : IR — IR un funcién suave y convexa. Probar que si u es solucién de la ecuacién del calor y v = ¢(u),
entonces v es una subsolucién.

(c) Probar que v = |Vu|? + u? es una subsolucién si u es una solucién de la ecuacién del calor.
17. (a) Sea Qgr(z,t) = B(x, R) x (t — R%,t). Probar que si u(z,t) es solucién de la ecuacién del calor en Q2(0,0),

existe una constante C' universal tal que

max |Vyu(z,t)] < C max |u(z,t)].
Q1(0,0) Q2(0,0)

(b) Con la notacién del ejercicio anterior, probar que si K C Uz \I'z, K compacto, existe entonces una constante
C' que depende de dist(K,T'r) tal que

< .

max [Vou(z, t)] < C’n&z;x |u(z,t)]

18. Sea Upr =U x (0,T) y sean u,, soluciones regulares del siguiente problema
{ (up)t —Au, = 0 enUrp

Up = fn en I'r,

donde I'r es la frontera parabdlica de Up. Probar que si f,, — f uniformemente en I'p, entonces existe u regular
tal que u,, — u uniformemente sobre Ur y u es solucién de

uy—Au = 0 enUr
v = f enTyp.

19. Sea u una solucién acotada de la ecuacién del calor en JR"*!. Probar que u es constante. ;Es cierto el resultado
si eliminamos la hipétesis que u sea acotada?

20. Definimos

donde los coeficientes a;j,b; son continuos, a;; = a;; y la matrﬁiz A = (a;;) es definida positiva. Dado U C R
abierto, conexo y acotado, definimos Uy = U x (0, T)] y T'r = Ur — Uy la frontera parabdlica de Ur. Probar que
siu e C*Y(Ur) N C(Ur) satisface

ug — Lu=0 en Urp,

entonces

maxu = maxu.
UT Ir



