Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2004
PRrRACTICA 6
EsSPACIOS DE SOBOLEV

(a) Probar que si u € W'P((a,b)), 1 < p < co entonces u € AC|a, b].
(b) Probar que si u € W1P((a,b)), p > 1, entonces

b 1/p N
u(z) = uly)] < (/a IU’pdt> o~y v

. Sea f € H' (IR), probar que h=! (1,f — f) converge a f’ en L?(IR) cuando h — 0, donde
™wf(z) = f(z +h).

Sugerencia: escribir h=! (1, f — f) como f * ¢p,.

(a) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H((a,b))
|f (@) < Cllfll (o)
(b) Mostrar que (a) es falso en Q cC IR%.

(c) Usando el teorema de Arzeld-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'((a,b))
es precompacto en C([a,b]), y por lo tanto en L?((a,b)).

. Sea f € L2£(a,b)). Probar que f € H'((a,b)) con f(1) = f(0) si y s6lo si 32, k2| f(k)|? <
oo, donde f(k) son los coeficientes del desarrollo de f en series de Fourier.

. Sea u € WFP(Q), 1 < p < oco. Definimos u® = 7. * u en . (dénde 7 es el nucleo
regularizante, 7. las aproximaciones de la identidad y Q. = {z € Q/dist(z,00Q) > £}).
Entonces

(a) u® € C*(£,), para cada € > 0.

(b) u* — u en I/Vlif(Q) cuando € — 0.

. Probar que si u € H2(Q2) N H}(Q2) entonces

1/2 1/2
/ |Duf?dz < C (/ |u\2dx> </ \Au|2dx) .
Q Q Q

Concluir que en HZ(R), || Aul| [2(Q) €S una norma equivalente a la usual.

. Supongamos que €2 es conexo y que u € WHP(Q) satisface Vu = 0 a.e. en Q. Probar que
u es constante en ).

. Sea F : R — IR una funcién C' con F' acotada. Supongamos que € es acotado y
u € WHP(Q) para 1 < p < oo. Probar que

Fu) e WY(Q) vy F(u)s, = F'(wug, (i=1,...,n).
. Sea l < p< ooy acotado.

(a) Probar que si u € WHP(Q), entonces |u| € WLP(Q).



(b) Probar que si u € WP(Q), entonces ut,u™ € WP(Q) y

Vu a.e. en {u> 0}
+
Vur = { 0 ae. en {u<O0},

- ]0 a.e. en {u >0}
Vu = { —Vu a.e. en {u < 0}.

(Sugerencia: u™ = lim._,g F.(u) para

()2 siz>0
Fg(z)_{o siz < 0.)

(c) Probar que si u € WHP(Q), entonces

Vu =0 ae. en {u=0}.

10. Sea  un abierto conexo y acotado de IR™ con borde C!. Probar que

existe una constante C' > 0 que depende sélo de n y €2 tal que

lu = (wallr2@) < ClIVull L2

para cada u € H'(2), donde

(u)g = 7{2 udx.

11. Usar la transformada de Fourier para probar que si u € H*¥(IR™) con k > n/2, entonces
u€ L*(R")NC(R") y
[ull oo (rry < Cllull grmnys
donde la constante C' depende sélo de k y n.

12. Una funcién u € HZ(Q) se dice una solucién débil del siguiente problema de valores de
contorno para el operador bilaplaciano

A’y = f en(
u:% = 0 endN

si verifica

/ AuAvdx:/ fvdx
Q Q
para toda v € H3(Q). (A%u = A(Au)).
(a) Probar que u € C*(Q)NC () es solucién clésica de la ecuacién si y sélo si es solucién
débil.
(b) Probar que dada f € L?(f2) existe una tinica solucién débil de la ecuacién. (Sugeren-
cia: Ejercicio 77).



13.

14.

15.

Consideremos el problema de Neumann

—Au+u = [ enQ
% = 0 en 0N

donde 9Q € Ct y f € L*(Q).

(a) Mostrar que u € C?(2) N C1(Q) es solucién del problema de Neumann si y sélo si
verifica la siguiente formulacion débil:

/Vquoda:—i—/ ugadx:/ fodz
Q Q Q

para toda ¢ € CH(Q) N C(Q).

(b) Mostrar que para toda f € L%(Q) existe una tinica u € H* () solucién débil de este
problema.

Consideremos el problema de Neumann

{—Au = f en(

g—z = 0 enoQ
donde 90 € Cty f € L*().

(a) Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una solucién débil,
entonces [, fdx = 0.

(b) Mostrar que si f € L*(Q) verifica que [, fdz = 0, entonces existe una tnica u €
HY(Q) con [, udr = 0 solucién débil de este problema. Mds atin, dicha solucién es
tinica en H!(f)) salvo constante. (Sugerencia: Ejercicio 77?).

Consideremos el siguiente problema de autovalores

—Au = Au enf
% = 0 enof

donde 99 € C!. Probar que existe una sucesion 0 = \; < Ay < --- < A, / o0 de
autovalores del problema con autofunciones ux € H*(Q) donde u; = cte y {ux}2, forman
una base ortonormal de L?(Q) y una base ortogonal de H'((Q).



