Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2005
PrAcCTICA O.

1. Revisar los siguientes teoremas:

(a)
(b)
(c)

Teorema de convergencia mondétona de Beppo-Levi.
Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

Lema de Fatou.

2. Diferenciacién bajo el signo integral.

(a)

4. (a)

Sean U C IR™ medible, V' C IR" abierto, f : V xU — IR medible y
zg € V. Si f(x,-) € LY(U) para |[z—x¢| < €, f(-,y) es diferenciable
en |z — x| < € para casi todo y € U y existe g € L'(U) tal que

0
@) <o) Ja -l < ooy e
L

con 1 < j < n fijo, entonces la funcién F(z) = / f(z,y)dy es

U
oF of
derivable para |x—xg| < e respectode xz;, y — () = [ ——(x,y)d
para [z —| p Jyaxj() Uag:j( y)dy
Verificar que si % es una funcién continua en V x U, con U
J
abierto acotado, entonces verifica las hipotesis del item anterior.

Sean f, g derivables, h continua. Derivar

9(@)

F(z) = /f h(s)ds

(z)

Sean f, g derivables, h = h(x, s) continua y derivable respecto de

x, % acotada. Derivar

g(x)

G(z) = /f(x) h(x,s)ds

Desigualdad de Holder: Sil1 <p< ooy % + ; = 1 entonces

1Fglle < W flpllglly



10.

(b) Desigualdad de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

I1f+glle <11 fllp+ llglls

(c¢) Desigualdad integral de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

/‘/f(x,y)dxpdy]l/pé/U|f(x,y)|17dy]l/p dz.

Dada f € LP(IR"), h € R, T_pf(z) = f(z + h).

(a) Para 1 < p < oo, limy||7—nf — fl|, = 0. (Pista: usar que
Co(IR") es denso en LP(IR™) 1 < p < 00).

(b) Mostrar que (a) no vale para p = oo.

Desigualdad de Young.
Sea f € L'(IR™), g € LP(IR"), 1 < p < co. Entonces f * g € LP(IR")
con [ * gllp < [1fllxllgllp-

Sea f € LP(IR"), g € LP (IR"). Entonces f * g € L®(IR"),
If * gl < | fllpllglly ¥y ademés f * g es uniformemente continua.

Sean f € C¥(IR") (k € IN), g € L. (IR"). Entonces f x g € CK(IR") y
De(fxg)=(Df) xg, |a| < k.

(a) Sea

Probar que p € C§°(IR).
(b) Construir p € C§°(IR") tal que sop(p) C B(0,¢), € > 0.
Sea p € L'(IR™) tal que [p = 1, y Ve > 0, sea p.(z) = e "p(x/e).
Probar que
(a) Si fe LP(R"), 1<p<oo=|f*p.— fl[, = 0sie—0.

(b) Si f € L*(IR™), f uniformemente continua en V' C IR", entonces
SUp,ey | f * pe(z) — f(z)] = 0sie — 0, VYV’ compacto, V' C V.



11.

12.

13.

14.

(c) Si f es continua y acotada en IR™, entonces f % p. tiende uniforme-
mente a f en cada compacto de IR™.

(d) Siademas p € C3°(R"), f € LP(R") = f*p. € C°(R").

(e) Calcular f * p. si f = Xja ¥ p s la funcién del ejercicio 9 (a).
Demostrar que C§°(IR") es denso en LP(IR") (1 < p < 00).
Pista: las funciones de LP(IR™) con soporte compacto son densas en
LP(IR™) (1 < p < 0).
Sea 2 un dominio de IR".

Sifeli )y [ofe=0Vp e Cr(Q)= f=0-ctp.

loc
SifeLli.(R)y [f¢=0VpeCP(R)= f=ctec.t.p.
Pista: tomar g € C3°(IR) tal que [¢g = 1 y para cada ¢ € C{°(IR), se
verifica que ¢(x) — ([ ¢)g(z) es la derivada de una funcién C§°(IR).

Definicién:Sea 2 C IR™ un conjunto abierto. Diremos que ) es un
dominio con frontera C" si para todo xo € 0S) existe un entorno U de
2o, un entorno V.C IR"! y una funcion ¢ : V — IR de clase C" tal
que (salvo un reordenamiento de las variables) el dominio se describe
como Sigue:

QNU={x€U: (x1,....;xpn1) €V; 2y > d(x1, ..., T0_1)}

NNU ={x€U: (x1,....0p1) €EV; = (21, ..., 00-1)}

Formulas de Green

Sea 2 un dominio en IR"™ con frontera C!

(a) siV =V () = (01(z),02(2), ..., 0a(z)), v; € CHQ)NCOQ), 1 <
1 < n, entonces

/Q V- V(x)de = /Q div V(z)dz = /8 V(@) v(a)ds,

donde v = v(x) es el vector normal exterior unitario a 0f.



(b) siu,v e C?*(Q)NCHO)

ou
/Q(vAu + Vu - Vou)de = /89 vad&r
ou ov
/Q(UAU —ulAv)dr = /aQ (vay — ual/> ds,
donde Au =31, %, % =Vu-v

15. Revisar los siguientes teoremas:

Teorema de la Funcién Inversa.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Teorema de la Particién de la Unidad.

Teorema de la Funcién Implicita.

Teorema de Arzeld-Ascoli.



