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Elementos de Cálculo Numérico (Ciencias Biológicas) 
Trabajo Práctico N° 5 

Subespacios, Rango de una matr iz 
 

5.1.  Determinar cuáles de los siguientes subconjuntos son subespacios del espacio 
vectorial correspondiente: 
[a]  { } 2

21
2

21 023:),( RxxRxxS ⊂=−∈= . 

[b]  { } 2
21

2
21 0:),( RxxRxxS ⊂=⋅∈=  

[c]  { } 22
1

2
21 1:),( RxRxxS ⊂−<∈= . 

[d]  { } 3
2321

3
321 0,0:),,( RxxxxRxxxS ⊂=−=+∈= . 

[e]  { } 32
2

2
1

3
321 04:),,( RxxRxxxS ⊂=−∈= . 

[f]  
.}023

,022,02:),,,,{(
5

5431

541531
5

54321

Rxxxx

xxxxxxRxxxxxS

⊂=−+−

=−+=+−∈=
 

 
5.2.  Sea { } 2

21
2

21 :),( RaxxRxxS ⊂=−∈= , Ra ∈ . 
[a]  Dibujar S . 
[b]  Probar que S  es un subespacio de 2R  ⇔ 0=a . 

 
5.3.  Sea mxnRA∈ . Probar que { }0: =⋅∈= tn vARvS  es un subespacio de nR  (el 

conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineal homogéneo). 
 
5.4.  Dibujar los siguientes subconjuntos de 2R  y analizar si son subespacios o no: 

[a]  { }R∈⋅ λλ :)2,1( . 
[b]  { }R∈+⋅ λλ :)2,2()2,1( . 

[c]  { }R∈−+−⋅ λλ :)4,2()2,1( . 

[d]  { }R∈⋅+⋅ µλµλ ,:)2,2()2,1( . 

[e]  { }R∈⋅+⋅ µλµλ ,:)4,2()2,1( . 

[f]  { }1;,:)2,2()2,1( =+∈⋅+⋅ µλµλµλ R . 
 
5.5.  Sea V  un espacio vectorial real, y sean Vvvv ∈210 ,, . 

[a]  Probar que { }RkvkS ∈= :. 0 es un subespacio de V . 

[b]  Probar que { }RkkvkvkS ∈+=′ 212211 ,:.. es un subespacio de V . 
[c]  Describir geométricamente S Sy ′ . 

 
5.6.  Sean )1,1(y  )3,2( −== wv . 

[a]  ¿Es el vector )2,1(=u  combinación lineal de wv y  ? 
[b]  ¿Es el vector )0,0(=u  combinación lineal de wv y  ? 
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5.7.  Analizar si Sv∈  o no en cada uno de los siguientes casos: 
[a]  )3,2,1(=S , ),,( 5

9
5

6
5

3=v . 

[b]  ),1,(),3,2,1( 2
3

2
1=S , )15,10,5( −−−=v . 

[c]  )0,3,1,2(),1,2,1,1( −=S , )1,6,0,3(=v . 

 
5.8.   

[a]  Hallar dos subespacios distintos de 3R  que contengan al vector )2,3,1( . 

[b]  Hallar un subespacio de 3R  que contenga al vector )0,1,1(  y no contenga al 
vector )1,1,0( . 

 
5.9.  Hallar un sistema de generadores para cada subespacio de los ejercicios anteriores. 
 
5.10.  Analizar si los siguientes conjuntos de vectores generan nR  o no: 

[a]  2=n , { })1,1(,)1,1( − . 

[b]  2=n , { })2,2(),1,1( −− . 

[c]  2=n , { })4,3(),1,1(),1,1( − . 

[d]  3=n , { })1,2,1(),1,1,0(),1,1,1( − . 

[e]  3=n , { })0,2,1(),1,1,0(),1,1,1( − . 

[f]  3=n , { })1,2,3(),1,2,1(),1,1,0(),1,1,1( −− . 

[g]  8=n , { })2,1,8,4,7,0,2,1(),0,1,8,7,5,1,1,0(),2,0,0,3,2,1,1,1( −−−−− . 
 
5.11.  Analizar la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos de 

vectores: 
[a]  { } 3)6,1,1(),1,2,2(,)5,3,1( R⊂−−−− . 

[b]  { } 5)5,4,3,2,1( R⊂ . 

[c]  { } 4)0,1,1,0(),2,0,1,1(),3,2,2,0(),1,2,2,1( R⊂−−−− . 
[d]  Cada uno de los conjuntos del ejercicio 5.10. 
[e]  { }v , con Vv∈  (un espacio vectorial real). 

[f]  { }21 ,vv , con Vvv ∈21 ,  (un espacio vectorial real). 

[g]  { } Vvvvv n ⊂0,,,,, 321
�  (un espacio vectorial real). 

 
5.12.  Hallar (si es posible) tres vectores de 3R  linealmente dependientes de manera tal que 

dos cualesquiera de ellos sean linealmente independientes. 
 
5.13.  Determinar todos los Rk ∈  para los cuales los siguientes conjuntos de vectores 

resultan linealmente independientes: 
[a]  { } 3)2,0,1(),2,1,1(,),1,0( Rk ⊂−−− . 

[b]  { } 3)1,1,(),6,,1(,)2,1,1( Rkkkkk ⊂+++− . 

[c]  { } 4)1,1,1,2(),1,0,1,1(),0,0,,0(),0,1,,2( Rkkkkk ⊂−−−−− . 
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5.14.  Analizar si los siguientes conjuntos de vectores son o no base del espacio vectorial 
correspondiente. En el caso que no sean base, analizar la posibilidad de extraer una 
base o bien de extender a una base. 
[a]  { } 3)1,1,0(,)1,0,1( R⊂ . 

[b]  { } 3)0,0,0(),1,1,0(,)1,0,1( R⊂ . 

[c]  { } 3)2,1,1(),1,1,0(,)1,0,1( R⊂ . 

[d]  { } 3)1,1,1(),1,0,0(),3,2,1(,)1,0,1( R⊂  
[e]  Cada uno de los conjuntos de los ejercicios 5.10 y 5.11. 

 
5.15.  Hallar bases y determinar la dimensión de cada uno de los subespacios de los 

ejercicios anteriores. 
 
5.16.  Sea 3)2,0,1(),0,1,1(),,1,0( RkS ⊂−−−= . Estudiar la dimensión del subespacio S  

en función de k . 
 
5.17.  Sean en 4R  los siguientes subespacios: 

{ }0,0:),,,( 213214321 =−=++= xxxxxxxxxS  y 

{ }0,0,0:),,,( 4314214321 =+−=−== xxxxxxxxxxT . 

[a]  Hallar bases de S  y de T . 
[b]  Hallar una base del subespacio TS∩ . 
[c]  Hallar una base del subespacio generado por TS∪ . 
[d]  ¿Qué relación existe entre las dimensiones de S , de T , de TS∩  y del 

subespacio generado por TS∪ ? 
[e]  Mismas preguntas ([a] a [d]) para los subespacios de 3R : 

{ }02:),,( 321321 =−+= xxxxxxS  y )0,2,0(),1,1,1( −=T . 

[f]  Mismas preguntas ([a] a [d]) para los subespacios de 3R : 
)0,1,1(),2,1,1( −=S  y ),0,1(),1,0,2( 2

1−−=T . 

[g]  Mismas preguntas ([a] a [d]) para los subespacios de 4R : 
)1,1,2,1();2,1,0,2();0,2,1,0();1,3,2,1( −−−−−−=S  y 

)2,1,1,1();1,2,0,2();2,0,1,0();3,1,2,1( −−−−−=T . 

 
5.18.  Sean en 4R  los siguientes subespacios: 

),0,2,1(),0,2,1,0( λ=S  y { }02,0:),,,( 4324314321 =−+−=−−= xxxxxxxxxxT . 

[a]  Hallar todos los R∈λ  para los cuales { }0≠∩TS . 
[b]  Para cada valor λ  hallado en [a], encontrar una base de TS∩ . 

 
5.19.  Sean en 4R  los siguientes subespacios: 

{ }0,0:),,,( 434214321 =−=++= xxxxxxxxxS  y 

{ }0:),,,( 3214321 =++= xxxxxxxT . 

[a]  Hallar todos los Rba ∈,  para los cuales TSba ∩∈− ),2,,1( . 
[b]  Exhibir dos bases distintas de TS∩ . 
[c]  ¿Es posible dar un conjunto de tres vectores linealmente independientes en el 

subespacio TS∩ ? 
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5.20.  Para cada una de las matrices 

( )1011  ; 





78

12
 ; 

















−
−
−

312

154

032

 ; 




 −
112

213
 ; 



















06

61

42

16

 ; 



















189

105

84

21

 ;



















−−
−−

−−
−

2100

1210

0121

0012

 ; 



















001

122

952

731

: 

[a]  Calcular la dimensión y una base del espacio fila. 
[b]  Calcular la dimensión y una base del espacio columna. 
[c]  Calcular el rango. 
[d]  Calcular la dimensión y una base del núcleo. 
[e]  Mismos cálculos ([a] a [d]) para las respectivas matrices transpuestas. 

 

5.21.  Sean 43, xRBA ∈ , A=
















−−
−−

0112

1224

6000

 y B=
















1011

3211

3311

. 

[a]  Hallar bases y dimensión de )(AN  y )(BN . 
[b]  Hallar una base y la dimensión de )()( BNAN ∩ . 

[c]  Hallar una base de )()( AANAN t ⋅∩ . 
 
5.22.  Sea mxnRA∈ . 

[a]  Si 10== nm  y 6)( =Arg ; calcular ))(( ANdim . 
[b]  Si 7=m , 8=n  y 2)( =Arg ; calcular ))(( ANdim . 
[c]  Si 4=m , 5=n  y 3))(( =ANdim ; calcular )(Arg . 

[d]  Si 3=m , 5=n  y 3))(( =t
C AEdim ; calcular ))(( ANdim . 

[e]  Si 3=m , 4=n  y 2))(( =AEdim C ; calcular ))(( ANdim . 

[f]  Si 4=m , 4=n  y 6))(())(( =+ t
CC AEdimAEdim ; calcular ))(( ANdim . 

 

5.23.  Sea 54xRA∈ , =A



















80602

51312

22022

91613

. 

[a]  Hallar una base y la dimensión de )(AEC . 

[b]  Calcular ))(( ANdim , ))(( tANdim , ))(( AEdim F , )(Arg  y )( tArg . 
 

5.24.  Sea 34xRA∈ , =A



















−
−
−
−

121

321

220

101

. Hallar a  y b  tales que el )(AN  coincida con las 

soluciones del sistema 






=+−

=++

02

0

bzyax

bzyax
. 
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5.25.  Sea 34xRA∈  tal que 1))(( =ANdim  y sea 14xRb∈ . ¿Cuál debe ser el rango de la 

matriz ampliada [ ] 44, xRbA ∈  para que el sistema bxA =⋅  tenga solución? 
 
5.26.  Sea 23xRA∈  tal que 2)( =Arg . 

[a]  ¿Tiene el sistema 0=⋅ xA , solución no nula? 
[b]  Calcular la dimensión del espacio de soluciones del sistema 0=⋅ xAt . 

 

5.27.  Sea 43xRA∈ , =A
















b024

1101

0113

. 

[a]  Hallar todos los Rb∈  para los cuales 2)( =Arg . 

[b]  Para cada b  hallado en [a], analizar si )()2,2,3( AEv C∈= . 

[c]  Para cada b  hallado en [a], hallar una base de )( tAN . 
 
5.28.  Para cada uno de los siguientes subespacios “ S” , hallar Nmn ∈,  y mxnRA∈  tales 

que )(ANS = . 

[a]  )3,1(=S . 

[b]  )0,1,2(),1,3,1( −=S . 

[c]  )1,4,1(),0,1,2(),1,3,1( −−=S . 

[d]  )5,1,2,3(),1,1,4,1(),3,0,1,2(),2,1,3,1( −−−−=S . 

 
5.29.  Sean en 4R  los siguientes subespacios: 

{ }0:),,,( 4314321 =++= xxxxxxxS  y { }0:),,,( 414321 =−= xxxxxxT . 

[a]  Hallar la dimensión y una base de TS∩ . 
[b]  Exhibir tres vectores distintos de 4R  que no sean combinación lineal de los 

elementos de la base de TS∩  dada en [a]. 
[c]  Dar mn,  y dos matrices distintas mxnRBA ∈,  tales que 0=⋅=⋅ tt vBvA  para 

todo TSv ∩∈ . 
 
5.30.  Sean 34xRA∈ , 43xRB∈  y 44xRC ∈ . 

Si 























−

−
=

611

812

410

012

A  y se verifica que IBACCBA =⋅⋅=⋅⋅ )()( : 

[a]  Hallar el )( ABArg ⋅⋅  y la ))(( ABANdim ⋅⋅ . 
[b]  Hallar una base del )( ABAN ⋅⋅ . 
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5.31.  Dados los subespacios de 3R : 
{ }0224,02:),,( 321321321 =−+−=+−= xxxxxxxxxS  y 

)6,2,4();5,1,2();1,3,2( −−−=T . 

[a]  Probar que ST ⊂ . 
[b]  Calcular las dimensiones de S  y de T . 
[c]  ¿Es ST = ? Justifique su respuesta. 

 
5.32.  Dados los subespacios de 4R : 

{ }0)2(22: 4321321
4 =++++−=+−∈= xxxxxxxRxS α  y 

{ }02)72()11(2)7(: 432
2

1432
2

1
4 =+++−+=+−−+−∈= xxxxxxxxRxT ααα . 

[a]  Calcular la dimensión de TS∩  en función del parámetro α . 
[b]  Para cada α  tal que ( ) 1=∩TSdim , hallar una base de TS∩ . 

[c]  Para cada α  tal que ( ) 2=∩TSdim , hallar una base de TS∪ . 
 
5.33.  Sea 44xRA∈ , 























−+−

−−−−−

++−

−

=

)9()72()11(1

)62(1)7(1

)3()2(21

0121

2

2

kkk

kk

kk
A

. 

[a]  Hallar todos los Rk ∈  para los cuales ))(())(( t
F AEdimANdim = . 

[b]  Para cada k  hallado en a), calcular una base del )(AN  y una base del )( tAN . 
 

5.34.  Sean S  y T  subespacios de 6R  tales que 3)( =Sdim  y 4)( =Tdim . 
[a]  ¿Puede ser que ST ⊂ ? 
[b]  ¿Puede ser 7=∪TSdim ? 

[c]  ¿Puede ser 4)( =∩TSdim ? 

[d]  ¿Puede ser { }0=∩TS ? 
[e]  Si 3)( =∩TSdim , ¿qué puede decir de S  y T ? 

[f]  Si 4=∪TSdim , ¿qué puede decir de S  y T ? 

[g]  Si TS ⊂ , calcule TSdim ∪  y )( TSdim ∩ . 

 
5.35.  Sean 55xRP∈  y 35xRQ∈  tales que 6))(()( =+ QNdimPrg  y 5))(( =t

F PEdim . 

Sea 54

2
1

2
1

2
301

11102

11201

00101

xRW ∈























−−
= . 

[a]  Calcular ))(( PNdim , )(Prg , ))(( QNdim  y )(Qrg . 

[b]  Hallar la ))(( 1−⋅ PQEdim t
C . 

[c]  Hallar la ))(( 199 tPWNdim ⋅ . 


