
Universidad de Buenos Aires - Faultad de Cienias Exatas y Naturales - Departamento de Matem�atiaElementos de C�alulo Num�erio (Cs. Biol�ogias)Pr�atia NÆ9: Matries esto�astias - Proesos de Markov1. Determinar u�ales de las siguientes matries son esto�astias o de Markov.(a) � 1 01 0 � ; (b) � 12 2312 13 � ; () � 27 0:257 45 � ; (d) 0� 1 0 1312 12 0:5�12 0:5 16 1A ; (e) 0� 0:5 0 130:5 0 160 1 12 1A :2. Un pa��s, uya poblai�on es onstante est�a dividido en dos regiones. Cada a~no 1 de ada 10residentes de la regi�on A se traslada a la regi�on B mientras que 1 de ada 5 habitantes de lazona B se muda a la regi�on A. En el instante iniial (ahora) viven 6 millones en la regi�on A y30 millones en la B.(a) Esribir la matriz de transii�on para este proeso.(b) Calular el estado de la poblai�on dentro de 10 a~nos.() Lo mismo pero dentro de 30 a~nos.3. En el instante iniial 21 ratones se enuentran en la asilla I (ver diagrama). Se supone quenada distingue un ompartimento de otro, es deir que es igualmente probable que un rat�onpase a ualquiera de las asillas adyaentes o se quede en la asilla en la que est�a. Se realizanobservaiones ada hora y se registra el nuevo estado.
(a) Determinar la matriz de transii�on del proeso.(b) Determinar el vetor de estado despu�es de 4 horas.() Deidir si existe o no un estado de equilibrio y justi�ar la respuesta.4. En una poblai�on animal tenemos una epizootia que en este momento afeta al 30% de losanimales. El resto est�a sano pero puede enfermarse. Los espe��menes que se uran adquiereninmunidad. La progresi�on de la epizootia se atiene a la siguientes reglas:� Cada semana un 15% de los sanos no inmunes se enferman;� En el mismo lapso, un 10% de los animales enfermos se ura.(a) Dar la matriz de transii�on del proeso y determinar el estado iniial.(b) Dar el estado del proeso despu�es de 5 semanas de iniiado.() Determinar si existe un estado de equilibrio.



5. Un proeso de Markov admite 3 estadios o setores: �; � y . La probabilidad de pasar delestadio � a ada uno de los otros setores es 12 . Un individuo que est�a en el estadio � tieneprobabilidad 13 de pasar al � y lo mismo suede para transitar del � al . Los individuos en elestadio  tienen probabilidad 1 de pasar al � en el per��odo siguiente.(a) Armar la matriz esto�astia A de transii�on de este proeso.(b) Si el estado atual del proeso est�a dado por V t = (12 ; 14 ; 14), determinar el estado siguiente.() Analizar el omportamiento de An para valores de n grandes.(d) Deidir si existe un estado l��mite.6. Se observa la alimentai�on de una determinada espeie de insetos en un eosistema. En laatualidad la mitad de los insetos ome una gram��nea baja, el 30% una variedad de gram��nea altay el restante 20% se alimenta de las hojas de ierto tipo de �arbol. Sin embargo, las prefereniasalimentarias ambian a~no a a~no. Se ha determinado que un 25% de los insetos que omengram��nea baja ambiar�an el pr�oximo a~no a hojas de �arbol y un 20% a gram��nea alta. Entrelos que se alimentan de gram��nea alta un 50% pasar�a a gram��nea baja. Un 40% de los que sealimentan on hojas de �arboles pasar�an a omer gram��nea baja y el resto seguir�a on las hojasde �arboles.(a) Formar la matriz de transii�on de este proeso.(b) Dar el vetor de estado a los 3 a~nos() >Existe un estado de equilibrio?7. La poblai�on en estudio est�a distribuida en un territorio dividido en dos setores. Esta poblai�ones onstante y se desplaza. En el momento iniial, exatamente la mitad de la poblai�on est�a enada setor. Al d��a siguiente se observa que el 75% de la poblai�on del Setor 1 se ha desplazadoal Setor 2, mientras que 1 de ada 10 espe��menes que estaban en el Setor 2 pas�o al Setor 1.Esta pauta de desplazamiento se mantiene.(a) Determinar la matriz y el estado iniial que rigen el proeso.(b) Calular los 5 primeros estados del proeso de Markov.() Veri�ar que el vetor V t = ( 217 ; 1517 ) es estado de equilibrio.8. Sea M = � 23 1413 34 � la matriz de transii�on de un proeso de Markov y sea V (2)t = ( 118 ; 1118) elsegundo estado. Calular V (0) y V (1).9. Se tiene un proeso de Markov uya matriz de transii�on es M = � 35 31025 710 �. Veri�ar que elvetor V t = (37 ; 47) es un estado de equilibrio del proeso.10. Sea M 2 R3�3 , M = 0� a a+ 110 b+ 110b a 2ab b+ 110 12a 1A(a) Determinar todos los valores de a; b 2 R para los ualesM resulta ser una matriz de Markov.(b) Para los valores de a y b hallados, deidir si hay dos vetores de equilibrio de M que seanlinealmente independientes. En aso a�rmativo, hallarlos. Si no, justi�ar adeuadamente.() Para los valores a y b hallados, veri�ar que M t es tambi�en una matriz de Markov. >Esasualidad o una ley general? 2



11. Se tiene una matriz A 2 R3�3 que de�ne un proeso de Markov de la que se sabe que:� a13 = a31 = 0 y a22 = 27 , � tr(A) = 2510 y � (0; 2; 3) es un estado de equilibrio del proeso.(a) Determinar todos los valores de la matriz A.(b) Deidir si hay dos vetores de estado de equilibrio de A que sean linealmente independientes.() Si V (0) = (1; 3; 2)t es el vetor iniial, deidir si el proeso tiene estado l��mite. En asoa�rmativo, enontrarlo.(d) Determinar si existe A1 y en tal aso, hallarla.12. Sea M 2 R3�3 una matriz que de�ne un proeso de Markov de la que se sabe que:� m12 = m13 = 0 y m22 +m23 = 910 , � tr(M) = 52 y � det(M) = 12 .(a) Hallar todos los autovalores de M .(b) Sabiendo que el vetor (1; 2; 3) resulta estado l��mite del proeso para ierto vetor de estadoiniial, hallar la matriz M .() Deidir si hay dos vetores linealmente independientes que sean estados de equilibrio de M .(d) Determinar si existe M1. Justi�ar.13. La poblai�on en estudio es onstante y est�a distribuida en un territorio dividido en tres setores.D��a a d��a se observan los desplazamientos: el 100% de la poblai�on del Setor 1 se desplazaal Setor 2, el 100% de la poblai�on del Setor 2 se ha desplaza al Setor 1, mientras que lapoblai�on del Setor 3 permanee (sin desplazarse) en su setor. Esta pauta de desplazamientose mantiene en el tiempo.(a) Determinar la matriz de transii�on A que desribe el proeso.(b) Deidir si hay dos vetores de estado de equilibrio de A que sean linealmente independientes.() Determinar si el proeso tienen un estado l��mite on una poblai�on iniial de 200 habitantesen el Setor 1, 200 en el Setor 2 y 300 en el Setor 3. En aso a�rmativo, hallarlo. Enaso negativo, justi�ar.(d) Idem ��tem anterior para una poblai�on iniial de 100 habitantes en el Setor 1, 200 en elSetor 2 y 300 en el Setor 3.(e) Determinar si existe A1. Justi�ar.14. La poblai�on en estudio es onstante y est�a distribuida en un territorio dividido en uatrosetores. D��a a d��a se observan los desplazamientos: el 100% de la poblai�on del Setor 1 sedesplaza al Setor 2, el 100% de la poblai�on del Setor 2 se ha desplaza al Setor 3, el 100% dela poblai�on del Setor 3 se ha desplaza al Setor 4 y el 100% de la poblai�on del Setor 4 se hadesplaza al Setor 1. Esta pauta de desplazamiento se mantiene en el tiempo.(a) Determinar la matriz de transii�on A que desribe el proeso.(b) Deidir si hay dos vetores de estado de equilibrio de A que sean linealmente independientes.() Determinar si el proeso tienen un estado l��mite on una poblai�on iniial de 100 habitantesen ada Setor. En aso a�rmativo, hallarlo.(d) Idem ��tem anterior para una poblai�on iniial de 100 habitantes en el Setor 1, 300 en elSetor 2, 100 en el Setor 3 y 300 en el Setor 4.(e) Deidir si existe A1 (Sugerenia: alular A4).
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