ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO

Practica 4
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Ejercicio 1 Usar el método de biseccién para hallar una raiz positiva de la ecuacion trascen-
dente:
2z = tan(z)

; Cuantos pasos hay que hacer para garantizar que el error es menor que 107°7?

Ejercicio 2 Hallar una raiz de
20° + 2 —2=0

usando el método de Regula-Falsi (comenzando con [0,1]).

Ejercicio 3 Calcular v/2 por los métodos de biseccién y Newton, con dos decimales significa-
tivos.

Ejercicio 4 Sea f(x) = x%, con a > 0. Analizar para qué valores de a el método de Newton
es convergente, y para cuales no, comenzando con xg # 0.

Ejercicio 5 Dada f(x) = 2% — 2z — 5 se desea hallar x* la tnica raiz real de f(z) . Dado x
una primer aproximacion a la raiz si escribimos x* = xg + €y, se tiene que ¢q es la solucién a la
ecuacion
3
(xo +e0)” —2(zg+e€) —5=0 (1)
i) Observar que si en (1) se descartan los términos que involucran potencias de ey de orden mayor

o igual que 2 se obtiene una ecuacién lineal cuya solucion ¢y esta dada por ¢y = %
Una nueva aproximaciéon a x* se tiene tomando x1 = ¢ + ¢g. ’

ii) Escriba ey = ¢o + €1, reemplace en la ecuacién (1) y descarte los términos que involucran
potencias de e; mayores o iguales que 2 y resuelva la ecuacion lineal resultante a cuya solucion
llamamos ¢;. La nueva aproximacion a la raiz z* estda dada por xo = x1 + ¢;.

Repita este proceso para obtener una sucesion z,+1 = x,, + ¢, que aproxime a z*.

iii) Observe que la sucesién obtenida en ii) coincide con la sucesién de Newton- Raphson (i.e
)

iv) Aplique el algoritmo comenzando con xy = 2 e itere hasta que | f(z;)| < tol o |xj 11 —x;| < tol
con tol = 1075,



Ejercicio 6 Considere la funcién f(z) . Diga para qué valores de xg la iteraciéon de

x
1+ |z
Newton es convergente, para cuales es divergente, y cuando se obtienen ciclos periddicos.

Ejercicio 7 Resolver cos(z) =z, z > 0.

a) Utilizar la iteracién de punto fijo z,, 11 = cos(z,) (muy simple de realizar en la calculadora).
b) Utilizar el método de Newton.

c¢) Con el método de biseccién, comenzando con el intervalo [0, 7].

.Cual converge mas rapido?

Ejercicio 8 (Algoritmo de Horner) Una forma econémica de evaluar un polinomio

N
plz) =) apa”
0
es la siguiente:

p(z) = ao+ z(ay + xz(as + x(az + - - - + x(ay_1 + zay))) - )

Calcular cuantas sumas y productos se realizan de esta manera, y comparar con el método
ingenuo de calcular cada una de las potencias, multiplicar por los coeficientes, y luego sumar.
Piense como podrian calcularse también las derivadas de p(z) con este esquema.

Ejercicio 9 Un método posible para calcular las raices de un polinomio, es calcular primero
una raiz z; por el método de Newton, dividir luego el polinomio por (x — z), volver a calcular
una raiz por el algoritmo de Newton, y continuar asi hasta obtener una cuadratica que se puede
resolver con la expresiéon explicita de las raices. Aplique esta idea a

p(z) = 2* — 42 + 62> — 4w + 1
Observe los riesgos que se corren.
Ejercicio 10 Hallar una raiz de
2? —32°+32-1=0

utilizando

a) Método de Newton (zo = 0)
b) Método de biseccién

¢) Método de la secante.

., Cudl converge mas rapido?

Ejercicio 11 Considere la funcién definida segun:
1
flz) = sgn(x) eXP(_?) x#0
0 r =0

Hallar la raiz en 0 por el método de Newton. ; Qué puede decir de la convergencia? Comparelo
con el método de biseccién. Qué pasa con la iteracion z,1 = f(z,)?

2



Ejercicio 12 Dada la funcién

-3z Z

x)=e " ——

(@) .
a) Demuestre que f tiene una unica raiz.

b) Demuestre que cualquiera sea el x inicial la sucesién generada por Newton-Raphson z1, - - -, @, - - -

es mondtona creciente acotada superiormente por la raiz y concluya la convergencia. ;Con
qué orden converge?.

Ejercicio 13 Sea f una funcién suave, y a tal que f(a) =0,y f'(a) # 0.

i) Suponiendo que en (a,b], f, f', f” son positivas, probar que la iteracién de Newton generada
a partir de xg € (a,b) converge decrecientemente hacia a.

ii) Con las mismas hipétesis, si 21 € (a, xg), probar que la sucesién generada por el método de
la secante a partir de xg, x; converge decrecientemente hacia a.

Ejercicio 14 Sea f(x) = (x —¢1)(x — ¢2) ... (x — ¢,) donde ¢; < ¢y < -+ < ¢,. Probar que si
Ty > ¢, la sucesion de Newton-Raphson converge a ¢,

Ejercicio 15 Hallar un « tal que
/ cos(x)dr +a =1
0

Utilice el algoritmo de Newton para una funciéon adecuada. Observe que si sabe calcular numéri-
camente la integral, no necesita hallar una forma explicita para la misma.

Ejercicio 16 Ver que una rafz multiple de un polinomio f es raiz simple de f/f’. Aplicar el
método de Newton a f(z) y a f(z)/f'(z) para hallar la rafz miltiple, donde

fl@) = (x = 1)(z - 2)*
.. Qué observa?

Ejercicio 17 Suponga que la funcién suave f tiene una raiz de orden 2 en x.
i) Demuestre que el método de Newton converge sélo linealmente a z.
ii) /Cuél es el orden de convergencia de la siguiente modificacién:

f(xn) 2

n

Aclare cuidadosamente los requerimientos de suavidad que necesita para f.

Ejercicio 18 Suponiendo que ¢'(z) es continua en [s,b], donde s es un punto fijo de g(z).
Suponiendo también que 0 < ¢'(z) < K < 1 para todo x € [s,b]. Demostrar la iteracién
comenzando con xg € [s,b] converge decrecientemente a s.



Ejercicio 19 Dada la funcién f(z) =2+ 1/x —2, f : IR > 0 — IR, se construye el siguiente
algoritmo para aproximar la raiz r = 1:

Tp1=2—1/x,

i) Verifique que si zp > 1 entonces la sucesién {x,} es mondtona decreciente y acotada inferi-
ormente por 1. Concluya que z,, — 1. ;Es lineal la convergencia?.
ii) Se le ocurre un algoritmo para aproximar la raiz de f que converja cuadraticamente?

Ejercicio 20 Sea g(x) = 2* —2x+2. ;Cuéles son los puntos fijos de g(x)? Para cada punto fijo
s, determine si existe un entorno tal que la iteraciéon comenzando con cualquier punto de dicho
entorno converge al punto fijo. ;Cual es el orden de convergencia en los casos en que converge?

Ejercicio 21 Sea F(z) = w%f;ff) con R >0

i)Verificar que v/R es un punto fijo F

ii)Demostrar que el método de punto fijo z,+1 = F(x,) converge a V/R si se comienza con
suficientemente proximo.

iii)§ Cudl es el orden de convergencia ?



