ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO

Practica 6

1¢" Cuatrimestre 2003

Ejercicio 1 Encontrar el polinomio de grado 1 que aproxime en el sentido de cuadrados minimos
la siguiente tabla de datos:

y|-0111]19|3238|5|6|73]81]89

Comparelo con el polinomio interpolador de grado 10. ;Comprende la utilidad de la aproxi-
macién de cuadrados minimos cuando se interpolan tablas de datos, por ejemplo experimentales,
en las cuales cada magnitud tiene su error? Suponga que desea hallar la derivada de y respecto
de z, y piense cémo lo haria.

Ejercicio 2 (Para hacer en Matlab) Genere 11 datos tomando t; = % y yi = erf(t;), i =
0,...,10. Para ello, biisquelos en una tabla, o bien utilice el desarrollo en serie:

erf(z ntl

_ 2 - (=D

)= ﬁngln!(Zn—l— 1)3:
i) Ajuste en el sentido de cuadrados minimos a dichos datos con polinomios de grados 1, 2,. ..,
10, y calcule el error para algunos valores de x entre los t;. Observe la dependencia del error
con el grado del polinomio.

ii) Los polinomios no aproximan especialmente bien funciones como erf(x), pues son no acotados
para z grande, si el grado es mayor que cero, mientras que la funcion error tiende asintéticamente
al valor 1 cuando £ — oo. Utilizando los mismos puntos, halle la aproximacién de cuadrados
minimos que utiliza el siguiente modelo:

erf(t) ~ ¢1 + exp(—t?)(co + 32 + c42® + ¢52°)

donde z = 1/(1+1t). Compare el error obtenido para valores de z entre los puntos de datos, con
los obtenidos con polinomios.

Ejercicio 3 Suponiendo que desee aproximar un conjunto de datos con un modelo de la forma:
f(z) ~aexp(bzr), a,b € R

con parametros desconocidos, a, b. En principio se trataria de un problema de cuadrados minimos
no lineal... ;jSe le ocurre cémo convertirlo en un problema lineal?



Ejercicio 4 Probar que si se tienen n+ 1 puntos con diferentes abscisas, el polinomio de cuadra-
dos minimos de grado n es el polinomio interpolador de grado n. Concluir en particular que
para muchas aplicaciones puede ser una mala idea aumentar el grado del polinomio de cuadrados
minimos, hasta hacerlo cercano al nimero de puntos interpolados menos 1.

Ejercicio 5 Probar que el conjunto de funciones:
1, sin(kzx), cos(mz), k,m € IN

es ortogonal con el producto escalar

<fo>= [ 1@

Verifcar que se trata de un producto escalar en el espacio de funciones continuas, calcular las
normas de cada una de las funciones, y normalizarlas.

Ejercicio 6 Verificar la ortogonalidad y calcular la norma de los polinomios de Chebyshev, con
el producto escalar
' @)y

< >=
f9 g

Ejercicio 7 Utilizando las relaciones de ortogonalidad discretas para los polinomios de Cheby-
shev:

m 0 1#]
Y Ti(zk)Tj(zk) =4 m/2 i=5#0
donde z, k = 1,...,m, son los ceros del polinomio de Chebyshev de grado m, probar que si f(z)
es una funcién arbitraria en el intervalo [—1,1], y si se definen m coeficientes ¢j, 7 = 1,...,m
segin
2 m
¢j = > flar)Ti1 ()
k=1

entonces la férmula de aproximaciéon

flz) ~ [i cka_l(m)] —.5¢y
k=1

es exacta en todas las raices de T),(z).

Ejercicio 8 Sea < f,g > cualquiera de los productos escalares:

< f,9>= flzj)g(z;)w;
0

b

<ﬂg>=éf@M@W@Mw

Probar que S = {1,z,z2,...,2"} no puede ser un conjunto ortogonal para n > 2. (Sugerencia:
Considerar < 1,z"™ > para n > 2).



Ejercicio 9 Considerar el producto escalar

<ﬁg>=4weﬂﬂ@mmm

Calcular los primeros cuatro polinomios ménicos ortogonales con respecto a este producto es-
calar. Los polinomios ortogonales obtenidos ortogonalizando por el método de Gram-Schmidt
las potencias de z son los llamados polinomios de Laguerre.

Ejercicio 10 Repetir el ejercicio anterior con el producto escalar

<hg>= [ @)

—o0

Se obtienen los llamados polinomios de Hermitte.

Ejercicio 11 Sea
1
<hg>= [ f@)g@ da
-1

i)Ver que < , > es un producto interno en S,, = {z,z2,2°,---,2™}
ii) Hallar una base ortonormal para Ss.
iii) Hallar la mejor aproximacién en el sentido de cuadrados minimos sobre S3 para f(z) = z*.

Ejercicio 12 i) Hallar el polinomio p(z) de grado menor o igual que 1 que verifica

/Ooo p(z) exp(—x)dz = /OOO exp(—2z)dx

o o0
/ zp(z) exp(—z)dx :/ zexp(—2z)dz
0 0
ii) {Quién es p(x)? ;Se le ocurre otra manera de calcularlo?

Ejercicio 13 Sea S el subespacio de las funciones por lo menos una vez derivables, generado
por {1, cos(x),sen(z)} .

a) Verifique que
{fr9)=(f'9) (=5) + (f'¢) (0) + (f9) (3)
es un producto interno sobre S.

b) Hallar una base ortonormal de S.

c) Hallar Pg(sen(2z)) y Ps(cos(2z)) donde Ps(f(z)) es la proyeccién ortogonal, para el pro-
ducto interno definido en (a), de la funcién f(z) sobre el subespacio S.

d) ;Cudl es la mejor aproximacién por cuadrados minimos de la funcién f(z) = sen(2z) —
2cos(2x)?



