Elementos de Calculo Numeérico
Trabajo Practico 2

El problema de la oscilaciéon de una membrana cuadrada fija por sus bordes, puede ser descripto
al menos para pequenas deformaciones, por la ecuacion de ondas

uy = *Au (x,y) € 2 =10,1] x [0, 1] (1)

con la condicién de contorno

u‘ag =0.
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Aqui Af = % + g—yf; Los datos iniciales adecuados son, por ejemplo, la posicién inicial de la
membrana y su velocidad inicial. Supondremos ¢ = 1.

Resolviendo por el método de separacion de variables, se buscan soluciones de la forma

U(z,y,t) =T(t)Z(x,y), obteniéndose que las funciones T'y Z deben verificar

') _ AZ(z,y)
Tt  Z(zy)

para alguna constante A. Usando la condicién de contorno resulta que debe ser
Zpa = 0.
De esta manera, Z debe ser una autofuncién del operador A y A el correspondiente autovalor:
AZ - X7 =0. (2)

Se puede demostrar que la ecuacion (2) tiene una sucesién de autovalores negativos {\,} con
correspondientes autofunciones Z,, y que A\, — —oo cuando n — oo, ademas el autovalor de
menor modulo, A\, es simple. La correspondien-te funcién 7;, debe entonces ser una solucién de

TV (t) — AT (t) = 0.

Si A\, = —w?2 resulta que T, (t) = ay cos(wnt) + by sin(wyt). De esta manera se obtienen las
siguientes soluciones de (1)

Un(z,y,t) = (an cos(wnt) + by sin(wnt)) Zy,(z,y),

y por lo tanto se pueden buscar soluciones de (1) de la forma

oo

u(z,y,t) = Z(an cos(wnt) + by sin(wpt)) Zp(z,y).
n=0

Las constantes a,, y b, se obtienen a partir de las condiciones iniciales.
Los autovalores A, son los modos normales de oscilacion.
Ejercicio. Aproximar numéricamente Ap.
(i) Discretizar el dominio con una malla (x;,y;) = (i/N,j/N), i,j = 0...N. Siendo las



incognitas los valores z;; ~ z(x;,y;) los valores de la autofuncién en los nodos, la ecuacién
(2) puede discretizarse como

Zit1,j — 22ij + Zi-1,5
72

Zij41 — 22i5 + Zij—1
72

+ :)\zij i,j:L...,N—l.

(ii) Reenumerando los nodos, y redefiniendo el vector z, reescribir el sistema de ecuaciones
anterior como Az = Az para alguna matriz A.

(iii) Aplicando el método de las potencias (inverso) aproximar el primer autovalor de A y la
primera autofunciéon. Probar con distintos valores de h.

(iv) Graficar una aproximacién de la primera autofuncién del laplaciano. Si se anima, hacer una
animacién para ver la oscilacion en el tiempo, e intentar calcular otros modos normales.



