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ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO

Practica N°6: Polinomios ortogonales y aproximacién de cuadrados minimos

1. (a) Encontrar el polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados
minimos la siguiente tabla de datos:

x| 0] 1 2 3 4 1516 7 8 9
y|-1]11119]32[38|5|6]|73|81]89

y el polinomio de grado 2 que aproxima en el mismo sentido la siguiente tabla
de datos:

x| -110 1 (3] 6
y[61]28)22]6]|26.9

(b) En cada caso, comparar graficamente, usando Matlab, con el polinomio inter-
polador.

2. Considerar la funcién f(x) en el intervalo [-1,1].

T 1+ 2522
Para n = 5, 10, 15; graficar simultdneamente f junto con

e los polinomios que aproximan a f en el sentido de cuadrados minimos en n + 1
puntos equiespaciados y tienen grado %n y %n,
e ¢l polinomio que resulta de interpolar a f en los puntos anteriores.
3. Probar que si se tienen n + 1 puntos distintos, el polinomio de cuadrados minimos
de grado n coincide con el polinomio interpolador.

Concluir que para ciertas aplicaciones puede ser una mala idea aumentar el grado
del polinomio de cuadrados minimos, hasta hacerlo cercano al grado del polinomio

interpolador.
a b
4. Sea A la matriz en IR**? dada por A= | ¢ d |.Mostrar que
e f

(a) det(ATA) = (ad — be)* + (af — be)* + (cf — ed)?.
(b) Los rangos de las matrices AT A y A coinciden.

(c) El polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados minimos una
tabla de 3 datos es tnico.



5. Aproximar la siguiente tabla de datos en el sentido de cuadrados minimos

x| -1 0 2 3
y03]-0.2] 73233

con funciones del tipo: (a) y = a2” + b3", (b) y=a2" +b3" +c.

6. Considerar erf: IR — IR la funcién dada por

(a)

(b)

2 z 2
erf(z) = ﬁ/() e dt.

Graficar la funcién con el comando erf de Matlab en el intervalo [—5,5] y
verificar numéricamente que lirjgl erf(z) = +1.

Ajustar la funcion erf en el sentido de cuadrados minimos con polinomios de
grado 1, 2, 5 y 10; considerando 15 puntos equiespaciados en el intervalo [—1, 1].
Graficar erf junto con estos polinomios en el intervalo [—5,5]. Observar que la
aproximacién es mala fuera del intervalo [—1, 1].

Utilizando los mismos puntos, hallar la aproximaciéon de cuadrados minimos
que utiliza el siguiente modelo:

_ 42 _ 42 42
t et et

e
f(t) ~ nd R ‘
er() c1t+cye +031+t+04 (1+t)2+05 (1—}—t)3

Comparar el error obtenido al aproximar por la funcién hallada con el del item
anterior.

7. Aproximar los datos de la tabla siguiente

con un modelo de la forma: f(z) ~a e

x| -1 0] 1 2
y[81|3]11]0.5

bz. en el sentido de cuadrados minimos para

la funcién In(f(z)).

. Aproximar los datos de la tabla siguiente

2] 1 | 0 1 2
y [ -11]-04]-09]-27

con un modelo de la forma: f(z) ~ —e®@*to+¢ en el sentido de cuadrados minimos
para la funcién In(f(z)).



9. Decidir cudles de las siguientes aplicaciones < , >: X x X — IR, son productos
internos, siendo X = {polinomios de grado menor o igual a 1 definidos en[0, 1]}.

(a) < f,g>=f(0)+29(0)

(b) < f,9>=(f(0)+g(0))?

(c) < f,g>= f(0)g(0) +/f
(d) < f,9>=f(0)g(0)+ f(1)g(1 )

10. Sea < f, g > cualquiera de los siguientes productos escalares:

@ <fo>=Yfhte, ) <fo>= [ o

Probar que S = {1,x,2%, ..., 2"} no puede ser un conjunto ortogonal para n > 2.

11. Polinomios de Laguerre. Utilizando el método de Gram-Schmidt, calcular los
primeros cuatro polinomios ménicos ortogonales con respecto al producto escalar:

< f.g >:/0 e “f(x)g(z)dx.
12. Polinomios de Hermite. Repetir el ejercicio anterior con el producto escalar
o] g2
<fig>= [ e f@)gla)de

13. Considerar .
<fg>= [ F@)y@) d
-1
(a) Probar que <, > es un producto interno en S,,, el espacio generado por
(b) Hallar una base ortonormal para Sj.
(c) Hallar la mejor aproximacion en el sentido de cuadrados minimos sobre S3 para
f(x) ="y para g(z) = 1

14. Sea S el subespacio de las funciones derivables definidas en el intervalo [—m, 7]
generado por {1, cos(x),sin(z)} y considerar

T T T, T

< fog>=[(=5)9(=5) + [(0)g'(0) + f(5)9(5).
2 2 2772

(a) Probar que <, > es un producto interno en S.

(b) Hallar una base ortonormal para S.

(c) Hallar la mejor aproximacién en el sentido de cuadrados minimos sobre S para
f(z) = sin(2z), g(z) = cos(2z) y h(z) = 3 sin(2z) — 5 cos(2z).



15. Usando las férmulas que se dan a continuacion

sin(kz) sin(mz) = %[cos ((k—m)x) — cos ((k + m)x)],
sin(kx) cos(mz) = %[sin ((k+m)x) +sin ((k — m)x)L
cos(kz) cos(mz) = %[cos ((k+m)x) + cos ((k — m)x)}

(a) Probar que el conjunto de funciones: {1, sin(kx), cos(mx), k,m € IN} es
ortogonal con el producto escalar

<fg>= [ gy

y calcular las normas de cada una de estas funciones.

(b) Verificar la ortogonalidad y calcular la norma de los polinomios de Tchebychev,
con el producto escalar

<fg>= [ A0,

(Sugerencia: usar el cambio de variables u = arcsin(x)).

16. Hallar los primeros 5 términos de la expansién en serie de Tchebychev para la funcién
f(z) = |z|. Graficar en el intervalo [—1,1].

17. Sea T; el polinomio de Tchebychev de grado j; (j € IN). Considerar las relaciones
de ortogonalidad discretas para éstos polinomios:

u 0 i#j
Y Ti(wp)Ti(xx) = m/2 i=35#0
h=1

m 1=7=0

donde {zy; k=1,...,m} es el conjunto de ceros de T,,.
Para una funcién f : [—1,1] — IR se definen m coeficientes ¢;, j = 1,...,m segin
2 m
¢j=—>_ flar)Tj-1(zx).
m 2

Probar que el polinomio [Z cka_l(x)] — 0.5¢; interpola a f en las raices de T,,.
k=1

(Sugerencia: usar Ejercicio 3).

Notar que esta férmula proporciona una manera mas directa de encontrar el poli-
nomio interpolador en los ceros de T,,.



