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ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO

Practica N°4: Resolucién de ecuaciones no-lineales.

1. Elegir un intervalo apropiado y utilizar el método de biseccién para hallar una raiz
positiva de la ecuacién trascendente:

2z = tan(z)
; Cuédntos pasos hay que hacer para garantizar que el error sea menor que 107°7?

2. Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los métodos
de biseccién y Regula-Falsi para hallar una raiz de la ecuacién 22® + 2 — 2 = 0
comenzando con el intervalo [0, 1].

3. Para f(r) = —22%+6x —1 se desea aproximar la raiz r € (0, 1) utilizando el método
de bisecciéon comenzando con ag = 0 y by = 1. Determinar una cantidad de pasos a
seguir para poder asegurar que |f(a,)| < 10710 y | f(b,)| < 10719,

4. Hacer un programa en Matlab para aproximar /2 que ejecute los primeros 20 pasos
del método de biseccion, comenzando con el intervalo [1,2], y del método N-R,
comenzando con xy = 2.

5. Considerar la funcién f(x) = TH Determinar para qué valores de z la iteracion
x
N-R es convergente, para cuales es divergente, y cuando se obtienen ciclos periédicos.

6. Sea f una funcién C' y sea (z,)nen la sucesién que se obtiene de aplicar el método
N-R a f. Supongamos que x,, converge a ry f'(r) # 0, mostrar que r es raiz de f.

7. Demostrar que la ecuacion
f(z) =€ +5sine —2=0

tiene una unica raiz r en el intervalo (0, %) Encontrar un valor inicial en este inter-
valo de modo que el método N-R converja a r (para ello, calcular cotas necesarias
para | f'| y |f”| en el intervalo). Aplicar el método para hallar una aproximacién de
r. {Cual es el orden de convergencia?

8. La ecuacién 2® + cos(x) + 7z = 0 tiene una tnica raiz real.

e Demostrar que el método de Newton-Raphson converge para todo valor inicial
en (—1,0).
7)2"

e Demostrar que si xg = —0.5, el error n-ésimo es menor o igual que 1—72(ﬂ

e (Calcular cuantos pasos del método son necesarios para aproximar la solucion
con error menor o igual que 10710,

9. Sea f una funcién suave, y a tal que f(a) = 0, y f'(a) # 0. Suponiendo que en
(a,b], f, f', f" son positivas, probar que la iteracion de N-R generada a partir de
xy € (a,b) converge decrecientemente hacia a.



10. Sea f: R —= R, f(z) = (x+1)e* — 4.

(a) Probar que el método de Newton-Raphson es convergente para todo xy > 1.

(b) Analizar la convergencia del método si se toma como valor inicial zy = —3.

11. Sea f(z) = x*. Se desea utilizar el método N-R para resolver la ecuacién f(x) =0,
comenzando con xy > 0. Analizar el comportamiento del método en los casos

(a) a>1 (b) = 5 (c) =3

12. (a) Sea P(z) = (x —r)(x —1ry)...(x —rg) donde 1| < ry < -+ < rq. Probar que
si xg > rq la sucesion de N-R converge a ry.

(b) Para un polinomio P € R[z], P(x) = agz® + -+ + ag,aq # 0, tal que sus d
raices son reales y distintas, se propone el siguiente método que aproxima los
valores de todas sus raices:

. . d—1 la;
i. Se comienza con un valor zy mayor que M = max{1,) %} (Dato: M

es una cota para el médulo de todas las raices del polinomio).

ii. Se genera a partir de xg la sucesion de N-R, que, segun el item anterior,
converge a la raiz mas grande de P, llamémosla ry; obteniéndose de este
modo un valor aproximado 7.

iii. Se divide P por x — 74 y se desprecia el resto, dado que r4 ~ 74. Se redefine
ahora P como el resultado de esta division y se comienza nuevamente desde
el primer item, para hallar las otras raices.

Aplicar este método para aproximar todas las raices del polinomio P(x) =
203 — 4x + 1.

13. Se quiere aplicar el método N-R para dar una tabla de valores de la funcién y(x)
definida implicitamente por la ecuacién G(z,y) = 0 en un intervalo [a, b].

El método consiste en comenzar la tabla en un par de valores g, 7y que verifican
xo = ay G(zg,yo) = 0y proceder por incrementos en z hasta llegar al valor xy = b.

En cada paso se obtiene el valor de y,.; aplicando el método N-R a la funcién
G(xp41,y) donde y es la variable y x,,; permanece fijo; con valor inicial el valor de
Y, obtenido en el paso anterior. Dado que la funcién y(z) se supone continua, esta
eleccion del valor inicial se supone apropiada.

(a) Aplicar el método para la ecuacién G(z,y) = z* + y* — 1 = 0, comenzando en
zo = 0,y = 1 para valores de x en [0, 1]. Graficar junto con la solucién que se
obtiene de despejar analiticamente y comparar. Utilizar distintos valores para
el incremento y para la cantidad de iteraciones del método N-R en cada paso.

(b) Aplicar el método para G(z,y) = 327 +2y° — 23 +y3 — 3. Comenzar la tabla en
xo9 = 0,y9 = 1 y proceder por incrementos en x de 0.2 hasta llegar a x5y = 10.



14. Dada F' : R" — R" el método N-R generalizado consiste en realizar la iteracién

vectorial
2" = o — (DF| )t F(2%),

donde (DF|,)~! es la inversa de la matriz diferencial de F' evaluada en z*.

Usar la version generalizada a varias variables del método N-R para para resolver
el sistema de ecuaciones

20 —3y=0, 2°—4y>*—-3=0
comenzando con valores iniciales (xg,yo) = (2,1).

15. Aproximar la solucién positiva de la ecuacién cos(x) = 2z, comenzando con zg = 0.5
y utilizando la iteracién de punto fijo 2,1 = 3 cos(z,). Graficar con Matlab la
sucesion obtenida.

16. Sea f(x) = 2® —x — 1. La ecuacién f(z) = 0 tiene una tnica raiz en el intervalo
(1,2). Se consideran las dos siguientes iteraciones del método de punto fijo para
aproximar dicha raiz.

g(z) = 2% — 1, h(z) = vz + 1.

(a) Determinar cudles de estas funciones son apropiadas para la iteracion.
(b) Para las que si lo sean:

e Determinar un intervalo inicial I en el cual el método converja.

e Dar un valor inicial o € [ y la cantidad de iteraciones necesarias para
aproximar la raiz de f con error menor que 10~ comenzando con el x
dado.

R

17. Sea f: R.y — R definida como f(z) = e”.
x

(a) Dibujar la grafica de f y determinar el nimero de raices de la ecuacion f(z) =
0, localizando cada raiz entre dos enteros consecutivos.

(b) Para cada una de las siguientes funciones:

Sxx— 1)

filz) = %(1 +xze®), folz) = ln(

consideramos el siguiente método iterativo: dado xy = 1 sea
Tpt+1 = fi(‘rn)’ n e N, (Z = ]., 2)
Estudiar si estas sucesiones convergen hacia alguna de las raices de f = 0.

(c) Utilizando Matlab, estimar las raices con estos dos métodos.

18. Sea g una funcién tal que ¢’ es continua en [s,b], donde s es un punto fijo de g.
Si ademaés, se verifica que 0 < ¢'(z) < K < 1 para todo = € [s,b], mostrar que la
iteracién, comenzando con g € [s,b], converge decrecientemente a s.

19. Sea f una funcién C' en las condiciones del método N-R. Sea g(z) = = —
Mostrar que el método N-R es un método de punto fijo.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

Para f una funcién C? que tiene una raiz de orden 2 en 7:

a) Demostrar que el método N-R converge sélo linealmente a r (Sugerencia: Notar
g g
que en este caso la g del ejercicio anterior no esté definida para = = r, redefinirla
como g(r) = r, probar la diferenciabilidad de g y demostrar que ¢'(r) # 0).

(b) ;/Cuél es el orden de convergencia de la siguiente modificacién?

f(zn)

Tptl = Ty — 2

Sea f(z) = 423 — 3z +1 = 0. La ecuacién f(x) = 0 tiene una raiz doble. Aprox-
imarla calculando las 10 primeras iteraciones de los métodos N-R y N-R con la
modificacién del ejercicio 20, comenzando con los valores iniciales 1 = y; = 25.
Graficar simultaneamente las dos sucesiones obtenidas.

Recordar que una raiz multiple de un polinomio f es una raiz simple del polinomio
f/med(f, f'), donde med indica el méximo comin divisor. Hacer un programa en
Matlab que aplique el método N-R a f(z) y a f(x)/mcd(f, f') para hallar la raiz
multiple de

fla) = (z = 1)(z - 2)%
Demostrar que, a pesar que la funcion f no esta en las hipotesis del método N-R,
éste converge (aunque no tan velozmente como cuando la raiz multiple se halla como

solucién de f/med(f, f')).

Dada la funcién f(z) =z + % —2, f:Roy — R, se construye el siguiente algoritmo

para aproximar la raiz r = 1:

1
$n+1:2—x—
n

(a) Verificar que si zy > 1 entonces la sucesién {z,} es mondtona decreciente y

acotada inferiormente por 1. Concluir que x,, — 1, aunque esta iteracion no
estd en las hipotesis del teorema del punto fijo. ;Qué hipdtesis no se cumple?

(b) Dar un algoritmo para aproximar la raiz de f que converja cuadraticamente.

Con las mismas hipdtesis que en el ejercicio 9, probar que si 1 € (a, xg), la sucesién
generada por el método de la secante a partir de xg y xy converge decrecientemente
hacia a.

Se quiere resolver la ecuacién f(z) = 0, donde f(z) = e” — 2. Calcular los 10
primeros términos de las sucesiones generadas por los métodos N-R y de la secante,
comenzando con los valores iniciales x1 = 3 para el primer método e y; = 3,y = 2.3
para el segundo. Graficar simultaneamente las dos sucesiones obtenidas.



