
Universidad de Buenos Aires - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - Depto. de Matem�atica

Elementos de C�alculo Num�ericoPrimer cuatrimestre 2006
Pr�actica N�4: Resoluci�on de ecuaciones no-lineales.

1. Elegir un intervalo apropiado y utilizar el m�etodo de bisecci�on para hallar una ra��zpositiva de la ecuaci�on trascendente:
2x = tan(x)

>Cu�antos pasos hay que hacer para garantizar que el error sea menor que 10�5?
2. Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los m�etodosde bisecci�on y Regula-Falsi para hallar una ra��z de la ecuaci�on 2x3 + x � 2 = 0comenzando con el intervalo [0; 1].
3. Para f(x) = �2x3+6x�1 se desea aproximar la ra��z r 2 (0; 1) utilizando el m�etodode bisecci�on comenzando con a0 = 0 y b0 = 1. Determinar una cantidad de pasos aseguir para poder asegurar que jf(an)j < 10�100 y jf(bn)j < 10�100.
4. Hacer un programa en Matlab para aproximar 3p2 que ejecute los primeros 20 pasosdel m�etodo de bisecci�on, comenzando con el intervalo [1; 2], y del m�etodo N-R,comenzando con x0 = 2.
5. Considerar la funci�on f(x) = x

1 + jxj . Determinar para qu�e valores de x0 la iteraci�on
N-R es convergente, para cu�ales es divergente, y cu�ando se obtienen ciclos peri�odicos.

6. Sea f una funci�on C1 y sea (xn)n2N la sucesi�on que se obtiene de aplicar el m�etodoN-R a f . Supongamos que xn converge a r y f 0(r) 6= 0, mostrar que r es ra��z de f .
7. Demostrar que la ecuaci�on

f(x) = ex + 5 sinx� 2 = 0
tiene una �unica ra��z r en el intervalo (0; 32). Encontrar un valor inicial en este inter-valo de modo que el m�etodo N-R converja a r (para ello, calcular cotas necesariaspara jf 0j y jf 00j en el intervalo). Aplicar el m�etodo para hallar una aproximaci�on der. >Cu�al es el orden de convergencia?

8. La ecuaci�on x3 + cos(x) + 7x = 0 tiene una �unica ra��z real.
� Demostrar que el m�etodo de Newton-Raphson converge para todo valor inicialen (�1; 0).
� Demostrar que si x0 = �0:5, el error n-�esimo es menor o igual que 127 ( 724)2n :� Calcular cu�antos pasos del m�etodo son necesarios para aproximar la soluci�oncon error menor o igual que 10�100.

9. Sea f una funci�on suave, y a tal que f(a) = 0, y f 0(a) 6= 0. Suponiendo que en(a; b], f; f 0; f 00 son positivas, probar que la iteraci�on de N-R generada a partir dex0 2 (a; b) converge decrecientemente hacia a.



10. Sea f : R! R; f(x) = (x+ 1)ex � 4.
(a) Probar que el m�etodo de Newton-Raphson es convergente para todo x0 > 1.
(b) Analizar la convergencia del m�etodo si se toma como valor inicial x0 = �3.

11. Sea f(x) = x�. Se desea utilizar el m�etodo N-R para resolver la ecuaci�on f(x) = 0,comenzando con x0 > 0. Analizar el comportamiento del m�etodo en los casos
(a) � � 1 (b) � = 13 (c) � = 12

12. (a) Sea P (x) = (x� r1)(x� r2) : : : (x� rd) donde r1 < r2 < � � � < rd. Probar quesi x0 > rd la sucesi�on de N-R converge a rd.
(b) Para un polinomio P 2 R[x], P (x) = adxd + � � � + a0; ad 6= 0, tal que sus dra��ces son reales y distintas, se propone el siguiente m�etodo que aproxima losvalores de todas sus ra��ces:

i. Se comienza con un valor x0 mayor que M = maxf1;Pd�1i=0 jaijjadjg (Dato: Mes una cota para el m�odulo de todas las ra��ces del polinomio).
ii. Se genera a partir de x0 la sucesi�on de N-R, que, seg�un el ��tem anterior,converge a la ra��z m�as grande de P , llam�emosla rd; obteni�endose de estemodo un valor aproximado ~rd.
iii. Se divide P por x�~rd y se desprecia el resto, dado que rd � ~rd. Se rede�neahora P como el resultado de esta divisi�on y se comienza nuevamente desdeel primer ��tem, para hallar las otras ra��ces.
Aplicar este m�etodo para aproximar todas las ra��ces del polinomio P (x) =2x3 � 4x+ 1.

13. Aproximar la soluci�on positiva de la ecuaci�on cos(x) = 2x, comenzando con x0 = 0:5y utilizando la iteraci�on de punto �jo xn+1 = 12 cos(xn). Gra�car con Matlab lasucesi�on obtenida.
14. Sea f(x) = x3 � x � 1. La ecuaci�on f(x) = 0 tiene una �unica ra��z en el intervalo(1; 2). Se consideran las dos siguientes iteraciones del m�etodo de punto �jo paraaproximar dicha ra��z.

g(x) = x3 � 1; h(x) = 3px+ 1:
(a) Determinar cu�ales de estas funciones son apropiadas para la iteraci�on.
(b) Para las que s�� lo sean:

� Determinar un intervalo inicial I en el cual el m�etodo converja.
� Dar un valor inicial x0 2 I y la cantidad de iteraciones necesarias paraaproximar la ra��z de f con error menor que 10�5 comenzando con el x0dado.

15. Sea f : R>0 ! R de�nida como f(x) = 8x� 1
x � ex:

(a) Dibujar la gr�a�ca de f y determinar el n�umero de ra��ces de la ecuaci�on f(x) =0; localizando cada ra��z entre dos enteros consecutivos.
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(b) Para cada una de las siguientes funciones:
f1(x) = 1

8(1 + xex); f2(x) = ln�8x� 1
x

�

consideramos el siguiente m�etodo iterativo: dado x0 = 1 sea
xn+1 = fi(xn); n 2 N; (i = 1; 2):

Estudiar si estas sucesiones convergen hacia alguna de las ra��ces de f = 0:
(c) Utilizando Matlab, estimar las ra��ces con estos dos m�etodos.

16. Sea g una funci�on tal que g0 es continua en [s; b], donde s es un punto �jo de g.Si adem�as, se veri�ca que 0 � g0(x) � K < 1 para todo x 2 [s; b], mostrar que laiteraci�on, comenzando con x0 2 [s; b], converge decrecientemente a s.
17. Sea f una funci�on C1 en las condiciones del m�etodo N-R. Sea g(x) = x � f(x)f 0(x) .Mostrar que el m�etodo N-R es un m�etodo de punto �jo.
18. Para f una funci�on C2 que tiene una ra��z de orden 2 en r:

(a) Demostrar que el m�etodo N-R converge s�olo linealmente a r (Sugerencia: Notarque en este caso la g del ejercicio anterior no est�a de�nida para x = r, rede�nirlacomo g(r) = r, probar la diferenciabilidad de g y demostrar que g0(r) 6= 0).
(b) >Cu�al es el orden de convergencia de la siguiente modi�caci�on?

xn+1 = xn � 2 f(xn)f 0(xn)
19. Sea f(x) = 4x3 � 3x + 1 = 0. La ecuaci�on f(x) = 0 tiene una ra��z doble. Aprox-imarla calculando las 10 primeras iteraciones de los m�etodos N-R y N-R con lamodi�caci�on del ejercicio 18, comenzando con los valores iniciales x1 = y1 = 25.Gra�car simult�aneamente las dos sucesiones obtenidas.
20. Recordar que una ra��z m�ultiple de un polinomio f es una ra��z simple del polinomiof=mcd(f; f 0), donde mcd indica el m�aximo com�un divisor. Hacer un programa enMatlab que aplique el m�etodo N-R a f(x) y a f(x)=mcd(f; f 0) para hallar la ra��zm�ultiple de f(x) = (x� 1)(x� 2)2:

Demostrar que, a pesar que la funci�on f no est�a en las hip�otesis del m�etodo N-R,�este converge (aunque no tan velozmente como cuando la ra��z m�ultiple se halla comosoluci�on de f=mcd(f; f 0)).
21. Dada la funci�on f(x) = x+ 1x � 2, f : R>0 ! R, se construye el siguiente algoritmopara aproximar la ra��z r = 1:

xn+1 = 2� 1
xn

(a) Veri�car que si x0 > 1 entonces la sucesi�on fxng es mon�otona decreciente yacotada inferiormente por 1. Concluir que xn ! 1, aunque esta iteraci�on noest�a en las hip�otesis del teorema del punto �jo. >Qu�e hip�otesis no se cumple?
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(b) Dar un algoritmo para aproximar la ra��z de f que converja cuadr�aticamente.
22. Con las mismas hip�otesis que en el ejercicio 9, probar que si x1 2 (a; x0), la sucesi�ongenerada por el m�etodo de la secante a partir de x0 y x1 converge decrecientementehacia a.
23. Se quiere resolver la ecuaci�on f(x) = 0, donde f(x) = ex � 2. Calcular los 10primeros t�erminos de las sucesiones generadas por los m�etodos N-R y de la secante,comenzando con los valores iniciales x1 = 3 para el primer m�etodo e y1 = 3; y2 = 2:3para el segundo. Gra�car simult�aneamente las dos sucesiones obtenidas.
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