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CAP��TULO 1Punto 
otante y redondeoEl objeto de este 
ap��tulo es analizar la representa
i�on de los n�umeros en una 
omputadora y lapropaga
i�on de los errores de redondeo al realizar 
�al
ulos.Como la 
antidad de informa
i�on que puede guardarse en una 
omputadora es �nita, la m�aquinatrabajar�a s�olo 
on un 
onjunto �nito de n�umeros. A estos los llamaremos n�umeros de m�aquina.En 
onse
uen
ia, toda vez que de nuestros datos o 
�al
ulos surja un n�umero que no pertene
e aeste 
onjunto �nito, �este deber�a ser reemplazado por una aproxima
i�on (el n�umero de m�aquinam�as 
er
ano). Este reemplazo da lugar a lo que llamamos errores de redondeo.Al realizar 
�al
ulos estos errores de redondeo se propagan y esto puede llevar a resultadostotalmente in
orre
tos 
omo veremos en algunos ejemplos simples.En las apli
a
iones del 
�al
ulo num�eri
o es pr�a
ti
amente imposible determinar exa
tamente lamagnitud de los errores de redondeo. Lo que si puede ha
erse, y es de fundamental importan
ia,es identi�
ar las posibles 
ausas de que los errores se propaguen m�as de lo admisible. Estopermite mejorar los algoritmos o determinar que m�etodo es m�as 
onveniente para resolver unproblema. Un 
laro ejemplo de esto, que veremos m�as adelante, apare
e 
uando se utiliza elm�etodo de elimina
i�on de Gauss para resolver un sistema de e
ua
iones lineales. En este 
aso,el an�alisis de la propaga
i�on de errores permite determinar la forma m�as e�
iente de apli
ar elm�etodo.Por otra parte, es fundamental distinguir 
uando la propaga
i�on ex
esiva de errores se debe aque el algoritmo utilizado es \malo" o inestable o a que el problema en s�� mismo est�a \mal
ondi
ionado". En el primer 
aso se puede (se debe!) tratar de mejorar el m�etodo de resolu
i�onmientras que en el segundo 
aso el problema es m�as esen
ial. Los ejemplos que presentaremosilustrar�an estos dos 
asos. 1. Punto 
otanteEn lo que sigue supondremos que los n�umeros de m�aquina son los que apare
en en la pantalla.Esto no es exa
to pues en realidad la 
omputadora opera internamente 
on los n�umeros desar-rollados en base 2 y no en base 10. Este abuso de lenguaje es s�olo para mayor 
laridad (el le
torpodr�a observar que todo nuestro an�alisis puede repetirse trabajando en base 2).Observemos primero que un n�umero real 
ualquiera, x 2 IR, x > 0, puede es
ribirse 
omo



2 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEO
x = 0; a1a2 : : : ak : : : 10l = r � 10l; 110 � r < 1 (es de
ir; a1 6= 0)Pero en una 
omputadora no se pueden poner in�nitos d��gitos. Por lo tanto, se trabaja s�olo
on n�umeros de desarrollo �nito y de una longitud dada. De la misma forma, el exponente l(es de
ir el orden del n�umero) estar�a limitado a 
ierto rango. En 
onse
uen
ia los n�umeros dem�aquina ser�an de la formax = 0; a1a2 : : : am10l = q � 10l �M1 � l �M2; ; a1 6= 0m�as los 
orrespondientes negativos y el 
ero. Los n�umerosm, M1 yM2 dependen de la m�aquina.Esta representa
i�on de los n�umeros es la que se llama de punto 
otante.Los n�umeros de m�aquina forman un 
onjunto �nito de n�umeros ra
ionales. La 
antidad den�umeros de m�aquina que hay entre 1=10 y 1 es,#fx = 1=10 � x < 1g = 9� 10m�1:En general, la 
antidad que hay entre 10l y 10l+1 es tambi�en 9 � 10m�1. Esto nos di
e quelos n�umeros de m�aquina no est�an uniformemente distribuidos. S�� lo est�a el sub
onjunto queest�a entre 10l y 10l+1 para 
ada l. En parti
ular, los n�umeros m�as grandes est�an m�as separa-dos. Resulta �util para la 
omprensi�on ha
er un dibujo de los n�umeros de m�aquina en la re
tanum�eri
a (Ejer
i
io). Al analizar la propaga
i�on de errores de redondeo se a
larar�a por qu�e estadistribu
i�on de los n�umeros es m�as razonable que una uniforme.Sea x 2 IR. Para simpli�
ar nota
i�on supondremos x > 0 (
laramente todas las 
onsidera
ionesque haremos se apli
an an�alogamente a los n�umeros negativos). Hay dos posibilidades: que xest�e o no en el rango de los n�umeros de m�aquina. Si al ha
er 
�al
ulos apare
e un n�umero enla segunda situa
i�on, por ser muy grande o muy 
hi
o, la 
omputadora nos dar�a un mensajeindi
�andolo.Supongamos enton
es que x est�a en el rango de la m�aquina, o sea,x = 0; a1a2 : : : am : : : 10l M1 � l �M2; a1 6= 0Este x est�a entre dos n�umeros de m�aquina,x0 � x � x00Supongamos, para simpli�
ar, que am 6= 9 (anali
e el le
tor el 
aso 
ontrario). Enton
es tenemosx0 = 0; a1a2 : : : am10ly x00 = 0; a1a2 : : : (am + 1)10l



2. REDONDEO 32. RedondeoHay dos formas de aproximar a x. Una es por trun
amiento: se elige siempre x0 es de
ir elmayor de los n�umeros de m�aquina que son menores que x. La otra forma es tomar el m�aspr�oximo a x entre x0 y x00. A esta forma de aproximar se la 
ono
e por redondeo y es la queusan habitualmente las 
omputadoras.Veamos que error 
ometemos al aproximar un n�umero por redondeo. Usaremos la nota
i�onx� = x redondeadoEl error absoluto ser�a jx� x�j � 12 110m 10lMientras que el error relativo se puede a
otar de la forma siguientejx� x�jjxj � 12 10l�m0; a1a2 : : : am : : : 10ly 
omo 0; a1a2 : : : am : : : � 110se tiene que jx� x�jjxj � 5� 10�mEs de
ir que el error relativo es del orden de 10�m si nuestra m�aquina trabaja 
on m d��gitos.Es importante observar que, si bien el error absoluto que introdu
e el redondeo depende de lamagnitud del n�umero, el relativo, que es el m�as signi�
ativo, es independiente de �esta, est�a 
on-trolado en t�erminos de la 
antidad de d��gitos 
on la que trabaja nuestra 
omputadora (Ejer
i
io:meditar que tiene que ver esto 
on la distribu
i�on no uniforme de los n�umeros de m�aquina).Si tenemos x� = 0; a1a2 : : : am10l; a1 6= 0de
imos que 
ono
emos a x 
onm d��gitos signi�
ativos, lo que equivale, seg�un vimos, a 
ono
erlo
on un error relativo del orden de 10�m. Observar la importan
ia de la 
ondi
i�on a1 6= 0: de lo
ontrario los d��gitos dejan de ser signi�
ativos.



4 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOObservemos que x� = x(1 + Æ)
on jÆj � " = 5� 10�mEste " es el error de redondeo unitario, es de
ir, que el error que se 
omete al aproximar x porx� es xÆ 
on jÆj � ", de esta forma el error jx� x�j ser�a menor o igual que "jxj.Este valor, ", depende de la m�aquina y se lo llama el " de la m�aquina. Re
ordemos que, seg�un lo
omentado antes, el verdadero " de m�aquina no es exa
tamente �este debido a que la 
omputadoratrabaja en base 2. Pero desde el punto de vista pr�a
ti
o s�olo interesa el orden de " (y �este s�� es
orre
to!).Ejer
i
io: 
al
ular el " exa
to suponiendo que la m�aquina trabaja en base 2 
on k d��gitos.Otra forma de interpretar el signi�
ado del " de la m�aquina es la siguiente: " nos di
e 
u�al es elmenor n�umero tal que, en la m�aquina, 1 + " 6= 1O sea, si se le suma a 1 algo menor que ", \desapare
e" debido al redondeo. En efe
to, seg�un lam�aquina tendremos 1 + 4� 10�m = 1; 0 : : : 04 = 0; 10 : : : 00� 10 = 1en 
ambio, 1 + " = 1; 0 : : : 06 = 0; 10 : : : 01� 10 6= 1Si sumamos exa
tamente " el resultado depender�a de 
omo redondee la m�aquina en el 
aso enque x equidista de dos n�umeros de m�aquina, es de
ir, 
uando la 
ifra m+ 1 es justo 5.M�as en general, el orden del menor n�umero que sumado a un x da, en la m�aquina, un resultadodistinto de x es "jxj.Es fundamental observar que " no es el menor n�umero que se puede representar en la m�aquina(y est�a muy lejos de �este!). Este �ultimo depende de M1 y no de m.Veamos ahora algunos de los problemas que surgen debido al redondeo.Empe
emos por sumar dos n�umeros. Como vimos, si sumamos dos n�umeros de ordenes muydistintos, el m�as 
hi
o puede \desapare
er". Por ejemplo, si m = 5 y



2. REDONDEO 5
x = 78473000; y = 24tenemos x� = 0; 78473 � 108; y� = 0; 24� 102es de
ir que x e y son n�umeros de m�aquina. Enton
es,x+ y = 78473024y por lo tanto, (x+ y)� = 0:78473 � 108 = x� = xEn parti
ular, esto nos di
e que si tenemos que sumar varios n�umeros x1; x2; : : : ; xN 
onvieneha
erlo de menor a mayor (>Por qu�e?).En el ejemplo anterior el problema no es muy importante ya que no se pierden d��gitos signi�
a-tivos, es de
ir, el orden del error relativo no se agranda (se est�a perdiendo la informa
i�on de unn�umero que es despre
iable respe
to del otro sumando).El problema es mu
ho m�as serio 
uando deben restarse dos n�umeros pare
idos. En este 
aso,debido a lo que se 
ono
e 
omo \
an
ela
i�on 
atastr�o�
a", pueden perderse d��gitos signi�
ativoso, en otras palabras, agrandarse mu
ho el error relativo.Consideremos 
omo antes m = 5 y tomemosx = 0; 372154876; y = 0; 372023264enton
es, x� = 0; 37215; y� = 0; 37202y por lo tanto, x� y = 0; 000131612mientras que x� � y� = 0; 00013 = 0; 13 � 10�3Observemos qu�e su
edi�o: x e y estaban representados 
on 5 d��gitos signi�
ativos pero al restarlosquedaron s�olo 2 del resultado. En 
onse
uen
ia el error relativo 
re
i�o de manera tal que si bienel error relativo en x e y era del orden de 10�5 el del resultado es del orden de 10�2.



6 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOComo 
on
lusi�on observamos que hay que tratar de evitar restar n�umeros \
asi iguales". Porejemplo, supongamos que queremos 
al
ulary =px2 + 1� 1para valores de x peque~nos. Si lo ha
emos dire
tamente, estamos en la situa
i�on anterior. En
ambio podemos pro
eder de la siguiente manera:y =px2 + 1� 1 = (px2 + 1� 1)(px2 + 1 + 1)(px2 + 1 + 1) = x2(px2 + 1 + 1)y utilizar la �ultima expresi�on para 
al
ular y. Si los 
�al
ulos fueran exa
tos ambas f�ormulasdar��an el mismo resultado pero, debido al redondeo, dan resultados distintos. Por ejemplo,trabajando 
on 5 d��gitos, si x = 0; 0312 obtenemos 
on la primera f�ormula y = 0; 0004 (unsolo d��gito signi�
ativo si bien 
ono
��amos x exa
tamente). Mientras que 
on la segunda, y =0; 00048662 (que tiene 
uatro d��gitos signi�
ativos 
orre
tos).El mismo problema surge al 
al
ular y = x� senx para x peque~no. En este 
aso se puede usarel desarrollo de Taylor, y = x� senx = x33! � x55! + x77! : : :y 
al
ular y sumando los primeros t�erminos de la serie.Otro 
aso en el que la 
an
ela
i�on de d��gitos signi�
ativos puede presentarse es en la resolu
i�onde una e
ua
i�on 
uadr�ati
a ax2 + bx+ 
 = 0si utilizamos la f�ormula habitualx1 = �b+pb2 � 4a
2a y x2 = �b�pb2 � 4a
2aConsideremos por ejemplo, x2 � 105x+ 1 = 0Los primeros d��gitos exa
tos de las ra��
es sonx1 = 99999:99999y x2 = 0:000010000000001



2. REDONDEO 7Usando la f�ormula para x2 tenemos x2 = 105 �p1010 � 42Si trabajamos 
on o
ho d��gitos el 4 desapare
e y x2 resulta igual a 
ero. Otra vez hemos restadodos n�umeros pare
idos!Esto se puede solu
ionar 
al
ulando primero x1 y luego obtener x2 usando que x2 = 
ax1 .En general, la forma 
orre
ta de en
ontrar las ra��
es en el 
aso en que a
 sea despre
iable respe
tode b, es 
al
ulando primero x1 = �b� sign(b)pb2 � 4a
2ay luego la otra raiz 
omo hi
imos en el ejemplo. De esta forma se evita la p�erdida de d��gitossigni�
ativos.Un problema fundamental del 
�al
ulo num�eri
o es la resolu
i�on de sistemas de e
ua
iones lineales.Veamos 
�omo los errores de redondeo pueden afe
tar la solu
i�on a�un en problemas de dose
ua
iones 
on dos in
�ognitas. Tratemos de resolver el siguiente sistema utilizando el m�etodode elimina
i�on de Gauss, � " 11 1 �� xy � = � 12 �Pongamos, a modo de ejemplo, " = 10�6 y supongamos que la m�aquina trabaja 
on 
in
o d��gitos.Multipli
ando la primera �la por 1" = 106 y rest�andosela a la segunda obtenemos� 10�6 10 1� 106 �� xy � = � 12� 106 �pero, 
on el redondeo a 
in
o 
ifras nos queda� 10�6 10 �106 �� xy � = � 1�106 �(perdimos la informa
i�on de la segunda e
ua
i�on!).Mientras que el resultado exa
to es� 10�6 10 �999999 �� xy � = � 1�999998 �



8 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOHasta aqui el error no pare
e grave. Pero veamos: si utilizamos la matriz obtenida 
on la m�aquinay despejamos de la segunda e
ua
i�on obtenemos la solu
i�on y0 = 1 y luego, reemplazando en laprimera, x0 = 0.Pero la solu
i�on verdadera es y = 1� 2� 10�61� 10�6 � 1 = y0x = 11� 10�6 6= 0 = x0Observemos que x � x0 = x = 11�10�6 es aproximadamente 1. Adem�as el error relativo es 1(
atastr�o�
o!).Anali
emos qu�e su
edi�o. Al ha
er las restas 1 � 1" , 2 � 1" se introdu
e un peque~no error enla matriz triangulada que se propaga a la solu
i�on. Este error, al perder la sexta 
ifra, no essigni�
ativo respe
to de y pero al reemplazar en la primera e
ua
i�on queda,"x0 = 1� y0; y enton
es x = 1" (1� y0)Esto impli
a que el error y��y se ampli�
a por un fa
tor 1" dando lugar a un error grande en x.Veamos ahora que pasa si ha
emos el mismo pro
eso de elimina
i�on de Gauss pero inter
am-biando las �las de lugar. Queda � 1 110�6 1 �� xy � = � 21 �Operando (�la 2 - " �la 1), obtenemos� 1 10 1� 10�6 �� xy � = � 21� 2� 10�6 �y 
on el redondeo a 
in
o 
ifras nos queda� 1 10 1 �� xy � = � 21 �que tiene 
omo solu
i�on y0 = 1, x0 = 1.>Qu�e pas�o? El inter
ambio de �las permiti�o obtener un resultado 
orre
to evitando la propa-ga
i�on 
atastr�o�
a del error que se daba en el otro 
aso. Veremos m�as adelante que esto es algogeneral: 
onviene elegir 
omo \pivote" (elemento por el que se divide) para la elimina
i�on deGauss el que tenga mayor valor absoluto.En este ejemplo, la primera forma de resolver era un algoritmo \malo" o inestable en el sentidode que ampli�
aba los errores llevando a resultados absolutamente err�oneos. Sin embargo, esto



2. REDONDEO 9se solu
ion�o inter
ambiando el orden de las �las, o sea, modi�
ando el algoritmo. Esto muestraque el error en el primer 
aso se deb��a a la forma de resolver y no a algo inherente al problemaen s�� mismo.Hay 
asos de naturaleza esen
ialmente diferente en los 
uales el problema que se quiere resolverest�a \mal 
ondi
ionado". Esto signi�
a que peque~nos 
ambios en los datos impli
an grandes
ambios en la solu
i�on. Esto ha
e que los errores de redondeo puedan ampli�
arse mu
hoindependientemente del m�etodo que usemos para resolverlo.Veamos un ejemplo de esto. Supongamos que nuestra m�aquina trabaja 
on 3 d��gitos y trun
a.Resolvamos el sistema � 0:780 0:5630:913 0:659 �� xy � = � 0:2170:254 �La solu
i�on exa
ta es x = 1, y = �1.Teniendo en 
uenta lo visto antes, inter
ambiamos �las antes de ha
er la elimina
i�on de Gauss.Obtenemos � 0:913 0:6590 0:001 �� xy � = � 0:2540:001 �y en 
onse
uen
ia y0 = 1 y x0 = �0:443 que no tiene nada que ver 
on la solu
i�on exa
ta. Enparti
ular, el error es mayor que la solu
i�on misma!Lo que su
ede en este ejemplo es que la matriz est�a \mal 
ondi
ionada" (m�as adelante pre
isare-mos lo que esto signi�
a) y habr�a problemas independientemente del algoritmo que utili
emos.Otro ejemplo de problema \mal 
ondi
ionado" es el siguiente. Las ra��
es de(x� 2)2 = 10�6son x1 = 2 + 10�3 x2 = 2� 10�3en 
ambio, las ra��
es de (x� 2)2 = 0son x1 = x2 = 2.Este ejemplo trivial muestra que un peque~no 
ambio en un 
oe�
iente de la e
ua
i�on polinomialpuede dar lugar a un 
ambio de otro orden en las ra��
es. En este 
aso, un 
ambio de 10�6 en elt�ermino independiente origina un 
ambio de 10�3 en las ra��
es.Un ejemplo m�as interesante es el estudiado por Wilkinson en 1963. Se trata de 
al
ular lasra��
es de
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p(x) = (x� 1)(x� 2) : : : (x� 19)(x � 20) = x20 � 210x19 + : : : :Wilkinson demostr�o que al 
ambiar el 
oe�
iente �210 por �210 � 2�23 las ra��
es 16 y 17 setransforman en el par 
omplejo16:73 : : : + i2:812 : : : 16:73 : : : � i2:812 : : :Para �nalizar, veamos otro ejemplo de algoritmo inestable. El problema 
onsiste en 
al
ularEn = Z 10 xnex�1 dx n = 1; 2; : : :Integrando por partes se obtieneEn = Z 10 xnex�1 dx = xnex�1 j10 �Z 10 nxn�1ex�1 dxes de
ir En = 1� nEn�1y es f�a
il ver que E1 = 1=e
on lo que tenemos de�nida la su
esi�on En en forma re
ursiva.Usando esta rela
i�on re
ursiva para 
al
ular 
on una m�aquina que trabaje 
on seis d��gitos seobtiene, E1 � 0:367879E2 � 0:264242E3 � 0:207274...E9 � �0:0684800
uando en realidad E9 � 0:0916
on lo que el resultado 
omputa
ional es p�esimo.En este 
aso lo que su
ede es que el error de En�1 se ampli�
a multipli
�andose por n. Enton
esen nueve pasos se multipli
a por 9!, obteni�endose un error de9!� error ini
ial = 9!� 4:412 � 10�7 � 0:1601que resulta mayor que el verdadero E9.



3. EJERCICIOS 11Como 
on
lusi�on el algoritmo es malo. Pero observemos que no lo es el problema en s�� mismo.Como alternativas podemos 
al
ular En por integra
i�on num�eri
a o bien ha
er el siguiente tru
o.Observemos que En�1 = 1�Enny 
omo En � Z 10 xn dx = 1n+ 1 ! 0podemos empezar de E20 � 0 e ir ha
ia atr�as usando En�1 = 1�Enn . Este algoritmo es estable(el error en 
ada paso se multipli
a por algo menor que uno).Como 
on
lusi�on, los ejemplos analizados en esta se

i�on muestran la diferen
ia entre el 
asoen el 
ual la ampli�
a
i�on de los errores de redondeo se debe a que el problema est�a \mal
ondi
ionado" o \mal planteado" y el 
aso en el que di
ha ampli�
a
i�on se debe al uso de un\algoritmo inestable". Es fundamental distinguir entre ambos 
asos y, por otra parte, en
ontrarlas 
ausas de la propaga
i�on indebida de errores 
on el objeto de mejorar los algoritmos.3. Ejer
i
ios(1) Utilizando el m�etodo de redondeo:(a) Hallar el n�umero de m�aquina m�as pr�oximo a 125:6 y a= 126 si trabaja 
on� Base 10 y mantisa de 2 d��gitos.� Base 2 y mantisa de 8 d��gitos.(b) Veri�
ar para x = 125:6, la 
ono
ida 
ota para el error relativojx� fl(x)x j � �si � = 1=2�1�d donde � es la base y d la longitud de la mantisa.(
) >Cu�al es, en 
ada 
aso, el valor que da la m�aquina 
omo resultado de las opera
iones126 + 125:6 y 126� 125:6? >Cu�al es el error relativo de estos resultados?(2) Utilizando el m�etodo de trun
amiento:(a) Reha
er el Ejer
i
io 1, 
on el � 
orrespondiente, es de
ir: � = ��d+1, donde � y dson 
omo antes.(b) Demostrar que, en este 
aso, � es el menor n�umero de m�aquina tal que 1 + � 6= 1.>Cu�anto da � + �?(3) Mostrar que fl(x) tiene (para ambos m�etodos) una es
ritura de la formafl(x) = x(1 + Æx)donde jÆxj � �: (Usar la 
ota para el error relativo).(4) P�erdida de d��gitos signi�
ativos:(a) Si x; y � 0 demostrar que���x+ y � fl(fl(x) + fl(y))x+ y ��� � 2�+ �2:



12 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOObservar que en la expresi�on 2� + �2 el valor de �2 es despre
iable dado que � espeque~no.(b) Si x e y no poseen el mismo signo, >puede repetir la misma 
uenta? (Sugeren
ia:re
ordar el error relativo de 126 � 125:6 en el ejer
i
io 1, item (
), utilizando la
omputadora binaria 
on mantisa de 8 d��gitos.)(5) Un ejemplo que muestra que algunas de las reglas de la aritm�eti
a no son v�alidas paraopera
iones de punto 
otante.(a) Intentar anti
ipar el resultado de los siguientes 
�al
ulos:(i) (1 + �2) + �2 (ii) 1 + ( �2 + �2)(iii) �(1 + �2) + �2�� 1 (iv) �1 + ( �2 + �2 )�� 1(b) Efe
tuar estos 
�al
ulos usando Matlab y 
omprobar las predi

iones he
has.(6) Hallar la ra��z menor en m�odulo de la e
ua
i�onx2 � 40x+ 0:25 = 0;utilizando aritm�eti
a de 4 d��gitos y 
omparar 
on el resultado obtenido utilizando arit-m�eti
a exa
ta. Cal
ular el error relativo y asegurarse de 
omprender de d�onde viene lap�erdida de d��gitos signi�
ativos. >Se le o
urre 
�omo 
al
ular 
on mayor pre
isi�on di
hara��z? >Cu�al es el error relativo 
on el nuevo m�etodo?(7) Hallar una forma de 
al
ular sin p�erdida de d��gitos signi�
ativos las siguientes 
anti-dades, para x � 0:(a) (� + x)n � �n(b) ��p�2 � x(
) 
os x� 1(d) sen(�+ x)� sen(�)(8) Se pretende 
al
ular las sumas SN = PNk=1 ak 
on N 2 IN. Llamemos 
SN al valor
al
ulado que se logra de ha
er fl(\SN�1 + aN ).(a) SN = NXk=1 1k . Mostrar que 
SN se esta
iona a partir de alg�un N su�
ientementegrande. Dedu
ir que a partir de enton
es SN 6= 
SN .(b) Idem (a) para la suma SN = NXk=1 2�k+100 + 1k . En
ontrar, ha
iendo un programaen Matlab, el valor de N para el 
ual 
SN se esta
iona.(9) El desarrollo de Taylor de la fun
i�on ex propor
iona una forma muy inestable de 
al-
ular este valor 
uando x es negativo. Ha
er un programa en Matlab que estime e�12evaluando el desarrollo de Taylor hasta grado n de la fun
i�on ex en x = �12, paran = 1; : : : ; 100. Comparar 
on el valor exa
to: 0:000006144212353328210 : : : >Cu�alesson las prin
ipales fuentes de error? Realizar otra estima
i�on= de e�12 
on alg�unotro m�etodo que evite los problemas del m�etodo anterior (Sugeren
ia: Considerare�x = 1=ex).(10) Cal
ular en Matlab los valores: sen(�=2 + 2�10j) 
= on 1 � j � 18. >Cu�anto deber��adar? >Qu�e est�a pasando?(11) Aproxima
i�on de la derivada de una fun
i�on.



3. EJERCICIOS 13(a) Llamamos derivada dis
reta de f en x = 1 al valordhf(1) = f(1 + h)� f(1)h :Utilizando el desarrollo de Taylor, demostrar quejf 0(1)� dhf(1)j � jf 00(1)jh2 + o(h) (h! 0)siempre que f sea su�
ientemente derivable.(b) Considerar la fun
i�on f(x) = x2. Ha
er un programa en Matlab que 
al
ulelos valores de dhf(1) para aproximar f 0(1), d�andole a h los valores 10�18; 10�17:9;10�17:8; : : : ; 10�1 y gra�que los resultados obtenidos. De
idir si estos se 
ontradi
en
on el resultado del ��tem anterior. Ha
er un an�alisis de los 
�al
ulos efe
tuados para
al
ular dhf(1), teniendo en 
uenta que la m�aquina utiliza aritm�eti
a de punto
otante.(
) Repetir el ��tem anterior, d�andole otros valores a h, de modo que el resultado resultem�as 
on�able.(12) Las fun
iones de Bessel Jn se pueden de�nir del siguiente modo:Jn(x) = 1� Z �0 
os(x sen� � n�)d�:y veri�
an que jJn(x)j � 1. Se sabe adem�as que Jn+1(x) = 2n=xJn(x) � Jn�1(x).Con los valores estimados J0(1) � 0:7651976865, J1(1) � 0:4400505857 y la re
urren
iadada, ha
er un programa en Matlab para 
al
ular J2(1), J3(1), : : : ; J10(1). De
idir sila 
ondi
i�on jJn(x)j � 1 deja de satisfa
erse. >Qu�e esta su
ediendo?(13) Dada la fun
i�on � : IR! IR de�nida por�(x) = 1Xk=1 1k(k + x) ;
onsideramos las siguiente dos maneras de estimar num�eri
amente el valor de �(x) paraun x �jo:� sumar los primeros n t�erminos de la serie �(x),� teniendo en 
uenta que �(1) = 1, de�nir	(x) = �(x)� �(1) = 1Xk=1( 1k(k + x) � 1k(k + 1)) = 1Xk=1 1� xk(k + 1)(k + x) ;luego expresar �(x) = 1+	(x) y, de este modo, estimar �(x) 
omo 1 m�as la sumade los primeros n t�erminos de la serie 	(x).Prede
ir 
u�al de las dos maneras 
onverge m�as r�apidamente. Luego, ha
er unprograma que 
al
ule y gra�que el resultado obtenido 
on los dos m�etodos propuestospara 
al
ular �(0), 
on n = 1; : : : ; 100. Comparar 
on el resultado exa
to, que es �26 .(14) Algoritmo para 
al
ular �.Comenzar ini
ializando las variables a; b; 
; d y e del siguiente modo: a = 0, b = 1,
 = 1=p2, d = 1=4, e = 1. Luego, iterar n ve
es en el orden dado las siguientesf�ormulas:a = b; b = b+ 
2 ; 
 = p
a; d = d� e(b� a)2; e = 2e:



14 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOFinalmente, el valor de � puede estimarse 
omo f = b2=d, o 
omo g = (b+ 
)2=(4d).Ha
er un programa que 
al
ule los valores de � estimados por f y g 
uando n =1; 2; : : : ; 10. >Qu�e estima
i�on 
onverge m�as r�apido? >Cu�an pre
isos son sus resultados?El valor de � 
orre
to hasta 36 d��gitos es� = 3:14159265358979323846264338327950288



CAP��TULO 2Normas y 
ondi
ionamiento de una matrizConsideramos el sistema de n e
ua
iones 
on n in
�ognitasAx = b
on A 2 IRn�n, x 2 IRn y b 2 IRn y nos preguntamos 
u�anto afe
tar�a a la solu
i�on un erroren el dato b. Para poder dar una respuesta debemos de
idir primero 
�omo medir el error. Esde
ir, ne
esitamos dar alguna forma de medir ve
tores de IRn. Una forma posible es utilizar lalongitud o norma eu
l��dea del ve
tor, o sea,kxk2 =qx21 + � � �+ x2nPero �esta no es la �uni
a medida razonable y en mu
hos 
asos es 
onveniente trabajar 
on otras.Por ejemplo, podemos de
ir que un ve
tor es \
hi
o" si lo son todas sus 
omponentes y tomarenton
es 
omo medida de x la siguiente, llamada \norma in�nito",kxk1 = max1�i�n jxijOtra ele

i�on natural es la \norma uno",kxk1 = jx1j+ � � �+ jxnjo m�as en general la \norma p", kxkp = (jx1jp + � � �+ jxnjp) 1p
on 1 � p <1.Todas estas formas de medir resultan equivalentes en el sentido de que, si x es \
hi
o" en unade las normas enton
es lo es en 
ualquier otra, puesto que una norma es mayor que la otra salvouna 
onstante que depende s�olo de n. Por ejemplo, utilizando la desigualdad de S
hwartz seobtiene kxk1 � pnkxk2y por otra parte, es f�a
il ver que,
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kxk2 � kxk1Tambi�en se veri�
a f�a
ilmente que kxk1 � kxk1 � nkxk1M�as en general, de
imos que una norma en IRn es una manera de asignar a 
ada x un n�umero kxkde tal forma que se veri�quen las siguientes propiedades, an�alogas a las que 
umple la longitudusual,1) kxk � 0 8x 2 IRn2) kxk = 0 si y s�olo si x = 0.3) k�xk = j�jkxk 8� 2 IR, 8x 2 IRn4) kx+ yk � kxk+ kyk 8x 2 IRn, 8y 2 IRn (desigualdad triangular)Una vez que sabemos 
�omo medir ve
tores podemos hablar tambi�en de la distan
ia entre dosve
tores x e y la 
ual est�a dada por kx� yk. En parti
ular, esto permite hablar de 
onvergen
iade su
esiones: xn ! x si kx� xnk ! 0.Tanto para medir el error 
omo para analizar la 
onvergen
ia de una su
esi�on elegiremos lanorma que nos resulte m�as 
onveniente en 
ada 
aso. Esto est�a justi�
ado por el he
ho deque todas las normas son equivalentes: 
onvergen
ia en una de ellas impli
a 
onvergen
ia en
ualquier otra. M�as a�un, se tiene el siguiente resultado.Teorema 2.1. Dadas dos normas en IRn, k k y k k0, existen 
onstantes C1 y C2 que dependens�olo de n y de las normas 
onsideradas (en parti
ular, son independientes de x) tales queC1kxk � kxk0 � C2kxk 8x 2 IRnDemostra
i�on. Basta ver que una norma 
ualquiera k k es equivalente a la norma eu
l��dea usual,k k2. Sea feig la base 
an�oni
a de IRn y de�namos la 
onstante C = (Pni=1 keik2)1=2, la 
ualdepende s�olo de n y de k k. Utilizando las propiedades de la norma y la desigualdad de S
hwartzobtenemos kxk = k nXi=1 xieik � nXi=1 jxijkeik � ( nXi=1 jxij2)1=2( nXi=1 keik2)1=2 = Ckxk2 (2.1)Queremos ver ahora que existe una 
onstante K tal quekxk2 � Kkxk 8x 2 IRn (2.2)



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 17Supongamos que una tal K no existe y veamos que se llega a una 
ontradi

i�on. En efe
to, si(2.2) no se 
umple para ning�un K tenemos, en parti
ular, que dado m 2 IN, existe ym 2 IRn talque kymk2 � mkymky llamando xm = ym=kymk2 obtenemos kxmk2 = 1 ykxmk � 1m (2.3)pero, toda su
esi�on a
otada en la norma eu
l��dea tiene una subsu
esi�on 
onvergente. Enton
esexiste una subsu
esi�on de (xm), (x0m) tal quekx0m � xk2 ! 0para 
ierto x 2 IRn. Pero enton
es por (2.1), tambi�en vale quekx0m � xk ! 0Por otra parte, por (2.3) tenemos que kx0mk ! 0 y en 
onse
uen
ia, por uni
idad del l��mite,resulta x = 0. Pero observemos �nalmente que, por la desigualdad triangular,���kx0mk2 � kxk2��� � kx0m � xk2y enton
es se llega a la 
ontradi

i�on 1 = kx0mk2 ! kxk2 = 0, �nalizando la demostra
i�on.Ahora s��, estamos en 
ondi
iones de abordar el problema de 
�omo afe
ta el error en los datos ala solu
i�on de un sistema lineal 
uya matriz A es inversible. Si se reemplaza el dato b por b+�b,la solu
i�on x del sistema ser�a modi�
ada de tal forma que tendremosA(x+�x) = (b+�b)o equivalentemente, A�x = �by nos preguntamos que rela
i�on hay entrek�xkkxk y k�bkkbkVeamos primero el siguiente ejemplo simple,� 4:1 2:89:7 6:6 �� x1x2 � = � 4:19:7 �La solu
i�on es
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x = � 10 �Observemos que kbk1 = 13:8 kxk1 = 1Si modi�
amos b poniendo b0 = b+�b = � 4:119:70 �enton
es la solu
i�on es x0 = x+�x = � 0:340:97 �y se obtiene en 
onse
uen
ia k�bk1 = 0:01 k�xk1 = 1:63
on lo que el error relativo se ampli�
�o mu
ho, en efe
to,k�bk1kbk1 = 0:7246 � 10�3mientras que k�xk1kxk1 = 1:63Nuestro objetivo es tratar de entender a qu�e se debe este 
omportamiento y poder prede
ir,dada una matriz A, 
u�al ser�a el fa
tor de ampli�
a
i�on del error relativo o, al menos, dar una
ota de �este en t�erminos de A.Anali
emos primero el 
aso de una matriz diagonal.� �1 00 �2 �� x1x2 � = � b1b2 �La solu
i�on es (si �1; �2 6= 0) x1 = b1�1 x2 = b2�2Por ejemplo, si A = � 1000 00 1100 �enton
es,
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x1 = b11000 x2 = 100b2Si ponemos b0 = b+�b 
on �b = � 0�b2 � b = � b10 �enton
es, x1 = b11000 �x2 = 100�b2obteni�endose 105 k�bk2kbk2 = k�xk2kxk2es de
ir que el error relativo se multipli
�o por 105.Si en 
ambio elegimos �b = � �b10 � b = � 0b2 �tenemos enton
es, �x1 = 11000�b1 x2 = 100b2y en 
onse
uen
ia, 1105 k�bk2kbk2 = k�xk2kxk2o sea que en este 
aso el error relativo se redujo en un fa
tor 105. En general, para una matrizdiagonal A = � �1 00 �2 �
on j�1j > j�2j, el error relativo puede multipli
arse porj�1jj�2jen el peor de los 
asos y por



20 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOj�2jj�1jen el mejor de los 
asos.En general, el error tendr�a 
omponentes en 
ualquier dire

i�on por lo que es de esperar que sij�1jj�2j es grande los errores relativos se ampli�quen.El mismo an�alisis puede ha
erse en IRn. Si A es una matriz diagonalA = 0� �1 � � � 0� � �0 � � � �N 1Ael error relativo se puede ampli�
ar, a lo sumo, por un fa
torj�maxjj�minjsiendo �max y �min los de m�aximo y m��nimo valor absoluto entre los �j (observemos que �min 6= 0pues estamos suponiendo que A es inversible). Este 
o
iente se llama n�umero de 
ondi
i�on o de
ondi
ionamiento de A en la norma k k2 y lo denotaremos Cond2(A).Ahora veamos 
�omo de�nir el n�umero de 
ondi
i�on para una matriz A arbitraria. Comen
emospor el 
aso en que A sea sim�etri
a, es de
ir aij = aji. En este 
aso A se puede diagonalizar,es de
ir, existe una base de autove
tores fv1; : : : ; vng. Adem�as, por ser A sim�etri
a podemos
onsiderar que la base es ortonormal. Enton
es, si Ax = b , A(x+�x) = b+�b yx = nXi=1 �ivi �x = nXi=1 �ivitenemos, kxk22 = nXi=1 �2i k�xk22 = nXi=1 �2iy adem�as, si llamamos �i al autovalor 
orrespondiente a vi,b = nXi=1 �i�ivi �b = nXi=1 �i�iviy en 
onse
uen
ia, kbk22 = nXi=1 �2i �2i k�bk22 = nXi=1 �2i �2iEnton
es, si �max y �min son los autovalores de m�aximo y m��nimo valor absoluto respe
tivamente,obtenemos



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 21k�xk22kxk22 = Pni=1 �2iPni=1 �2i � 1=j�minj21=j�maxj2 k�bk22kbk22o sea k�xk2kxk2 � j�maxjj�minj k�bk2kbk2es de
ir que el n�umero Cond2(A) = j�maxjj�minj es una 
ota para el fa
tor de ampli�
a
i�on del errorrelativo. M�as a�un, esta 
ota es la mejor posible pues la desigualdad se 
onvierte en una igualdadpara 
ierta ele

i�on de b y �b (b en la dire

i�on 
orrespondiente al m�aximo autovalor y �b enla 
orrespondiente al m��nimo).Para generalizar el n�umero de 
ondi
i�on a 
ualquier matriz observemos que, en el 
aso de unasim�etri
a, la dire

i�on 
orrespondiente al autovalor de m�aximo valor absoluto nos da la dire

i�onde \m�axima expansi�on", es de
ir, si miramos el 
o
iente entre la longitud de Ax y la de xkAxk2kxk2�este ser�a m�aximo entre todos los x 
uando x est�a en la dire

i�on 
orrespondiente a �max. Enefe
to, si es
ribimos x en la base de autove
tores fv1; : : : ; vngx = nXi=1 �ivienton
es, Ax = nXi=1 �i�iviy de a
�a resulta que kAxk2 � j�maxjkxk2y tomando x = vj 
on �j = �max se ve que se veri�
a la igualdad.An�alogamente, la dire

i�on de \m��nima expansi�on" 
orresponde a la aso
iada a �min, la 
ual
orresponde tambi�en a la de \m�axima expansi�on" de la inversa de A.El an�alisis realizado para matri
es sim�etri
as nos muestra que el fa
tor de ampli�
a
i�on del errorrelativo est�a rela
ionado 
on los m�aximos fa
tores de expansi�on de A y de su inversa. Teniendoen 
uenta esto, de�nimos para una matriz arbitraria A 2 IRn�n y una norma de ve
tores k k
ualquiera, la norma matri
ial aso
iada 
omo
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kAk = max06=x2IRn kAxkkxkEs de
ir, la norma de A nos da lo m�aximo que \agranda" el multipli
ar por A medido en lanorma de ve
tores dada. Es f�a
il ver quekAk = maxkxk=1 kAxky en parti
ular, esto muestra que el m�aximo existe, o sea que la norma esta bien de�nida (kAxkes una fun
i�on 
ontinua de x y por lo tanto, al
anza su m�aximo en el 
onjunto de ve
tores denorma igual a uno pues �este es 
errado y a
otado).De la de�ni
i�on se desprende la siguiente desigualdad que usaremos fre
uentemente,kAxk � kAkkxk 8x 2 IRnvaliendo la igualdad para alg�un x. Tambi�en es f�a
il ver quekABk � kAkkBk 8A 2 IRn�n ;8B 2 IRn�n (2.4)Por otra parte puede veri�
arse que kAk es la menor entre todas las 
onstantes C para las 
ualesvale la desigualdad kAxk � Ckxk 8x 2 IRnsiendo �esta otra forma usual de de�nir la norma matri
ial.Como ejemplo tenemos que, por lo visto antes, si A es sim�etri
a enton
eskAk2 = j�maxjdonde el sub��ndi
e 2 nos indi
a 
�ual es la norma de ve
tores 
orrespondiente.An�alogamente tenemos que para A inversible y sim�etri
akA�1k2 = 1j�minjy por lo tanto, kAk2kA�1k2 = j�maxjj�minjEn general introdu
imos enton
es la siguiente



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 23Defini
i�on 2.2. Sea A 2 IRn�n una matriz inversible y sea k k una norma en IRn de�nimos eln�umero de 
ondi
i�on de A 
omo Cond(A) = kAkkA�1kEs 
laro que Cond(A) depende de la norma de ve
tores elegida.Es f�a
il ver que valen las siguientes propiedades,Cond(A) = Cond(A�1)y Cond(A) � 1 8A 2 IRn�nEn efe
to, la primera es obvia mientras que, para ver la segunda, utilizamos la propiedad (2.4)y obtenemos 1 = kIk = kAA�1k � kAkkA�1k = Cond(A)Podemos ahora probar el siguiente resultado fundamentalTeorema 2.3. Si A 2 IRn�n es inversible, b; �b 2 IRn, Ax = b y A(x+�x) = b+�b enton
es,k�xkkxk � Cond(A)k�bkkbk (2.5)valiendo la igualdad para alguna ele

i�on de b y �b.Adem�as, 1Cond(A) k�bkkbk � k�xkkxk (2.6)y nuevamente, vale la igualdad para 
iertos b y �b.Demostra
i�on. Se tiene que A(�x) = �by enton
es, k�xkkxk � kA�1kk�bkkxk = kA�1kk�bkkbk kbkkxk � kA�1kk�bkkbk kAkdonde para la �ultima desigualdad hemos usado que kbk = kAxk � kAkkxk. Por lo tanto (2.5)vale.



24 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOObservemos adem�as que si elegimos �b tal que k�xk = kA�1�bk = kA�1kk�bk, x tal quekAxk = kAkkxk (lo que siempre se puede por la de�ni
i�on de la norma matri
ial) y b = Axresulta la igualdad en (2.5).Ahora, para ver la desigualdad (2.6) observemos que �esta puede es
ribirse 
omok�bkkbk � Cond(A)k�xkkxkla 
ual, teniendo en 
uenta que Cond(A) = Cond(A�1), es exa
tamente la desigualdad (2.5)apli
ada a A�1 
on lo que el teorema est�a demostrado.Veamos ahora que el n�umero de 
ondi
i�on tambi�en tiene que ver 
on la propaga
i�on del errorque se 
ometa en los 
oe�
ientes del sistema. Como veremos m�as adelante, el teorema siguientees tambi�en de suma importan
ia en el an�alisis del error de redondeo en la elimina
i�on de Gauss.Teorema 2.4. Si A 2 IRn�n es inversible, E 2 IRn�n, b 2 IRn, Ax = b y (A+E)(x +�x) = benton
es, llamando ~x = x+�x tenemosk�xkk~xk � Cond(A)kEkkAk (2.7)y si Cond(A)kEkkAk � Æ < 1enton
es, k�xkkxk � 11� ÆCond(A)kEkkAk (2.8)Demostra
i�on. Tenemos Ax = b A~x = b�E~xy enton
es, �E~x = A�xpor lo que 
on
luimos quek�xk � kA�1kkEkk~xk � Cond(A)kEkkAkk~xklo que prueba (2.7).



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 25Ahora observemos que k~xkkxk = kx+�xkkxk � kxk+ k�xkkxk = 1 + k�xkkxklo 
ual, junto 
on la desigualdad anterior impli
a quek�xkkxk � Cond(A)kEkkAk �1 + k�xkkxk � � Cond(A)kEkkAk + Æk�xkkxklo que 
on
luye la demostra
i�on de (2.8).Veamos ahora 
�omo 
al
ular algunas normas matri
iales. Dada A 2 IRn�n se llama radioespe
tral de A a �(A) = j�maxjsiendo �max el de m�aximo valor absoluto entre todos los autovalores de A, in
luyendo los 
om-plejos.Ya vimos que si A es sim�etri
a enton
es, kAk2 = �(A)En general, para A 2 IRn�n arbitraria se tienekAk2 =q�(ATA)donde AT es la matriz traspuesta de A. En efe
to, 
omo ATA es sim�etri
a, existe una baseortonormal de autove
tores fvjg. Llamando �j a los autovalores 
orrespondientes tenemosATAvj = �jvj j = 1; : : : ; ny si x = Pni=1 �ivi enton
es, por la ortonormalidad de los vj resulta kxk22 = Pni=1 �2j y en
onse
uen
ia, teniendo en 
uenta que ATAx =Pni=1 �j�jvj, se tiene que para todo x 2 IRnkAxk22kxk22 = xTATAxkxk22 = Pni=1 �2j�jPni=1 �2j � �(ATA)es de
ir que kAk2 �q�(ATA)y tomando x = vj 
on �j = �max se ve que vale la igualdad.



26 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOEl 
�al
ulo de la norma 2 de una matriz involu
ra el 
�al
ulo de autovalores, el 
ual es un problema
ompli
ado. Sin embargo, otras normas son mu
ho m�as f�a
iles de 
al
ular. Por ejemplo, se tieneque kAk1 = max1�i�n nXj=1 jaij jPara ver esto observemos primero que, para todo x 2 IRn valekAxk1 = max1�i�n j NXj=1 aijxj j� kxk1 max1�i�n NXj=1 jaijjy enton
es, kAk1 � max1�i�n nXj=1 jaij jPara ver que vale la otra desigualdad, sea k tal que Pnj=1 jakjj es m�axima y tomemosx = 0BB� sg(ak1)sg(ak2)� � �sg(akn) 1CCAdonde sg(a) = 1 si a � 0 y sg(a) = �1 si a < 0. Enton
es,(Ax)k = nXj=1 jakj jy en parti
ular, kAxk1 �Pnj=1 jakjj y 
omo kxk1 = 1 obtenemoskAxk1kxk1 � nXj=1 jakjjy 
on
luimos que kAk1 � max1�i�n nXj=1 jaij jDe manera similar puede verse, aunque no lo haremos aqu��, que
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kAk1 = max1�j�n nXi=1 jaij jHemos visto que el n�umero Cond(A) nos da una medida de 
u�an mala es una matriz en 
uantoa la propaga
i�on de los errores relativos. Si este n�umero es grande se di
e que la matriz est�a\mal 
ondi
ionada".Si A es una matriz singular y, para 
ierto b, el sistema Ax = b tiene alguna solu
i�on, enton
estendr�a in�nitas y �estas formar�an una variedad lineal de IRn. Es de
ir que sin 
ambiar nadab se pueden obtener solu
iones tan distantes 
omo se quiera. En otras palabras, en este 
asotendr��amos �b = 0 mientras que �x ser��a arbitrariamente grande.En 
onse
uen
ia, es natural esperar que el n�umero Cond(A) nos de una medida de 
u�an 
er
aest�a A de ser singular. Esto es efe
tivamente as�� y lo formalizaremos en el pr�oximo teorema.Pero antes veamos algunos ejemplos. Sea " � 0 enton
es la matrizA = � 1 1 + "1� " 1 �est�a 
er
a de la matriz singular B = � 1 11 1 �y en este 
aso A�1 = "�2� 1 �1� "�1 + " 1 �enton
es, kAk1 = 2 + " kA�1k1 = (2 + ")"�2y en 
onse
uen
ia, Cond1(A) = �2 + "" �2 > 4"2Es importante re
al
ar que esta \distan
ia a las matri
es singulares" debe entenderse en formarelativa al tama~no de A. En este ejemplo tenemos no s�olo que kA�Bk1 es 
hi
a sino que lo esen rela
i�on 
on kAk1. En efe
to, kA�Bk1kAk1 = "2 + " < "2



28 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOEn parti
ular, estar \
er
a" de ser singular no tiene nada que ver 
on el tama~no del determinante.Para a
larar esto veamos algunos 
asos simples. Por ejemplo, si " � 0, la matrizA = � " 00 " �tiene determinante muy peque~no pero es una matriz buen��sima en 
uanto a la propaga
i�on deerrores relativos pues Cond(A) = 1.En 
ambio, A = � 1 00 1" �tiene determinante grande pero, en las normas 2, 1 o 1, Cond(A) = 1="Damos ahora el resultado que rela
iona el n�umero de 
ondi
i�on de una matriz 
on su distan
iarelativa a las matri
es singulares.Teorema 2.5. Dadas A 2 IRn�n inversible y una norma de ve
tores 
ualquiera se tiene1Cond(A) = infB singular kA�BkkAkDemostra
i�on. Sea B 2 IRn�n una matriz singular y tomemos x 6= 0 tal que Bx = 0. Enton
es,kxk = kA�1(A�B)xk � kA�1kkA�Bkkxky en 
onse
uen
ia, 1 � kA�1kkA �Bklo 
ual muestra que 1Cond(A) � kA�BkkAk 8B 2 IRn�n singular (2.9)Enton
es, para 
on
luir el teorema, falta ver que hay una B singular para la 
ual vale la igualdaden (2.9). Para esto, sean y tal que kA�1yk = kA�1kkyk y x tal que Ax = y. Como y puedetomarse 
on norma arbitraria, lo elegimos de tal forma que kyk = 1=kA�1k y en 
onse
uen
iakxk = 1.Sea ahora z un ve
tor tal que zTx = 1 (2.10)



1. EJERCICIOS 29y zTu � 1 8u 2 IRn tal que kuk = 1 (2.11)La existen
ia de un tal z es la parte m�as t�e
ni
a de la demostra
i�on y omitiremos la es
rituraformal. Sin embargo, observemos que es intuitivamente 
laro si analizamos el signi�
ado ge-om�etri
o: los u que veri�
an la e
ua
i�on zTu = 1 forman un hiperplano (es de
ir, una variedadlineal de dimensi�on n� 1). Por lo tanto, que haya un z veri�
ando (2.10) y (2.11) signi�
a quehay un hiperplano que pasa por x y que deja a la bola unitaria B1 = fu 2 IRn : kuk � 1g de unlado. La existen
ia de tal hiperplano es 
lara si se tiene en 
uenta que, para toda norma, B1 esun 
onjunto 
onvexo y que x est�a en el borde de �este. Observemos tambi�en que, en el 
aso dela norma k k2, se tiene que z = x.De�namos ahora B = A� yzT y veamos que esta matriz es singular y 
umple 
on la igualdadque quer��amos. En efe
to, Bx = Ax� yzTx = y � y = 0y por lo tanto, B es singular.Por otra parte, kA � Bk = kyzT k, pero por (2.11) tenemos que jzTuj � 1 para todo u tal quekuk = 1 puesto que, si zTu < 0 enton
es, jzTuj = �zTu = zT (�u) � 1 ya que k � uk = 1.Enton
es, kyzTuk = kykjzTuj � 1kA�1k 8u 2 IRn tal que kuk = 1y por lo tanto, kA�Bk � 1kA�1klo que 
on
luye la demostra
i�on. 1. Ejer
i
ios(1) Cal
ular la norma 2 de la matriz A = � 3 04 5 � :(2) Se quiere estimar la norma 2 de una matriz A 2 IR3�3 
omo el m�aximo del valorkAxk2=kxk2 entre varios ve
tores x 2 IR3 no nulos generados al azar. Ha
er un progra-ma que pida el ingreso de una matriz A y luego� genere los primeros 100 t�erminos de la siguiente su
esi�on:s1 = 0; sk+1 = maxnsk; kAxkk2kxkk2 odonde los xk 2 IR3 son ve
tores no nulos generados al azar 
uyas 
oordenadasest�en el intervalo [�1; 1℄.



30 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO� gra�que la su
esi�on 
al
ulada, junto 
on el valor exa
to de la norma de la matriz.Re
ordar que tanto la norma de un ve
tor 
omo de una matriz se 
al
ulan en Matlab
on el 
omando norm. Tener en 
uenta que los ve
tores generados al azar (
omandorand) tienen 
oordenadas en el intervalo [0; 1℄. Chequear, adem�as, que estos ve
toresgenerados resulten no nulos.(3) Sea A =0� 3 0 00 54 340 34 54 1A. Cal
ular 
ond2(A) y 
ond1(A).(4) Probar que si A 2 IRn�n es una matriz inversible y k k es una norma matri
ial, la
ondi
i�on de A veri�
a la desigualdad:1
ond(A) � inf �kA�BkkAk : B es singular�Nota: M�as a�un, vale la igualdad, pero la otra desigualdad es un po
o m�as 
ompli-
ada de probar. De di
ha igualdad se puede 
on
luir que 
ond(A) mide la distan
iarelativa de A a la matriz singular m�as pr�oxima.(5) (a) Mostrar que 
ond1(A)!1 
uando "! 0 para(i) A = 0� 1 1 11 " "21 0 0 1A ; (ii) B = 0� 1 0 1 + "2 3 41� " 0 1 1A :(b) Con
luir que la 
ondi
i�on de las matri
es A y B del ��tem anterior tienden a in�nito,
ualquiera sea la norma 
onsiderada.(6) Sea A la matriz del ejer
i
io 3. Se quiere resolver el sistema Ax = b para un valorde b 6= 0 que se 
ono
e 
on una pre
isi�on mayor que 10�3; es de
ir, se 
ono
e el valor
onjunto de b+�b y se sabe que el error relativo k�bk2kbk2 < 10�3.(a) Estimar el error relativo de la solu
i�on hallada ~x = x+�x.(b) En
uentre un ejemplo para b y �b 6= 0 de modo que k�xk2kxk2 sea exa
tamente
ond2(A)k�bk2kbk2 .(7) Sea x la solu
i�on exa
ta al sistema Ax = b y ~x la solu
i�on obtenida num�eri
amente. Sellama \ve
tor residual" a r := b�A~x. Si e = x� ~x se tiene Ae = r. Mostrar que:1
ond(A) krkkbk � kekkxk � 
ond(A)krkkbk :Con
luir que para una matriz mal 
ondi
ionada los m�etodos num�eri
os no aseguranbuena aproxima
i�on.(8) Para 
ada n 2 IN, se de�nen An = � 1 22 4 + 1n2 �, bn = (1; 2� 1n2 ) y se quiere resolverel sistema Anx = bn. Utilizando 
ierto m�etodo num�eri
o se obtiene 
omo resultado elve
tor (1; 0).(a) Cal
ular el ve
tor residual produ
ido por esta solu
i�on tentativa. >Puede de
irseque para n grande la solu
i�on es razonablemente 
on�able?(b) Resolver Anx = bn en forma exa
ta, 
al
ular 
ond1(An) y veri�
ar la 
ota de errordel ejer
i
io 7.



1. EJERCICIOS 31(9) Sea Dn la matriz diagonal de n� n 
on elementos diagonales iguales a 1/10. Cal
ularel determinante de Dn y ver que det(Dn)! 0 si n!1. >Dn est�a mal 
ondi
ionada?(10) (a) Es
ribir un programa en Matlab que resuelva un sistema Ax = b, A 2 IRn�nusando elimina
i�on gaussiana sin pivoteo.(b) Adaptar el programa del ��tem anterior para que 
al
ule la matriz A�1.(11) Para 
ada n 2 IN, se quiere 
al
ular la solu
i�on del sistema lineal:10�nx+ 2y = 8x+ y = 2utilizando elimina
i�on gaussiana sin pivoteo, 
on aritm�eti
a de punto 
otante de 3d��gitos y sistema de redondeo.(a) Para n = 2 y n = 3, analizar si el resultado di�ere signi�
ativamente de la solu
i�onreal.(b) Para n = 3, repetir el m�etodo de elimina
i�on gaussiana eligiendo el pivote m�as
onveniente.
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(12) Obtener la des
omposi
i�on LU de la matriz 0BB� 2 4 �1 04 10 �1 �16 10 �7 10 2 1 �2 1CCA de las siguientes dosmaneras:(a) mediante el algoritmo de elimina
i�on gaussiana,(b) despejando los 
oe�
ientes de L y U en forma ordenada.(13) Sea A 2 IRn�n una matriz que admite des
omposi
i�on LU .(a) Estimar 
u�antas opera
iones se ne
esitan para 
al
ular esta des
omposi
i�on de A,despejando los 
oe�
ientes de L y U .(b) Se quiere 
al
ular el determinante de A. Para n � 2, mostrar que si esto se ha
emediante el desarrollo su
esivo por alguna �la o 
olumna, enton
es se requierenm�as de n! opera
iones. Estimar 
u�antas opera
iones se ne
esitan para 
al
ularlosi se utiliza la des
omposi
i�on LU .(14) Demostrar que si todos los menores prin
ipales de una matriz A 2 IRn�n son no singu-lares, enton
es �esta admite des
omposi
i�on LU .(15) Probar que la matriz no singular:0� 0 0 11 0 00 1 0 1Ano tiene una des
omposi
i�on LU , mientras que la matriz singular A� I s�� la tiene. Darla matriz de permuta
iones P tal que PA tenga una fa
toriza
i�on LU .(16) Considerar el algoritmo de elimina
i�on gaussiana sin pivoteo apli
ado a un sistemaAx = b donde A 2 IRn�n es una matriz tridiagonal. Demostrar que si A es adem�asestri
tamente diagonal dominante, enton
es durante la eje
u
i�on del algoritmo no seen
uentra ning�un pivote nulo. (Ayuda: demostrar que si A es estri
tamente diagonaldominante, enton
es luego de ha
er 
ada etapa de la elimina
i�on la matriz resultantetambi�en lo es.)(17) Sea A 2 IRn�n una matriz tridiagonal tal que en el pro
eso de elimina
i�on gaussianano se en
uentra ning�un pivote nulo. Demostrar que A admite des
omposi
i�on LU 
onL y U tambi�en tridiagonales.(18) Adaptar el programa del ejer
i
io 10 para que resuelva un sistema de e
ua
iones Ax = b,donde A 2 IRn�n es una matriz tridiagonal. Utilizar el 
omando 
ops de Matlab para
ono
er la 
antidad de opera
iones efe
tuadas y 
omparar 
on las que se requieren alresolver el mismo sistema utilizando los 
omandos inv y n, que no est�an espe
ialmentepensados para matri
es tridiagonales.



1. EJERCICIOS 33(19) La n-�esima matriz de Hilbert Hn 2 IRn�n; se de�ne de la siguiente manera(Hn)i;j = 1i+ j � 1 :Estas matri
es son un ejemplo de matri
es mal 
ondi
ionadas y por tal motivo se lasutiliza habitualmente para testear rutinas num�eri
as.(a) Demostrar que 
ond1(Hn) � n2.(b) Utilizar su programa del ejer
i
io 10 para 
al
ular la inversa de la matriz de HilbertH9. Veri�
ar su resultado 
al
ulando los produ
tos H9H�19 y H�19 H9. Comparar
on el resultado obtenido mediante el 
omando inv.Nota: En realidad, 
ond1(Hn) es mu
ho mayor que n2. Estas matri
es puedenobtenerse en Matlab mediante el 
omando hilb(n) y su 
ondi
i�on in�nito puede 
al
u-larse 
on el 
omando 
ond.(20) Considerar el sistema de e
ua
iones lineales Ax = b, 
on
A =

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 1 0 0 0 0 0 0 0 03 0 1 0 0 0 0 0 0 04 0 0 1 0 0 0 0 0 05 0 0 0 1 0 0 0 0 06 0 0 0 0 1 0 0 0 07 0 0 0 0 0 1 0 0 08 0 0 0 0 0 0 1 0 09 0 0 0 0 0 0 0 1 010 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCA :
Utilizando el 
omando lu de Matlab, veri�
ar que la elimina
i�on gaussiana puede 
rearelementos no nulos en lugares donde ini
ialmente hab��a 
eros (es de
ir, se produ
e unamatriz densa a pesar de partir de una matriz rala). En mu
has apli
a
iones, uno deberesolver un sistema de e
ua
iones lineales del orden de 104 � 104 donde hay a lo sumo5 elementos no nulos por �la. Es de
ir, hay a lo sumo 5� 104 elementos no nulos en lamatriz, 
ifra bastante inferior a la 
antidad total de elementos. Cal
ular qu�e 
antidadde bytes (2 bytes por elemento) o
upar��a una matriz densa de esas dimensiones. Estetipo de situa
i�on motiva el estudio de m�etodos de resolu
i�on de sistemas 
on matri
esralas que no involu
ren un llenado ex
esivo.(21) Utilizar el Teorema de Cholesky para demostrar que las siguientes propiedades de unamatriz son equivalentes:� A es sim�etri
a y de�nida positiva� hay un 
onjunto de ve
tores linealmente independientes x1; x2; � � � ; xn de IRn, talesque aij = (xi)txj.(22) Considerar la matriz 0� 4 2 �22 5 5�2 5 11 1A :Mostrar que es de�nida positiva y 
al
ular su des
omposi
i�on de Cholesky.(23) Estimar 
u�antas opera
iones se requieren para hallar la des
omposi
i�on de Cholesky deuna matriz sim�etri
a y de�nida positiva A 2 IRn�n.





CAP��TULO 3Resolu
i�on de sistemas linealesEl objetivo de este 
ap��tulo es estudiar diferentes formas de resolver un sistema lineal de ne
ua
iones 
on n in
�ognitas. Para dar solu
i�on a este problema se pueden emplear dos grandessub
lases de m�etodos; los dire
tos y los iterados. Dentro de los m�etodos de 
�al
ulo dire
to se en-
uentran el de triangula
i�on de Gauss, el de des
omposi
i�on LU y el m�etodo de Cholesky. Entrelos m�etodos iterativos m�as usuales en
ontramos el de Ja
obi, Gauss-Seidel y el de relaja
i�on.1. M�etodos dire
tos1.1. Triangula
i�on de Gauss y des
omposi
i�on LU. El pro
eso de triangula
i�on deGauss puede verse 
omo el resultado que se obtiene de multipli
ar por matri
es de la siguienteforma,Primer paso: Multipli
ar por
L1 = 0BBB� 1 0 � � � 0m21 1 � � � 0... . . . ...mN1 0 � � � 1 1CCCA
on mi1 = � ai1a11Enton
es L1A tendr�a la formaL1A = 0BBB� a11 a12 � � � a1N0 a122 � � � a12N... . . . ...0 a1N2 � � � a1NN 1CCCASegundo paso: Multipli
ar por



36 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALES
L2 = 0BBBBB� 1 0 � � � 00 1 � � � 00 m32 � � � 0... . . . ...0 mN2 � � � 1

1CCCCCAy nos queda L2L1A =0BBB� a11 a12 � � � a1N0 a222 � � � a22N... . . . ...0 0 � � � a2NN 1CCCAAs�� su
esivamente hasta llegar a una matriz triangular superiorLN�1LN�2 � � �L2L1A = U = 0BBB� u11 u12 � � � u1N0 u22 � � � u2N... . . . ...0 0 � � � uNN 1CCCA :Es f�a
il ver que la inversa de L1 viene dada por(L1)�1 = 0BBB� 1 0 � � � 0�m21 1 � � � 0... . . . ...�mN1 0 � � � 1 1CCCAy, en general, L�1j es 
omo Lj pero 
ambiando los signos de los mji.Enton
es podemos es
ribir A 
omo sigue,A = L�11 L�12 � � �L�1N�1U;adem�as, observemos que la matriz L = L�11 L�12 � � �L�1N�1 es de la formaL = L�11 L�12 � � �L�1N�1 = 0BBB� 1 0 � � � 0�m21 1 � � � 0... . . . ...�mN1 �mN2 � � � 1 1CCCAAs�� hemos demostrado el siguiente teorema,



1. M�ETODOS DIRECTOS 37Teorema 3.1. Si no ha
e falta inter
ambiar �las en la elimina
i�on de Gauss se obtieneA = LUdonde U es triangular superior y L es triangular inferior 
on 1 en la diagonal.Adem�as tenemos el siguiente 
orolario.Corolario 3.2. det(A) = det(U):En el 
aso general, si ha
e falta 
ambiar �las, se tienePA = LU
on P una matriz de permuta
iones.1.2. Des
omposi
i�on de Cholesky. En el 
aso en que A 2 IRN�N es de�nida positiva ysim�etri
a una des
omposi
i�on L�U (
on U = LT ) puede obtenerse m�as e�
ientemente medianteel m�etodo de Cholesky.Defini
i�on 3.3. A 2 IRN�N se di
e de�nida positiva sihx;Axi > 0 8x 6= 0Observemos que si A = LLT 
on L una matriz inversible, enton
es(1) A es sim�etri
a.(2) A es de�nida positiva pues hx;Axi = kLTxk22 > 0; 8x 6= 0:En 
onse
uen
ia, para que A pueda es
ribirse 
omo LLT 
on L inversible es ne
esario que A seasim�etri
a y de�nida positiva.Ahora, para lograr una des
omposi
i�on de la forma LLT , anali
emos primero el 
aso simple,A 2 IR3�3. Planteamos A = LLT y nos quedaA = 0� l11 0 0l21 l22 0l31 l32 l33 1A0� l11 l21 l310 l22 l320 0 l33 1AEnton
es, despejando los 
oe�
ientes, se obtienea11 = l211 l11 = pa11a12 = l11l21 l21 = a12l11et
.



38 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESAhora veamos algunas propiedades que nos ser�an muy �utiles. En el 
aso general en que A 2IRN�N sea sim�etri
a (i.e. A = AT ) y de�nida positiva se tienen las siguientes propiedades,(1) aii > 0 para 
ualquier i = 1; : : : ; N , pues0 < hei; Aeii = aii(2) Los menores prin
ipales sj son positivos (este es un resultado 
ono
ido de �AlgebraLineal).Ahora observamos que lo que hi
imos en 3� 3 se puede ha
er en N �N , es de
ir,A = LLTsi y s�olo si aik = kXj=1 lijlkj:Es de
ir, aik = k�1Xj=1 lijlkj + liklkk:Enton
es, despejando, lik = �aik �Pk�1j=1 lijlkj�lkk i > k:Adem�as akk = kXj=1 l2kj = k�1Xj=1 l2kj + l2kky enton
es lkk =vuuut0�akk � k�1Xj=1 l2kj1AObtenemos, de esta manera, una forma re
ursiva para el 
�al
ulo de los elementos lij.



1. M�ETODOS DIRECTOS 39Para k = 1; 2; : : : ; N ha
emos8>>>>><>>>>>: l11 ! l21 � � � lN1l22 ! l32 � � � lN2... ...lN�1N�1 ! lNN�1lNNPara que el algoritmo de Cholesky est�e bien de�nido ne
esitamos ver que el argumento de lara��z 
uadrada involu
rada en el 
�al
ulo de lkk sea positivo; es de
ir,akk � k�1Xj=1 l2kj > 0:Veamos que esto es una 
onse
uen
ia de ser A de�nida positiva. Lo ha
emos por indu

i�on.El a11 es positivo, enton
es existe l11 positivo tal que l211 = a11. Supongamos que llegamos hastael paso k, es de
ir l11; l22; : : : ; lk�1k�1son todos n�umeros reales positivos y supongamos queakk � k�1Xj=1 l2kj � 0:Enton
es lkk =vuuut0�akk � k�1Xj=1 l2kj1A = 0 �o es un n�umero en C:Pero si llamamos Ak al menor prin
ipal de A y Lk al menor prin
ipal de L, las matri
es que seobtienen son de tama~no k � kAk = 0B� a11 � � � a1k... . . . ...ak1 � � � akk 1CA y Lk = 0B� l11 � � � l1k... . . . ...lk1 � � � lkk 1CAy resulta f�a
il ver que Ak = LkLTk :Enton
es 0 < det(Ak) = (det(Lk))2 = l211 � � � l2k�1k�1l2kk;
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omo los primeros fa
tores son positivos el �ultimo, l2kk debe tambi�en ser positivo, absurdo.Para terminar, hagamos las siguientes observa
iones, el algoritmo de Cholesky es m�as 
onve-niente que el de Gauss (L� U) porque,(1) El n�umero de opera
iones es O(N3=6) (en lugar de O(N3=3)).(2) Es estable, sin ne
esidad de \pivoteo". Los lij no 
re
en respe
to de A puesakk = kXj=1 l2kjimpli
a que jlkj j � pakk2. M�etodos iterativosEstos m�etodos 
onvienen en general para matri
es ralas (i.e. 
on mu
hos 
eros). Este tipo dematri
es apare
en, por ejemplo, 
uando se dis
retizan e
ua
iones diferen
iales.Como antes el objetivo es resolver Ax = b
on A una matriz inversible.Los m�etodos iterativos generan una su
esi�onx0 ! x1 ! x2 ! � � �donde xk+1 se 
al
ula a partir de xk.2.1. M�etodo de Ja
obi. Empe
emos 
on un ejemplo para ver 
�omo fun
iona el m�etodode Ja
obi, � 4x1 + x2 = 5x1 + 4x2 = 5La solu
i�on es x = � 11 �y llamaremos b = � 55 �El m�etodo de Ja
obi 
al
ula xk+1 a partir de xk de la siguiente forma



2. M�ETODOS ITERATIVOS 41� 4xk+11 = 5� xk24xk+12 = 5� xk1Es de
ir xk+1 = � 0 �14�14 0 �xk + b4 :Enton
es si empezamos 
on x0 = (0; 0), tenemosx0 = 0� 00 1A! x1 = 0� 5454 1A! x2 = 0� 15161516 1A! � � �Convergen
ia y estima
i�on del errorEn forma matri
ial la itera
i�on de Ja
obi se es
ribe 
omoxk+1 = Bxk + 
:Por otro lado la solu
i�on exa
ta, x, 
umple quex = Bx+ 
;enton
es el error ek = xk � x veri�
a ek+1 = Beky enton
es, iterando esta �ultima igualdad,ek = Bke0:En nuestro ejemplo observamos que kBk1 = 14y enton
es kBkk1 � kBkk1 � (14)k ! 0 k !1:De esto 
on
luimos que kekk1 � �14�k ke0k1 ! 0es de
ir la itera
i�on 
onverge 
ualquiera sea el dato ini
ial x0.Por supuesto, esto no es 
ierto en general. La 
onvergen
ia depende de 
�omo sea la matriz B.Si kBk < 1 para alguna norma aso
iada a una norma de ve
tores enton
es el m�etodo 
onverger�a
ualquiera sea la 
ondi
i�on ini
ial y si no no.En el 
aso general, A 2 IRN�N supongamos aii 6= 0; 8i (si A es inversible esto se puede obtenerreordenando). Despejamos xi de la i��esima e
ua
i�on, para i = 1; : : : ; N tenemosxk+1i = �bi �Pi�1j=1 aijxkj �PNj=i+1 aijxkj�aii



42 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESResulta natural utilizar las 
omponentes ya 
al
uladas xk+11 ; : : : ; xk+1i�1 para 
al
ular la nuevaaproxima
i�on xk+1i , resultando el m�etodo de Gauss-Seidel.2.2. M�etodo de Gauss-Seidel. Para i = 1; : : : ; N ;xk+1i = �bi �Pi�1j=1 aijxk+1j �PNj=i+1 aijxkj�aiiEs
ritura matri
ial de la itera
i�on Es
ribimosA = D + L+ UA = 0B� a11 � � � 0. . .0 � � � aNN 1CA+0B� 0 � � � 0... . . . ...aN1 � � � 0 1CA+0B� 0 � � � a1N... . . . ...0 � � � 0 1CAEnton
es Ax = bsi y s�olo si Dx = �(L+ U)x+ bTanto el m�etodo de Ja
obi 
omo el de Gauss-Seidel pueden es
ribirse en la formaxk+1 = Bxk + 
:(1) Ja
obi xk+1 = �D�1(L+ U)xk +D�1b(2) Gauss-Seidel xk+1 = �(D + L)�1Uxk + (D + L)�1bSi es
ribimos ek = xk � x y usamos que la solu
i�on exa
ta x 
umplex = �D�1(L+ U)x+D�1by x = �(D + L)�1Ux+ (D + L)�1brespe
tivamente, tenemos ek+1 = �D�1(L+ U)ek = BJekek+1 = �(D + L)�1Uek = BGSekEn general, si la itera
i�on est�a dada por una matriz B, o sea,ek+1 = Bektenemos ek = Bke0



2. M�ETODOS ITERATIVOS 43Enton
es si queremos que ek ! 0 para todo dato ini
ial, es ne
esario que Bk ! 0. El siguienteobjetivo es dar una 
ara
teriza
i�on de las matri
es 
on esta propiedad.En el ejemplo dedujimos que Bk ! 0 del he
ho de que kBk < 1. Sin embargo kBk1 podr��a sergrande y Bk ! 0. Por ejemplo B = � 12 10000 12 �Observemos que kBk1 = 1000:5. Sin embargo Bk ! 0. En efe
to B = 12 � 1 20000 1 �.En general las matri
es de la forma C = � 1 a0 1 � veri�
an que Ck = � 1 ka0 1 �Enton
es Bk = (12)k � 1 k20000 1 �y se tiene que (Bk)ij ! 0, 8i; j y esto impli
a que Bk ! 0.Vale desta
ar que para que Bk ! 0 basta que exista alguna norma tal que kBk < 1.El segundo ejemplo trata el 
aso en que A es sim�etri
a. En este 
aso se puede diagonalizar, esde
ir, existe S tal que SAS�1 = 0B� �1 � � � 0. . .0 � � � �N 1CA
on �i los autovalores de A. En este 
asoAk = S�10B� �k1 � � � 0. . .0 � � � �kN 1CASy se tiene que Ak ! 0si y s�olo si maxi j�ij = �(A) < 1Esto es 
ierto en general, pero si A no es diagonalizable es m�as dif��
il de probar.En el 
aso en que A es sim�etri
a se tiene �(A) = kAk2enton
es, si �(A) < 1 se tiene que kAk2 < 1 y enton
es Ak ! 0.En general vale que, �(A) � kAk para 
ualquier norma



44 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESy aunque �(A) no es una norma, se tieneTeorema 3.4. �(A) = infk k kAkO sea 8" > 0 existe una norma tal que�(A) � kAk � �(A) + ":Demostra
i�on. Primero veamos que �(A) � kAk:Observamos que kAk en IR es igual a kAk en C (ejer
i
io).Sea x tal que Ax = �maxx x 6= 0enton
es j�maxjkxk = kAxk � kAkkxky as�� j�maxj = �(A) � kAkAhora veamos que dado " > 0 existe una norma 
onkAk � �(A) + ":Queremos de�nir kxk, para x 2 IRN . Re
ordemos la forma de Jordan de una matriz. En algunabase fvig, una matriz B se transforma en0B� J1 � � � 0. . .0 � � � Jr 1CAdonde los Ji son los "bloques de Jordan",Ji = 0BBB� �i 1 � � � 00 �i � � � 0. . .0 0 � � � �i 1CCCAEsta es la forma normal usual. Sin embargo, puede obtenerse una nueva base en la 
ual latransforma
i�on lineal toma la forma an�aloga pero 
on los~Ji = 0BBB� �i " � � � 00 �i � � � 0. . .0 0 � � � �i 1CCCA



2. M�ETODOS ITERATIVOS 45donde " es positivo y arbitrario. Esto se logra re-es
alando la base. Miremos, por ejemplo, elbloque 1, J1 = 0BBB� �1 1 � � � 00 �1 � � � 0. . .0 0 � � � �1 1CCCAen la base v1; : : : ; vm. Si T es la transforma
i�on lineal aso
iada a B tenemosTv1 = �1v1Tv2 = v1 + �1v2Tv3 = v2 + �1v3...Tvm = vm�1 + �1vmAhora de�namos ~v1 = v1, ~v2 = "v2, ~v3 = "2v3,. . . , ~vm = "m�1vm. Tenemos enton
esT ~v1 = �1~v1T ~v2 = "~v1 + �1~v2T ~v3 = "~v2 + �1~v3...T ~vm = "~vm�1 + �1~vmPor lo tanto en la base ~v1; : : : ; ~vm queda el bloque~J1 = 0BBB� �1 " � � � 00 �1 � � � 0. . .0 0 � � � �1 1CCCAHe
ho esto, de�namos la norma de la siguiente manera, dado x lo es
ribimos en la base ~vi,x =X�i~viy de�nimos kxk = max j�ijes de
ir la norma k k1 en esa base.Enton
es, es f�a
il ver que, kAk = �(A) + "pues kAk es el m�aximo de Pj jaij j si kAk es la norma aso
iada a kxk.Corolario 3.5. Bk ! 0 si y s�olo si �(B) < 1:



46 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESDemostra
i�on. Veamos primero la vuelta. Si �(B) < 1 por el teorema anterior existe una normatal que kBk < 1, enton
es kBkk � kBkk ! 0:Ahora para la ida, supongamos que �(B) � 1, enton
es existe z 2 CN , z 6= 0, tal queBz = �maxzy enton
es Bkz = �kmaxzEsto impli
a que kBkzk = �(B)kkzkno tiende a 
ero.Tomando parte real e imaginaria se ve que hay alg�un x 2 IRN tal que Bkx no tiende a 
ero.Ahora veamos otra forma de probar estos resultados.Teorema 3.6. Bk ! 0 si y s�olo si �(B) < 1Demostra
i�on. B es semejante a una matriz triangular (forma de Jordan), o sea, existe unamatriz C tal que CBC�1 = J
on J la forma de Jordan de B.Ahora dado " > 0 multipli
amos por la matriz diagonalD = 0BBB� "�1 0 � � � 00 "�2 � � � 0. . .0 0 � � � "�N 1CCCAy su inversa para obtenerDJD�1 = 0BBB� "�1 0 � � � 00 "�2 � � � 0. . .0 0 � � � "�N 1CCCAJ0BBB� " 0 � � � 00 "2 � � � 0. . .0 0 � � � "N 1CCCA = 0BBB� �1 " � � � 00 �2 � � � 0. . .0 0 � � � �k 1CCCAEn general la matriz J = (�ij) tiene 
oe�
ientes no nulos solo en la diagonal y en los lugares(i; i+ 1). Y al multipli
ar por D y D�1 quedan " y 0 en lugar de 1 y 0 en la forma de Jordan.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 47En 
on
lusi�on, queda DCBC�1D�1 = 0BBB� �1 " � � � 00 �2 � � � 0. . .0 0 � � � �k 1CCCA = APara simpli�
ar llamemos S = DC y nos quedaSBS�1 = AAhora observamos que kAk1 = �(B) + " pues kAk1 = maxjP jaij j:Pero, Bk = S�1AkS. Enton
es,kBkk1 � kS�1k1kAkk1kSk1= Cond(S)kAkk1 �� Cond(S)kAkk1� Cond(S)(�(B) + ")k ! 0si " es tal que �(B) + " < 1.Observemos que Cond(S) � 1"N�1 :Corolario 3.7. kBkk1=k ! �(B)Demostra
i�on. Basta probarlo para la norma k k1 pues todas las normas son equivalentes. Yavimos que 8", kBkk1 � Cond(S)(�(B) + ")k � C"N�1 (�(B) + ")kPor otro lado se ve f�a
il que �(B)k � �(Bk) � kBkk1Enton
es �(B)k � kBkk1 � C"N�1 (�(B) + ")k:Luego, �(B) � kBkk1=k1 � ( C"N�1 )1=k(�(B) + ")! (�(B) + ")O sea, 8" existe k a partir del 
ual�(B) � kBkk1=k1 � (�(B) + 2")es de
ir kBkk1=k1 ! �(B)Ahora observemos lo siguiente, para B sim�etri
a ya sab��amos que kBkk = �(B)k. En general estono es 
ierto pero, para k grande vale que kBkk � �(B)k. Esto da una manera de 
omparar dos



48 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESm�etodos iterativos (por ejemplo Ja
obi y Gauss-Seidel). Supongamos que el m�etodo i (i = 1; 2)tiene la matriz de itera
i�on Bi. Si �(B1) < �(B2)enton
es kBk1k < kBk2kpara k grande. O sea el m�etodo 1 es mejor asint�oti
amente (aunque para un n�umero dado deitera
iones podr��a ser mejor el 2).2.3. An�alisis de los m�etodos de Ja
obi y Gauss-Seidel.Defini
i�on 3.8. Una matriz A 2 IRN�N es estri
tamente diagonal dominante sijaiij >Xj 6=i jaij j 8iSi A es estri
tamente diagonal dominante enton
es tanto Ja
obi 
omo Gauss-Seidel 
onvergen.Teorema 3.9. Si A es estri
tamente diagonal dominante el m�etodo de Ja
obi 
onverge.Demostra
i�on. Re
ordemos queA = D + L+ U BJ = �D�1(L+ U)En este 
aso es f�a
il ver que kBJk1 < 1En efe
to, BJ = (bij) 
on bij = aijaii para i 6= j y bii = 0enton
es kBJk1 = maxi Xj 6=i jaijjjaiij < 1pues A es estri
tamente diagonal dominante.Teorema 3.10. Si A es estri
tamente diagonal dominante el m�etodo de Gauss-Seidel 
onverge.Demostra
i�on. Como antes re
ordemos queA = D + L+ U BGS = �(L+D)�1U:Hay que ver que �(B) < 1. Sea � un autovalor de B y x un autove
tor 
on kxk1 = 1. Enton
estenemos, �(L+D)�1Ux = �xy esto es equivalente a �Ux = �(L+D)x� NXj=i+1aijxj = � iXj=1 aijxj:



2. M�ETODOS ITERATIVOS 49O bien, �aiixi = �� iXj=1 aijxj � NXj=i+1 aijxjSea i tal que kxk1 = jxij � jxj j, enton
esj�jjaiij � j�j i�1Xj=1 jaijj+ NXj=i+1 jaij j:De esta forma obtuvimos j�j � PNj=i+1 jaijjjaiij �Pi�1j=1 jaij j < 1pues A es estri
tamente diagonal dominante.2.4. Matri
es sim�etri
as de�nidas positivas. Un 
aso importante es el de A sim�etri
ay de�nida positiva. En este 
aso veremos,(1) Ja
obi no es ne
esariamente 
onvergente.(2) Gauss-Seidel es 
onvergente.Empe
emos 
on un ejemplo. Sea a tal que 0 < a < 1 y tomemosA = 0� 1 a aa 1 aa a 1 1AEsta matriz A es sim�etri
a y de�nida positiva. Para ver que es de�nida positiva hay que verque los menores prin
ipales son positivos. A1 = (1)A2 = � 1 aa 1 � det(A) = 1� a2 > 0y adem�as det(A) = 1 + 2a3 � 3a2 = (a� 1)2(a+ 12) > 0 si a > �12Anali
emos el m�etodo de Ja
obi en este 
aso,BJ = �D�1(L+ U) = 0� 0 �a �a�a 0 �a�a �a 0 1A :Cal
ulemos los autovalores de B, el polinomio 
ara
ter��sti
o esp(�) = det0� � a aa � aa a � 1A = �3 + 2a3 � 3a2�:



50 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESObservemos que p(a) = 0 enton
es �1 = a y 
omo p0(a) = 0, �1 = a es una raiz doble de p.Dividiendo p por (�� a)2 se obtiene que la ter
er raiz es �3 = �2a. Enton
es si1 > a � 12se tiene que �(B) = 2a � 1y 
on esto no se puede asegurar que el m�etodo de Ja
obi 
onverja para 
ualquier dato ini
ial.Con
lusi�on: A sim�etri
a de�nida positiva no impli
a que el m�etodo de Ja
obi sea ne
esaria-mente 
onvergente.Observa
i�on 3.11. Tomando A = 0BBBB� 1 12 1212 1 1212 12 1
1CCCCAtenemos que �(BJ) = 1, 
on lo 
ual Ja
obi no 
onverge. Enton
es la 
ondi
i�on estri
ta esne
esaria en el teorema que muestra la 
onvergen
ia para A estri
tamente diagonal dominante.Observa
i�on 3.12. A = D + L+ LTPuede demostrarse que si D � (L+ LT ) es de�nida positiva, enton
es�(BJ ) < 1si y s�olo si A es de�nida positiva . En parti
ular, siA = D + L+ LT y ~A = D � (L+ LT )son de�nidas positivas, se tiene que �(BJ ) < 1o sea Ja
obi 
onverge para A y para ~A (la matriz ~BJ = �BJ , s�olo 
ambia de signo). Para unademostra
i�on de este he
ho ver Isaa
son-Keller (pag 72).Ejemplo 3.13. Para la matriz A = 0� 1 a aa 1 aa a 1 1A
on 12 � a < 1 se tiene ~A = 0� 1 �a �a�a 1 �a�a �a 1 1A :Y resulta que ~A no es de�nida positiva.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 51Ahora anali
emos qu�e pasa 
on el m�etodo de Gauss-Seidel en este mismo ejemplo.A = 0� 1 a aa 1 aa a 1 1Ay enton
es L+D = 0� 1 0 0a 1 0a a 1 1A y U = 0� 0 a a0 0 a0 0 0 1A :Cal
ulando obtenemos (L+D)�1 = 0� 1 0 0�a 1 0a2 � a �a 1 1A :Enton
es B = BGS = �(L+D)�1U esB = 0� 0 �a �a0 a2 a2 � a0 a2 � a3 2a2 � a3 1A :Veamos los autovalores de B,�I �B = 0� � a a0 �� a2 a� a20 �a2 + a3 �� 2a2 + a3 1A :Tenemos �1 = 0. Para simpli�
ar, ahora 
onsideremos el 
aso parti
ular a = 12 , para este valorde a se obtiene B = 0� 0 �12 �120 14 �140 18 38 1A :Y enton
es, 8B = 0� 0 �4 �40 2 �20 1 3 1A y �I � 8B = 0� � 4 40 �� 2 20 �1 �� 3 1A :Con lo 
ual, det(�I � 8B) = �((�� 2)(�� 3) + 2):Las ra��
es de (�� 2)(� � 3) + 2 son�2 = 5 +p�72 �3 = 5�p�72Como estos son los autovalores de 8B los autovalores de B son�1 = 0 �2 = 5 +p�716 �2 = 5�p�716 :Observemos que j�2j = j�3j = p3216 = p24 < 1:



52 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESEnton
es el m�etodo de Gauss-Seidel 
onverge.M�as adelante veremos que si A es sim�etri
a y de�nida positiva enton
es Gauss-Seidel 
onverge.En parti
ular este ejemplo nos da un 
aso donde el m�etodo de Gauss-Seidel 
onverge pero Ja
obino, o sea �(BGS) < 1 y �(BJ) � 1.Ahora veremos un ejemplo \al rev�es", es de
ir donde Ja
obi 
onverge pero Gauss-Seidel no.Ejemplo 3.14. (Collatz 1942, ver Varga, pag 74). SeaA = 0� 1 2 �21 1 12 2 1 1A :Para el m�etodo de Ja
obi nos quedaBJ = 0� 0 �2 2�1 0 �1�2 �2 0 1A�I �BJ = 0� � 2 �21 � 12 2 � 1Aenton
es p(�) = �3y los autovalores resultan ser �1 = �2 = �3 = 0Enton
es BJ es nilpotente, �(BJ ) = 0 y el m�etodo 
onverge en tres pasos.e3 = B3Je0 = 0Ahora anali
emos el m�etodo de Gauss-Seidel para este ejemplo.L+D =0� 1 0 01 1 02 2 1 1A ; �U = 0� 0 �2 20 0 �10 0 0 1A y (L+D)�1 = 0� 1 0 0�1 1 00 �2 1 1AEn 
onse
uen
ia, BGS = �(L+D)�1U =0� 0 �2 20 2 �30 0 2 1Ay �I �BGS = 0� � 2 �20 �� 2 30 0 �� 2 1ALos autovalores resultan ser �1 = 0 �2 = 2 �3 = 2enton
es �(BGS) = 2 y el m�etodo de Gauss-Seidel no 
onverge.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 53Con
luimos que en este ejemplo el m�etodo de Ja
obi 
onverge en tres pasos pero Gauss-Seidelno 
onverge (existen datos ini
iales para los 
uales no 
onverge).Modi�
ando trivialmente este ejemplo puede obtenerse un ejemplo en que ambos m�etodos 
on-vergen y se tiene �(BJ) < �(BGS) < 1. SeaA = 0� 5 2 �21 5 12 2 5 1Aque es estri
tamente diagonal dominante y enton
es Ja
obi y Gauss-Seidel ambos 
onvergen.Veamos un ejemplo m�as.Ejemplo 3.15. Este es un ejemplo para el 
ual ninguno de los dos m�etodos 
onverge.A = 0� 2 1 �1�2 2 �21 1 2 1A :Apli
ando Ja
obi resulta BJ = 0� 0 �12 121 0 1�12 �12 0 1A�I �BJ = 0� � 12 �12�1 � �112 12 � 1A
on lo 
ual, p(�) = �3 + 54�y los autovalores de BJ resultan�1 = 0 �2 = ip52 �3 = �ip52 :Enton
es, �(BJ ) = p52 > 1y en 
onse
uen
ia Ja
obi no 
onverge.Para Gauss-Seidel se tieneL+D = 0� 2 0 0�2 2 01 1 2 1A ; (L+D)�1 = 0BBBB� 12 0 012 12 0�12 �14 12
1CCCCA y



54 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALES�(L+D)�1U = 14 0� 0 �2 20 �2 60 2 �4 1Ade donde p(�) = �3 + 54�2 � 14� y 
al
ulando las ra��
es de p(�) obtenemos 
on aproxima
i�on losautovalores �1 = 0; �2 = 0:1514 y �3 = �1:6514 y por tanto�(BGS) = j�3j > 1y enton
es el m�etodo de Gauss-Seidel no 
onverge.Ejemplo 3.16. Caso IR2 En este 
aso es f�a
il analizar el m�etodo de Ja
obi y el de Gauss-Seidel.A = � a11 a12a21 a22 �enton
es BJ = �D�1(L+ U) = � 0 �a12a11�a21a22 0 �y BGS = �(D + L)�1U = � 0 �a12a110 a12a21a11a22 � :Enton
es, �(BJ) =s ja12a21jja11a22j�(BGS) = ja12a21jja11a22j :Es de
ir, �(BGS) = �(BJ )2:Como 
on
lusi�on en IR2 Ja
obi 
onverge si y s�olo si Gauss-Seidel 
onverge. Y si 
onvergen (osea � < 1) es mejor asint�oti
amente Gauss-Seidel, pues en este 
aso �(BGS) < �(BJ).Por ejemplo, si A es estri
tamente diagonal dominante, enton
es 
onvergen los dos m�etodos. Yesto en IR2 es de
ir ja12j < ja11j y ja21j < ja22j.Si A es sim�etri
a y de�nida positiva enton
es 
onvergen ambos m�etodos en IR2, puesa11 > 0 a12 = a21 detA = a11a22 � a212 > 0enton
es a11a22 > a212a212a11a22 = �(BGS) = �(BJ )2 < 1:El ejemplo anterior se generaliza para el m�etodo de Gauss-Seidel en IRN pero no para el m�etodode Ja
obi.Veamos ahora el �ultimo ejemplo de esta serie.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 55Ejemplo 3.17. Sea A 2 IR3 una matriz tridiagonal enton
es,�(BGS) = �(BJ)2Si ponemos A = 0� a11 a12 0a21 a22 a230 a32 a33 1A enton
es BJ = �D�1(L+ U) = 0� 0 �a12a11 0�a21a22 0 �a23a220 �a32a33 0 1Ay det(�I �BJ) = �3 � ��a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Y enton
es �(BJ) =s����a12a21a11a22 + a23a32a22a33 ����:Para el m�etodo de Gauss-Seidel se tieneL+D = 0� a11 0 0a21 a22 00 a32 a33 1A y U = 0� 0 a12 00 0 a230 0 0 1A :Enton
es
BGS = �(L+D)�1U = 0BBBB� 0 �a12a11 00 a12a21a11a22 �a23a220 �a12a21a32a11a22a33 a23a32a22a33

1CCCCA
det(�I �BGS) = �3 � �2�a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Y los autovalores resultan ser�1 = �2 = 0 �3 = �a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Enton
es, �(BGS) = ����a12a21a11a22 + a23a32a22a33 ���� = �(BJ)2Los autovalores de Ja
obi son los autovalores de BJ = �D�1(L+ U) y resultan ser las ra��
es �de det(�I +D�1(L+ U)) = det(D�1(�D + L+ U))= det(D�1) det(�D + L+ U)y 
omo por hip�otesis det(D�1) 6= 0 (asumimos aii 6= 0), � son las ra��
es dedet(�D + L+ U):



56 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESAn�alogamente, los autovalores � de BGS = �(L+D)�1U son las ra��
es dedet(�I + (L+D)�1U) = det((L+D)�1(�(L+D) + U))= det((L+D)�1) det(�(L+D) + U)y 
omo det((L+D)�1) 6= 0, � son las ra��
es dedet(�(L+D) + U):Lema 3.18. Sea A 2 IRN�N tridiagonal enton
es, para todo � 6= 0 se tiene quedet(D + L+ U) = det(D + �L+ ��1U)Demostra
i�on. Basta ver que las matri
es A = D + L + U y D + �L + ��1U son semejantes.Pongamos A = 0BBBBB� d1 a1 0 � � � 0b2 d2 a2 � � � 00 b3 d3 . . . .... . . . . . aN�10 : : : bN�1 dN
1CCCCCAy 
onsideremos C =0BBB� 1 0 � � � 00 � � � � 0... . . . ...0 � � � �N�1 1CCCAEnton
es,CAC�1 = 0BBBBB� d1 ��1a1 0 � � � 0�b2 d2 ��1a2 � � � 00 �b3 d3 . . . .... . . . . . ��1aN�10 : : : �bN�1 dN
1CCCCCA = D + �L+ ��1U

Teorema 3.19. Sea A 2 IRN�N una matriz tridiagonal y sean � los autovalores no nulos deBGS, � los autovalores no nulos de BJ , enton
es � y � se rela
ionan de la siguiente manera� = �2:En parti
ular, �(BGS) = �(BJ )2:
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i�on. Los � son autovalores de BGS y por lo anterior veri�
an quedet(�(L+D) + U) = 0pero �(L+D) + U es tridiagonal y por el lema anteriordet(�D + ��L+ ��1U) = 0Si � 6= 0 sea � tal que �2 = 1� . Enton
es,0 = ��N det(��D + L+ U)y 
omo los autovalores de BJ no nulos son las ra��
es � de det(�D + L+ U) = 0 resulta que� = ��Pero 
omo �2 1� se tiene que �2 = �:Ahora observemos que en lo anterior, dado � 6= 0 autovalor de BGS en
ontramos � autovalor deBJ 
on �2 = �, pero en realidad es un si y s�olo si. Es de
ir, dado � autovalor de BJ , � = �2resulta ser un autovalor de BGS, det(�D + L+ U) = 0si y s�olo si det(�2D + �(L+ U)) = 0si y s�olo si (por el lema previo) det(�2D + ��L+ ��1�U) = 0y tomando � = � se tiene det(�2(D + L) + U)) = 0:Enton
es �2 es autovalor de BGS.Convergen
ia del m�etodo de Gauss-Seidel para A 2 IRN�N sim�etri
aComo los autovalores de A 2 IRN�N pueden ser 
omplejos, trabajaremos dire
tamente 
onA 2 CN�N .Re
ordemos algunas de�ni
ionesDefini
i�on 3.20. Si A 2 CN�N se de�ne A� = AT o sea A� es la matriz que en el lugar i; jtiene al elemento a�ij = aji:Defini
i�on 3.21. A 2 CN�N es Hermitiana siA� = A:



58 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESObservemos que si A 2 IRN�N , A� = AT y Hermitiana signi�
a sim�etri
a.Si z 2 CN y A es Hermitiana enton
es z�Az 2 IR:En general para A 
ualquiera z�Az = z�A�z. Veamos esto,z�Az =Xij ziaijzjy enton
es z�Az =Xij ziaijzj = z�A�zTeorema 3.22. Sea A 2 CN�N Hermitiana y de�nida positiva (o sea z�Az > 0 8z 6= 0),enton
es el m�etodo de Gauss-Seidel es 
onvergente.Demostra
i�on. A = L+D + L�
on L = 0BBB� 0 0 � � � 0a21 0 � � � 0... . . .aN1 � � � 0 1CCCAHay que ver que �(BGS) < 1 donde BGS = �(L+D)�1L�.Observemos que BGS puede es
ribirse 
omoBGS = I � (L+D)�1ASea � 2 C un autovalor de BGS y z 2 CN , z 6= 0, un autove
tor 
orrespondiente a �, es de
ir(I � (L+D)�1A)z = �zo bien (L+D)z �Az = �(L+D)zy esto es equivalente a Az = (1� �)(L+D)zComo Az 6= 0 se dedu
e que � 6= 1. Multipli
ando por z� se obtiene11� � = z�(L+D)zz�Aztomando 
onjugado y re
ordando que z�Az 2 IR y que D es real se tiene11� � = z�(L+D)�zz�Az = z�(L� +D)zz�Az :Y sumando estas dos igualdades se obtiene2Re( 11� �) = 1 + z�Dzz�Az > 1



2. M�ETODOS ITERATIVOS 59pues z�Az > 0 y z�Dz > 0 (aii > 0 si A es de�nida positiva).Enton
es si � = �+ i�, tenemos11� � = 11� �� i� 1� �+ i�1� �+ i� = 1� �+ i�(1� �)2 + (�)2 :Y de esta forma Re( 11� �) = 1� �(1� �)2 + (�)2y por lo anterior 1� �(1� �)2 + (�)2 > 12es de
ir 2(1 � �) > 1� 2� + �2 + �2y esto es equivalente a 1 > �2 + �2:Hemos 
onseguido ver que j�j < 1:Se puede probar que si A 2 CN�N es Hermitiana y 
on aii > 0 enton
es el m�etodo de Gauss-Seidel 
onverge si y s�olo si A es de�nida positiva .2.5. M�etodo SOR. La idea del m�etodo SOR (su

essive over relaxation / sobre relaja
i�onsu
esiva) es tomar un \promedio" entre el xki y el xk+1i de Gauss-Seidel (promedio entre 
omillaspues los pesos no son ne
esariamente menores o iguales que 1).Dado ! un par�ametro se de�nexk+1i = (1� !)xki + !0�bi � i�1Xj=1 aijxk+1j � NXj=i+1aijxkj1A 1aiiEn forma matri
ial es
ribimos 
omo antes A = L+D + U queda(D + !L)xk+1 = ((1� !)D � !U)xk + !benton
es xk+1 = B!xk + (D + !L)�1!b
on B! = (D + !L)�1((1� !)D � !U)Observemos que B1 = BGS .En prin
ipio, ! es arbitrario. Sin embargo el siguiente teorema nos di
e que es ne
esario quej! � 1j < 1 para que haya 
onvergen
ia (o sea para que �(B!) < 1). Si ! 2 IR enton
es ha
efalta que 0 < ! < 2.Teorema 3.23. (Kahan) Sea A 2 CN�N , 
on aii 6= 0, enton
es�(B!) � j1� !j



60 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESDemostra
i�on. Si L es triangular inferior 
on 
eros en la diagonal enton
es det(D�1) = det((D+!L)�1). En 
onse
uen
ia,det(B!) = det((D + !L)�1) det((1� !)D � !U)= det(D�1) det((1 � !)D � !U)= det((1 � !)I � !D�1U)= det((1 � !)I) = (1� !)NPero 
omo det(B!) =Qi �i se tiene que�(B!) � j1� !jSi ! 2 IR, una 
ondi
i�on ne
esaria para que el m�etodo 
onverja es que 0 < ! < 2. Esta 
ondi
i�ones tambi�en su�
iente si A es sim�etri
a de�nida positiva.El problema 
onsiste en en
ontrar el par�ametro �optimo (o 
er
ano al �optimo) para a
elerar la
onvergen
ia. Para 
iertas 
lases de matri
es esto puede ha
erse (ver libro Varga, Ortega oSmith). 3. Ejer
i
ios(1) Es
ribir un programa que implemente el m�etodo de Ja
obi y otro el de Gauss-Seidel
on las siguientes 
ondi
iones:� que in
luya una restri

i�on al n�umero de itera
iones� que �nali
e si el m�etodo se esta
iona(2) De
idir para 
ada uno de los siguientes sistemas, si los m�etodos de Ja
obi y de Gauss-Seidel son 
onvergentes (sugeren
ia: utilizar los 
omandos tril, diag y eig de Matlab).En 
aso a�rmativo usarlos para resolver el sistema. Si ambos m�etodos 
onvergen,determinar 
u�al 
onverge m�as r�apido. >Es la matriz del sistema diagonal dominante?>y sim�etri
a y de�nida positiva?(a) 0� 3 1 12 6 11 1 4 1A0� x1x2x3 1A = 0� 596 1A ; (b) 0BB� 5 7 6 57 10 8 76 8 10 95 7 9 10 1CCA0BB� x1x2x3x4 1CCA = 0BB� 23323331 1CCA(3) Dar ejemplos donde 
onverja el m�etodo de Ja
obi y no lo haga el de Gauss-Seidel yvi
eversa.(4) Considerar el sistema Ax = b para A = � 2 13 6 � y b = (8; 21). Mostrar que el m�etodode Ja
obi 
onverge; ha
er un programa que lo modele y a la vez gra�que en el plano lasu
esi�on de aproxima
iones obtenidas empezando en 
ada uno de lo siguientes valoresini
iales(a) x0 = (1; 4) (b) x0 = (1; 0) (
) x0 = (5; 2)(5) Considerar el sistema � x� y = 0x+ y = 0 : Estudiar autovalores y autove
tores de la matrizde itera
i�on aso
iada al m�etodo de Gauss-Seidel, de
idir si el m�etodo es 
onvergente o



3. EJERCICIOS 61no y, sin ha
er 
�al
ulos, prede
ir el 
omportamiento de las su
esiones que se obtienen
on los siguientes valores ini
iales.(a) x0 = (2; 0) (b) x0 = (�0:03; 0:03) (
) x0 = (0; 1)De
idir si en este 
aso el m�etodo de Ja
obi resulta 
onvergente.(6) (a) Mostrar que toda matriz A 2 IRn�n 
on det(A) > 1 tiene un autovalor �, real o
omplejo, 
on j�j > 1.(b) De
idir si el m�etodo de Ja
obi 
onverge o no para un sistema dado por la matrizA = 0� �1 1 24 �1 35 6 �1 1A :(7) Sean A;B 2 IR3�3 las matri
esA = 0� a 
 0
 a 
0 
 a 1A ; B = 0� 0 b 0b 0 b0 b 0 1A :(a) Probar que limn!1Bn = 0 si y s�olo si jbj < p2=2.(b) Dar 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes sobre a; 
 2 IR para la 
onvergen
ia de losm�etodos de Ja
obi y de Gauss-Seidel apli
ados a la resolu
i�on de Ax = v.(8) (a) Probar que si A tiene una base de autove
tores vi, 
on autovalores �i, la matrizB = I + sA; s 2 IRtiene los mismos autove
tores, 
on autovalores �i = 1 + s�i.(b) Sabiendo que los autovalores de la matriz A 2 IR(n�1)�(n�1)A = 0BBBBBB� �2 1 0 � � 01 �2 1 0 � 0� � �� � �0 � � 1 �2 10 � � 0 1 �2
1CCCCCCAson �j = �4 sen�j2n , j = 1; : : : ; n � 1, de
idir si el m�etodo de Ja
obi apli
ado aAx = b es 
onvergente o no.(
) De
idir si el m�etodo de Gauss-Seidel resulta 
onvergente. En 
aso a�rmativo, >qu�em�etodo 
onverge m�as r�apido?Comentario: Este problema es interesante por sus apli
a
iones, pues
orresponde a la dis
retiza
i�on de la e
ua
i�on de Poisson en una di-mensi�on espa
ial:8><>: d2udx2 = f(x); x 2 [0; 1℄;u(0) = u(1) = 0:(9) Sea BJ la matriz aso
iada al m�etodo de Ja
obi de un sistema dado. Estimar(a) 
u�antas multipli
a
iones y divisiones se requieren para 
al
ular BJ .(b) 
u�antas multipli
a
iones y divisiones se requieren para para realizar una itera
i�on
on el m�etodo de Ja
obi.
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) si �(BJ ) < 1, 
u�antas itera
iones se ne
esitan para redu
ir el error del m�etodo enm�as de 10�m (en fun
i�on de �(BJ)).(d) 
u�antas multipli
a
iones y divisiones se requieren para 
al
ular la solu
i�on delsistema por el m�etodo de elimina
i�on gaussiana.(e) 
u�antas itera
iones del m�etodo de Ja
obi podr��an realizarse antes de igualar la
antidad de opera
iones ne
esarias al usar el m�etodo de elimina
i�on gaussiana.(10) Sean BJ y BGS las matri
es aso
iadas al m�etodo de Ja
obi y de Gauss-Seidel respe
-tivamente del sistema Ax = b.(a) Mostrar que si A(i; k) = 0 enton
es, el elemento BJ(i; k) = 0. Notar que si A esuna matriz rala (
on mu
hos 
eros) enton
es BJ tambi�en lo es. Luego, en 
adaitera
i�on se requieren po
as multipli
a
iones.(b) Mostrar que � = 0 siempre es un autovalor de BGS . >De qu�e autove
tor?(11) Dada una matriz A = 0� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 1Ay un ve
tor b 2 IR3, se quiere resolver el sistema de e
ua
iones Ax = b; para lo 
ualse 
onsidera el siguiente m�etodo iterativo, que es un 
aso parti
ular de los m�etodosllamados Ja
obi por bloques:xk+1 = �0� a11 a12 0a21 a22 00 0 a33 1A�1 �0� 0 0 a130 0 a23a31 a32 0 1A � xk +0� a11 a12 0a21 a22 00 0 a33 1A�1 � b;Este m�etodo resulta 
onvergente para los siguientes datos:A = 0� 8 2 �3�3 9 43 �1 7 1A y b =0� �20620 1A :Ha
er un programa que 
al
ule la su
esi�on de aproxima
iones generada 
on valor ini
ialel ve
tor nulo y que se detenga 
uando kxk+1 � xkk1 � 10�4 (es de
ir, 
uando laitera
i�on \se estabiliza").(12) Sea A 2 IRn�n. Probar que � = 1 es autovalor de la matriz de Ja
obi (o Gauss-Seidel)de A si y s�olo si A es no inversible.(13) Para resolver el sistema Ax = b, se utiliza un m�etodo iterativo 
uya matriz de itera
i�onJ es diagonalizable y satisfa
e �(J) < 1. Sea ek el ve
tor error en el k-�esimo paso.(a) Demostrar que kekk1 = O(�(J)k).(b) Probar que si ek 6= 0 para todo k 2 IN y �(J) 6= 0, la su
esi�on (kekk1)k2IN tiendea 0 linealmente.(14) Utilizar la itera
i�on de Gauss-Seidel para resolver el sistema Anx = bn paraAn = � 1 22 4 + 1n2 � y bn = (1; 2 � 1n2 ):>C�omo es la 
onvergen
ia? >Tiene esto que ver 
on el mal 
ondi
ionamiento de A? Darun ejemplo de una matriz mal 
ondi
ionada para la 
ual la 
onvergen
ia sea r�apida.(15) Ha
er un programa que pida el ingreso de una matriz A y un ve
tor b y luego� 
al
ule las matri
es de itera
i�on de los m�etodos de Ja
obi y Gauss-Seidel.
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al
ule el menor de los radios espe
trales de las dos matri
es anteriores y, si estevalor resulta menor a 1, enton
es reali
e las primeras 10 itera
iones del m�etodo
orrespondiente (o de 
ualquiera de los dos m�etodos en 
aso de que los radiosespe
trales resulten 
oin
identes), 
on valor ini
ial el ve
tor nulo.(16) Considerar el sistema Ax = b para A = � 64 �66 �1 � y b = (1; 2).(a) Demostrar que el m�etodo de Ja
obi 
onverge para todo dato ini
ial. Veri�
ar, sinembargo, que la matriz no es diagonal dominante.(b) Sea J la matriz de itera
i�on. Hallar las normas 1, 1 y 2 de J . Hallar una normak k en la 
ual kJk sea < 1.





CAP��TULO 4Resolu
i�on de e
ua
iones no linealesEn mu
hos problemas, apare
e en forma natural, la ne
esidad de 
al
ular el valor de x dondeuna fun
i�on f se anula, es de
ir, una ra��z de f . En general, 
on las herramientas anal��ti
as quese usan para estudiar y gra�
ar fun
iones suaves (derivables) s�olo podemos analizar si hay unintervalo [a; b℄ donde el gr�a�
o de f 
ruza el eje x.En este 
ap��tulo, veremos distintos m�etodos que nos permitir�an aproximar el valor de una ra��z,�este valor suele hallarse por aproxima
iones su
esivas y por ende los m�etodos a utilizar soniterativos. En mu
has o
asiones, s�olo tiene sentido en
ontrar una solu
i�on aproximada. A ve
es,el 
�al
ulo exa
to no es posible ya sea porque se trata de una ra��z irra
ional (f(x) = x2 � 2) oporque la fun
i�on viene dada por 
oe�
ientes 
uyos valores se 
ono
en s�olo en forma aproximada.Lo importante al utilizar m�etodos que estimen el valor deseado es, 
omo venimos mar
ando enestas notas, poder 
ontrolar el error que se 
omete al utilizar un valor aproximado en lugar delexa
to.El problema se plantea de la siguiente manera: Dada f : IR ! IR (o bien f : [a; b℄ ! IR) sequiere en
ontrar r tal que f(r) = 0:El 
�al
ulo aproximado de ra��
es puede dividirse en dos etapas. En la primera, se separan lasra��
es. Es de
ir, se bus
a un subintervalo de [a; b℄ que 
ontenga una y s�olo una ra��z de f . Paraasegurar la existen
ia de al menos una ra��z en el intervalo propuesto se utiliza el teorema deBolzano. Para asegurar que no hay m�as de una ra��z se usa el teorema de Rolle, es de
ir, severi�
a que la derivada primera no 
ambie de signo en di
ho intervalo. En la segunda etapa, seapli
a un m�etodo para aproximar la ra��z aislada.Antes de des
ribir el primer m�etodo de estas notas, el de bise

i�on, re
ordamos el teorema deBolzano.Teorema 4.1. Bolzano Sea f : [a; b℄ ! IR 
ontinua en [a; b℄. Si f(a)f(b) < 0 (o sea f(a) yf(b) tienen distinto signo) enton
es existe alguna ra��z de f en el intervalo [a; b℄.1. M�etodo de bise

i�onEste m�etodo, que se apoya en la idea geom�etri
a del teorema de Bolzano, permite 
onstruir unasu
esi�on (xn)n2IN que 
onverge a la solu
i�on de f(x) = 0 de la siguiente manera.



66 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALESSupongamos que f(a)f(b) < 0. Cal
ulemos 
 = a+b2 . Supongamos, por ejemplo, que f(a) > 0 yf(b) < 0, enton
es(1) Si f(
) = 0 listo.(2) Si f(
) < 0, habr�a una ra��z en [a; 
℄.(3) Si f(
) > 0, habr�a una ra��z en [
; b℄.Ahora se elige el subintervalo, 
uya longitud es la mitad de [a; b℄ y que 
ontiene a la ra��z. Estepro
eso se sigue su
esivamente.As�� se genera una su
esi�on x1 = a+b2 2 [a1; b1℄, x2 2 [a2; b2℄, x3 2 [a3; b3℄ . . . donde 
ada intervalo[an; bn℄ mide la mitad del anterior,b1 � a1 = b� a2b2 � a2 = b1 � a12 = b� a4...bn � an = � � � = b� a2nAdem�as, a � a1 � a2 � : : : � bb � b1 � b2 � : : : � aEnton
es an y bn son su
esiones mon�otonas y a
otadas y en 
onse
uen
ia 
onvergen, es de
ir,existen los l��mites limn!1an y limn!1 bn:Y 
omo jbn � anj � b� a2n ! 0se tiene que limn!1an = limn!1 bn = r:En 
ada paso se veri�
a f(an)f(bn) � 0 y tomando l��mite (usando que f es 
ontinua) resultaf(r)2 � 0:Enton
es r es la ra��z bus
ada pues 
umple, f(r) = 0:



1. M�ETODO DE BISECCI�ON 67Por otra parte el error se puede a
otar de la siguiente forma. Tenemos quexn = an�1 + bn�12enton
es jr � xnj � 12(bn�1 � an�1) = b� a2n :Resumiendo, hemos demostrado,Teorema 4.2. Si f : [a; b℄ ! IR es 
ontinua y f(a)f(b) < 0 enton
es, el m�etodo de bise

i�ongenera una su
esi�on xn tal que,(1) xn ! r 
on f(r) = 0,(2) jr � xnj � b� a2n .Una de las ventajas que tiene el m�etodo de bise

i�on es que 
onverge para 
ualquier f 
ontinua,es de
ir no ha
e falta derivabilidad 
omo en otros m�etodos que veremos m�as adelante.Ejemplo 4.3. Cal
ulemos p2.Tomemos f(x) = x2 � 2 y [a; b℄ = [1; 3℄. Se tiene f(1) = �1 < 0 < f(3) = 7 y 
on un gr�a�
o def podemos asegurar que no hay otra ra��z positiva. La sue
si�on que produ
e el m�etodo es:x1 = 2 f(x1) = 2 [a1; b1℄ = [1; 2℄x2 = 1:5 f(x2) = 0:25 [a2; b2℄ = [1; 1:5℄x3 = 1:25 f(x3) = �0:4375 [a3; b3℄ = [1:25; 1:5℄x4 = 1:375 f(x4) = �0:109375 [a4; b4℄ = [1:375; 1:5℄x5 = 1:4375 f(x5) = 0:06640625 [a5; b5℄ = [1:375; 1:4375℄x6 = 1:40625 f(x6) = �0:022 : : : [a6; b6℄ = [1:40625; 1:4375℄x7 = 1:421875 f(x7) = 0:02 : : : [a7; b7℄ = [1:40625; 1:421875℄x8 = 1:4140625 : : :Para x8, vemos que la aproxima
i�on lograda tiene 4 
ifras exa
tas. Fue ne
esario ha
er o
hopasos para obtener 
uatro 
ifras exa
tas (p2 = 1:4142 : : :).Del an�alisis he
ho en general sab��amos que,
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jp2� x8j � b� a28 = 228 = 1128 :Enton
es el error relativo esjp2� x8jp2 � 1128p2 � 0:005 : : : � 51000 :La desventaja del m�etodo de bise

i�on es que 
onverge muy lentamente, por ejemplo en 
om-para
i�on 
on el m�etodo de Newton-Raphson que veremos m�as adelante.En 
ada paso la 
ota del error, (b� a)=2n, se redu
e a la mitad,jen+1j � b� a2n :En 
onse
uen
ia se redu
e 110 en tres o 
uatro pasos (se gana una 
ifra en tres o 
uatro pasos).2. M�etodo regula falsiEste m�etodo llamado \regula falsi" o de falsa posi
i�on puede verse tanto 
omo una variante delm�etodo de bise

i�on 
omo del m�etodo Newton-Raphson, que veremos en la pr�oxima se

i�on.Supongamos, nuevamente, que tenemos una fun
i�on f : [a; b℄ ! IR 
ontinua que veri�
af(a)f(b) < 0 (enton
es existe una ra��z, r, en [a; b℄, por el teorema de Bolzano) y supongamosque la ra��z es �uni
a en ese intervalo.De�nimos x1 
omo la interse

i�on de la re
ta se
ante L 
on el eje x (en lugar de tomar elpromedio b�a2 , 
omo se ha
e 
on el m�etodo de bise

i�on).La re
ta L, que une los puntos (a; f(a)) 
on (b; f(b)) tiene e
ua
i�on:y � f(a) = f(b)� f(a)b� a (x� a):Como x1 es el valor de x que 
umple y = 0, se tiene,x1 = a� f(a)f(b)� f(a)(b� a) = af(b)� bf(a)f(b)� f(a)Si f(x1) 6= 0 enton
es f(a)f(x1) < 0 o bien f(b)f(x1) < 0. Supongamos f(b)f(x1) < 0, de�ni-mos x2 
on el mismo pro
edimiento anterior 
on el intervalo [x1; b℄ = I1, y as�� su
esivamente.Observemos que puede su
eder que jInj no tienda a 
ero, pero sin embargo xn ! r para toda f
ontinua.
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Método de Regula Falsi: tres iteraciones

f(x) 

| | 

a x
1
 x

2 b 

Solución exacta 

Figura 4.1.3. M�etodo de Newton-RaphsonLa idea del m�etodo es \ir por la tangente" 
omo se des
ribe a 
ontinua
i�on.Se empieza 
on x0. Se traza la tangente en x0 y se de�ne x1 
omo la interse

i�on de la tangente
on el eje x. Luego se traza la tangente por x1 y se toma x2 la interse

i�on de la tangente 
onel eje x, y as�� su
esivamente. Esto genera una su
esi�on xn 
omo muestra la Figura 4.2.Observemos que ha
e falta que f sea derivable. Adem�as, puede o
urrir que la su
esi�on queprodu
e este m�etodo no sea 
onvergente. Esto �ultimo se puede ver gr�a�
amente 
on el ejemploque muestra la Figura 4.3.Sin embargo veremos que el m�etodo 
onverge muy r�apidamente si x0 est�a \su�
ientemente 
er
a"de una ra��z, bajo 
ondi
iones bastante generales sobre la fun
i�on f .Des
rip
i�on anal��ti
a de m�etodo de Newton-Raphson.Sea f : [a; b℄! IR derivable, x0 2 [a; b℄, se toma x1 tal quef(x0) + (x1 � x0)f 0(x0) = 0Y en general, se toma xn+1 tal quef(xn) + (xn+1 � xn)f 0(xn) = 0
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Método de Newton−Raphson 

f(x) x
0
 x

1
 x

2
 Figura 4.2.

x
0
 x

1 x
2

f(x) 

Figura 4.3.o sea, xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn)Observemos que para que esto tenga sentido, hay que suponer f 0(xn) 6= 0, esto es obviogr�a�
amente 
omo muestra la �gura 4.3.
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emos la 
onvergen
ia del m�etodo. Sea r una ra��z simple de f , es de
ir, f(r) = 0,f 0(r) 6= 0 y supongamos que f 00 es a
otada.Debemos estimar el error que se 
omete al usar xn en lugar de la solu
i�on exa
ta (y des
ono
ida)r. Esto es, estudiamos la expresi�on en = xn � r y vemos si en ! 0.

x
0
 

f(x) 

x

Recta tangente a f en x
0
 

Figura 4.4.Para analizar la 
onvergen
ia del error miramos la su
esi�on re
ursivaen+1 = xn+1 � r = xn � f(xn)f 0(xn) � r = en � f(xn)f 0(xn)enton
es en+1 = enf 0(xn)� f(xn)f 0(xn) (4.1)Observemos que si f 0(r) 6= 0 enton
es f 0(xn) 6= 0 para xn 
er
ano a r (esto lo justi�
aremos 
onm�as pre
isi�on despu�es).Usando el desarrollo de Taylor de orden 2 
entrado en la ra��z r se tiene,0 = f(r) = f(xn)� (xn � r)f 0(xn) + 12(xn � r)2f 00(�)donde � es un valor intermedio entre xn y r. Enton
es
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enf 0(xn)� f(xn) = 12f 00(�)e2nReemplazando en la igualdad 4.1 quedaen+1 = 12 f 00(�)f 0(xn)e2n (4.2)Con todo esto podemos demostrar el siguiente teorema.Teorema 4.4. (de 
onvergen
ia) Si r es un 
ero simple de f (i.e. f 0(r) 6= 0) y sea I =[r � �; r + �℄ un intervalo tal que jf 0(x)j � Æ > 0 y jf 00(x)j �M en I. Enton
es,Existe " > 0 tal que I" = [r � "; r + "℄ � I y se tiene que jenj ! 0 yjen+1j � 12MÆ jenj2; (4.3)siempre que x0 2 I".Demostra
i�on. Como las 
otas para f 0 y f 00 siguen siendo 
iertas para 
ualquier subintervalo deI, podemos elegir " > 0 tal que 12MÆ " = � < 1:Enton
es, si x0 2 I" tenemos que je0j = jx0 � rj < " y usando (4.2) obtenemosje1j = jx1 � rj � �je0j:En parti
ular, x1 2 I". An�alogamente,je2j = jx2 � rj � �je1j � �2je0jy x2 2 I". Continuando de esta manera, obtenemos una su
esi�on (xn)n2IN � I" tal quejenj � �nje0j:Como 0 < � < 1 se tiene que jenj ! 0 si n!1. Finalmente, la desigualdad (4.3) se obtiene de(4.2).Corolario 4.5. Si f 0 es 
ontinua y f 00 es a
otada en [a; b℄ y r 2 [a; b℄ es una ra��z simple def , enton
es existe un " > 0 tal que si x0 2 I" = [r � "; r + "℄ � [a; b℄, el m�etodo de Newtonempezando en x0 
onverge a r.
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i�on. Como f 0(r) 6= 0 y f 0 es 
ontinua, existen � > 0 y Æ > 0 tales que I =[r � �; r + �℄ � [a; b℄ y jf 0(x)j > Æ para todo x 2 I. Ahora estamos en las 
ondi
iones delteorema 4.4.Observa
i�on 4.6. Un 
aso parti
ular del 
orolario 4.5 es una fun
i�on C2([a; b℄) que tiene ar 2 [a; b℄ 
omo ra��z simple.Ahora, queremos estudiar la r�apidez 
on la que una su
esi�on generada por un m�etodo, 
onvergea la solu
i�on exa
ta. Para eso ne
esitamos la siguienteDefini
i�on 4.7. En general podemos de�nir que un m�etodo es de orden p si existe una 
onstanteC > 0 tal que limn!1 jen+1jjenjp = C y limn!1 jen+1jjenjp�" = 0Observemos primero que 
uanto m�as grande sea p mejor. Ahora, veamos qu�e signi�
a estogeom�etri
amente. Para valores grandes de n, es de
ir, asint�oti
amente, se puede 
onsiderar queel 
omportamiento de las su
esiones jen+1j y jenjp son equivalentes, lo que se expresa 
omojen+1j � Cjenjp:Por otra parte, si se obtiene una desigualdad de la formajen+1j � Cjenjppodemos asegurar que el orden de 
onvergen
ia es por lo menos p.La 
onvergen
ia para el m�etodo de Newton-Raphson es 
uadr�ati
a, es de
ir, p = 2. Si bien, 
onla desigualdad (4.3) podemos asegurar que existe C > 0 tal quejen+1j � Cjenj2de la igualdad (4.2) se dedu
e que el m�etodo, en general, 
onverge 
uadr�ati
amente. Esto es, en
ada paso el error se redu
e 
uadr�ati
amente (o sea es menor o igual que el 
uadrado del errordel paso anterior).Esta es la gran ventaja del m�etodo de Newton. El n�umero de 
ifras 
orre
tas se dupli
a (esen-
ialmente) en un paso.Este resultado de 
onvergen
ia es \lo
al", o sea, el teorema garantiza la 
onvergen
ia si seempieza \su�
ientemente 
er
a" de r. En la pr�a
ti
a es un tema dif��
il determinar lo que es\su�
ientemente 
er
a". Mu
has ve
es, se 
ombinan unos pasos del m�etodo de bise

i�on paraen
ontrar un intervalo en el que se aplique el Teorema 4.4. Sin embargo, el m�etodo de Newtonfun
iona en forma ex
elente (in
luso en N variables) y es de los m�as usados.
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ulemos, apli
ando el m�etodo de Newton una aproxima
i�on de p2. Compare-mos el resultado 
on el que se obtuvo al apli
ar el m�etodo de bise

i�on. Como antes la fun
i�ones f(x) = x2 � 2 y elegimos x0 = 3. Tenemosxn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) = xn � x2n � 22xn = xn2 + 1xn (4.4)Y apli
ando esto obtenemosx0 = 3 x3 = 1:41499843 : : :x1 = 1:833 : : : x4 = 1:41421378 : : :x2 = 1:4621212 : : : x5 = 1:414213562 : : :Observemos que p2 = 1:414213562 : : :Es de
ir, 
on 
in
o pasos del m�etodo tenemos m�as de diez 
ifras exa
tas, mientras que 
onbise

i�on en o
ho pasos ten��amos 
uatro 
ifras exa
tas.Comentario. Ha
ia el a~no 2000 a.C. los Babilonios usaban el siguiente m�etodo para \
al
ular"el n�umero pp si p 2 IN. Si a > pp se tiene que pa < pp. Luego pp es un n�umero entre pa y a.Enton
es, 
onsideraban el promedio 12(a + pa) 
omo primera aproxima
i�on, as�� su
esivamente.Esto 
oin
ide 
on el m�etodo de Newton, de 1669 d.C., apli
ado a la fun
i�on x2 � p. Comparar
on (4.4).Ejemplo 4.9. Como segundo ejemplo veamos qu�e su
ede 
on f(x) = x3, r = 0. Es 
laro que la�uni
a ra��z es r = 0. Lo que se pretende 
on este ejemplo es mostrar alguna de las di�
ultades atener en 
uenta 
uando se apli
a el m�etodo de Newton. La su
esi�on que produ
e este m�etodoes: xn+1 = xn � x3n3x2n = 23xnEnton
es jen+1j = 23 jenj



3. M�ETODO DE NEWTON-RAPHSON 75En este 
aso, observamos que la 
onvergen
ia es lineal y no es 
uadr�ati
a. Lo que su
ede es queno se veri�
a la hip�otesis de que r sea una ra��z simple (f 0(r) = 0 en este 
aso).Ejemplo 4.10. Este es un ejemplo donde el m�etodo de Newton-Raphson no 
onverge. En este
aso, la hip�otesis que no se 
umple es la derivabilidad de f . Consideremos la fun
i�onf(x) = 8<: px x � 0�p�x x < 0;
on r = 0.Un 
�al
ulo sen
illo permite ver que f no es derivable en la ra��z. En 
ualquier otro valor se tienef 0(x) = 8<: 12x� 12 x > 012(�x)� 12 x < 0:Es de
ir, f 0(x) = 12 jxj� 12 :La sue
i�on que produ
e el m�etodo se es
ribe 
omoxn+1 = xn � x 12n12x� 12n = xn � 2xn = �xn:Ahora, salvo que 
omen
emos en la ra��z (
on lo 
ual no ne
esitar��amos de un m�etodo parahallarla) se tiene que xn es positivo o negativo.Supongamos que xn > 0, enton
es xn+1 = �xn < 0 y xn+2 = �xn+1 > 0:Si seguimos el pro
eso que genera xn desde un x0 ini
ial vemos que la su
esi�on es:x0 ! �x0 ! x0 ! �x0 ! : : :Con
luimos que, en este ejemplo, el m�etodo de Newton no 
onverge para ning�un x0 por m�as
er
a de r = 0 que est�e.Ahora veamos un teorema de 
onvergen
ia global para el m�etodo de Newton que se apli
a afun
iones 
onvexas. Una fun
i�on se di
e 
onvexa en (a; b) si la re
ta tangente al gr�a�
o de fest�a por debajo de �este para todo los x en el intervalo. Si la fun
i�on es dos ve
es derivable esto
orresponde 
on la 
ondi
i�on f 00 > 0. En este 
aso, f puede tener un valor m��nimo. Digamos, siexiste, que lo al
anza en x�.
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es derivable en [a; b℄ tal que f 00 > 0 (f es 
onvexa), enton
es elm�etodo de Newton-Raphson 
onverge para todo x0 6= x�. Es de
ir, en este 
aso no ha
e faltapedir que x0 est�e 
er
a de r.Demostra
i�on. Sin p�erdida de generalidad podemos suponer que f es \mon�otona" (si estamosa la dere
ha de x�, la itera
i�on de Newton nun
a ir�a a la izquierda, ver �gura 4.2).Si x0 > r enton
es r < x1 < x0 y en generalx0 > x1 > x2 > : : : > xn > : : : > ry enton
es la su
esi�on xn 
onverge pues es mon�otona. Veamos que 
onverge a una ra��z de f .Supongamos que xn ! �, luego tomando l��mite en la expresi�on xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) y usandoque f 0 es 
ontinua queda � = �� f(�)f 0(�)de donde f(�) = 0 y � = r pues supusimos f mon�otona.Si bien este teorema es bastante 
laro geom�etri
amente para fun
iones de�nidas en IR, su inter�esradi
a en su extensi�on a IRN . 4. M�etodo de punto �joEl m�etodo de Newton puede verse 
omo un 
aso parti
ular del m�etodo de punto �jo.La idea es reemplazar la e
ua
i�on f(x) = 0 por otra de la forma x = g(x) de manera que lasolu
i�on de �esta sea la solu
i�on del problema original.Esto puede ha
erse de diversas maneras, por ejemplo, sif(x) = x3 � 13x+ 18podemos tomar g(x) 
omo 
ualquiera de las siguientes fun
ionesg1(x) = x3 + 1813 ; g2(x) = (13x� 18) 13 ; g3(x) = 13x� 18x2 :Una vez en
ontrada g una fun
i�on 
ontinua, el problema se reduje a en
ontrar puntos �jos deg, es de
ir, r tales que r = g(r):Se de�ne una su
esi�on por itera
i�on, se elige un x0 y despu�es se toma



4. M�ETODO DE PUNTO FIJO 77xn+1 = g(xn): (4.5)Observemos que si la su
esi�on generada por (4.5) xn 
onverge, enton
es lo ha
e a un punto �jode g. En efe
to, tomando l��mite y usando que g es 
ontinua se tiene que si xn ! r enton
esr = g(r):Teorema 4.12. Sea I = [a; b℄ si g(I) � I enton
es g tiene al menos un punto �jo en I.Demostra
i�on. Como g(I) � I se tiene que a � g(a) � b y a � g(b) � b, si a = g(a) o b = g(b)listo. Si no, g(a)� a > 0 y g(b)� b < 0. Enton
es la fun
i�on F (x) = g(x)� x 
umple, F (a) > 0y F (b) < 0 y 
omo F es 
ontinua existe un r en I tal que 0 = F (r) = g(r) � r.Teorema 4.13. Si g es adem�as derivable y jg0(x)j � � < 1 8x 2 I y g(I) � I enton
es g tieneun �uni
o punto �jo.Demostra
i�on. Si hay dos puntos �jos, r1, r2 
on r1 6= r2, tenemosjr1 � r2j = jg(r1)� g(r2)j = jg0(�)(r1 � r2)j � �jr1 � r2j < jr1 � r2juna 
ontradi

i�on.Bajo estas mismas hip�otesis, la su
esi�on generada iterativamente 
onverge y se puede dar una
ota del error en t�erminos de �.Teorema 4.14. Sea g tal que jg0(x)j � � < 1 8x 2 I y g(I) � I enton
es la su
esi�on xn de�nidapor xn+1 = g(xn)
onverge al �uni
o punto �jo de g y adem�as,(1) jxn � rj � �njx0 � rj(2) jenj � �n1�� jx1 � x0j. O sea, se tiene una a
ota
i�on en t�erminos de jx1 � x0j que es
ono
ido.Demostra
i�on. Por el teorema anterior sabemos que existe un �uni
o punto �jo de g que llamamosr. La hip�otesis sobre la derivada de g impli
a que jg(x) � g(y)j � �jx� yj, o sea g es Lips
hitz
on 
onstante �. Enton
es jxn+1 � rj = jg(xn)� g(r)j � �jxn � rjy de aqu��, 
omo � < 1 se tiene quejxn � rj � �njx0 � rj ! 0:
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ular demostramos que xn ! r.Por otra parte, inter
alando x1 y usando desigualdad triangular,jx0 � rj � jx0 � x1j+ jx1 � rj � jx0 � x1j+ �jx0 � rj:Enton
es (1� �)jx0 � rj � jx1 � x0jy 
omo jxn � rj � �njx0 � rjse obtine la estima
i�on 2).La �gura 4.5 muestra gr�a�
amente 
omo se genera una su
esi�on por el m�etodo de punto �jo.En di
ho gr�a�
o 0 < f 0(x) < 1.

x
0

x
1 x

2x
3

x
4

y=x

f(x)

Figura 4.5.Para apli
ar el teorema 4.14 hay que garantizar que g(I) � I (o sea primero hay que en
ontrarun tal I).Si r es un punto �jo de g 
on jg0(r)j < 1 este intervalo I existe, resultado que probamos en elsiguiente teorema.
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ontinua en (a; b), r 2 (a; b) un punto �jo de g. Si jg0(r)j < 1, enton
esexiste " > 0 tal que la itera
i�on es 
onvergente siempre que x0 2 I" = (r � "; r + ").Demostra
i�on. Como jg0(r)j < 1, existe una 
onstante K < 1 y un " > 0 tales que jg0(x)j < K,8x 2 I" = (r � "; r + ") (por la 
ontinuidad de g0). Enton
es, 8x 2 I",jg(x)� rj = jg(x) � g(r)j � Kjx� rj � K" < "o sea, g(I") � I", y podemos apli
ar el teorema anterior en I".5. M�etodo de la se
anteEn este m�etodo tenemos que xn+1 es fun
i�on de xn y de xn�1. La idea es la misma que enel m�etodo \regula falsi", trazar la se
ante, pero este m�etodo es diferente pues se usan las dos�ultimas aproxima
iones xn�1 y xn en lugar de en
errar la ra��z 
omo en \regula falsi". Paraempezar hay que dar dos valores x0 y x1.La e
ua
i�on de la se
ante que une los puntos (xn�1; f(xn�1)) y (xn; f(xn)) esy = f(xn) + (x� xn)f(xn)� f(xn�1)xn � xn�1enton
es se de�ne xn+1 
omo la interse

i�on de esta re
ta 
on el eje x, as��, xn+1 veri�
a0 = f(xn) + (xn+1 � xn)f(xn)� f(xn�1)xn � xn�1es de
ir, xn+1 = xn � f(xn) xn � xn�1f(xn)� f(xn�1) :Observemos que esta f�ormula es an�aloga a la de Newton reemplazando f 0 por un 
o
ientein
remental.La ventaja es que no hay que 
al
ular la derivada de f (esto es de gran ayuda en un 
aso en quef 0 sea dif��
il de 
al
ular).La desventaja es, seg�un veremos, que la 
onvergen
ia de la su
esi�on es m�as lenta que la queprodu
e el m�etodo de Newton.Observemos que la itera
i�on del m�etodo de la se
ante tambi�en puede es
ribirse 
omo
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xn+1 = f(xn)xn�1 � f(xn�1)xnf(xn)� f(xn�1) :Anali
emos el orden de 
onvergen
ia de este m�etodo, seg�un la de�ni
i�on 4.7. Tenemosf(r) = 0 y en = r � xn:Luego, en+1 = r � xn+1 = r � f(xn)xn�1 � f(xn�1)xnf(xn)� f(xn�1)= en�1f(xn)� enf(xn�1)f(xn)� f(xn�1)= en�1(f(xn)� f(r))� en(f(r)� f(xn�1))f(xn)� f(xn�1)= �enen�1 f(xn)�f(r)xn�r + enen�1 f(r)�f(xn�1)xn�1�rf(xn)� f(xn�1) :Es de
ir, en+1 = enen�1 f(xn�1)�f(r)xn�1�r � f(r)�f(xn)xn�rf(xn)� f(xn�1) : (4.6)De�namos ahora las diferen
ias.Primera diferen
ia : f [a; b℄ = f(b)� f(a)b� a = f 0(�):Segunda diferen
ia : f [a; b; 
℄ = f(
)�f(b)
�b � f(b)�f(a)b�a
� a :Enton
es el error del m�etodo de la se
ante veri�
a,en+1 = �enen�1 f [xn�1; r; xn℄f [xn�1; xn℄ :
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℄ = 12f 00(�):Demostra
i�on. f(x) = f(a) + f [a; b℄(x� a) + f [a; b; 
℄(x � a)(x� b) +Resto:Despre
iamos el resto y nos quedamos 
on el polinomio de grado 2:f(a) + f [a; b℄(x� a) + f [a; b; 
℄(x � a)(x� b)Se ver�a m�as adelante que este polinomio es el polinomio interpolador de grado dos.Sea g(x) = f(x)� f(a) + f [a; b℄(x� a) + f [a; b; 
℄(x � a)(x� b) (4.7)g 
umple que g(a) = 0; g(b) = 0 y g(
) = 0.Enton
es g0 se anula en por lo menos dos puntos y de ah�� que existe � 
on g00(�) = 0. Ahora,derivando dos ve
es la expresi�on (4.7) y evaluando en � se obtiene0 = g00(�) = f 00(�)� 2f [a; b; 
℄;es de
ir, f [a; b; 
℄ = 12f 00(�):Apli
ando el lema 4.16 a nuestra expresi�on de en+1 dada en (4.6) quedaen+1 = �12 f 00(�n)f 0(�n) enen�1y de a
�a se puede dedu
ir la 
onvergen
ia lo
al.Teorema 4.17. Si f 0(r) 6= 0, jf 00j � K en un entorno de r y x0, x1 est�an su�
ientemente 
er
ade r, es de
ir existe " > 0 tal que si x0; x1 2 I" = (r � "; r + "), enton
esen ! 0:



82 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALESDemostra
i�on. Existe " > 0 tal que jf 0j > Æ en I", enton
es si x0; x1 2 I" tenemos queje2j � K2Æ je1jje0j � K2Æ "2y si ahora pedimos (quiz�as a
hi
ando el ") queK2Æ " = � < 1nos queda que je2j � �" < "y enton
es x2 2 I". Ahora bien je3j � K2Æ je2jje1j � K2Æ �"2 � �2"je4j � K2Æ je3jje2j � K2Æ "�2"� � �3":Y podemos 
on
luir por indu

i�on quejenj � �n�1"! 0:Veamos el orden de 
onvergen
ia del m�etodo de la se
ante, ten��amosjen+1j = j � 12 f 00(�n)f 0(�n) jjenjjen�1j = 
njenjjen�1j;y adem�as, si llamamos 
1 al l��mite de 
n tenemos
n ! 
1 = ����12 f 00(r)f 0(r) ���� :Supongamos que f 00(r) 6= 0, de esta forma 
1 6= 0.Bus
amos p tal que limn!1 jen+1jjenjp = C 6= 0:Tenemos
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njenj1�pjen�1j = 
n� jenjjen�1jp�� :Si � = 1� p y �p = �1, o sea p� p2 = �p = �1;enton
es p es solu
i�on de p2 � p� 1 = 0;y 
omo p > 0, p = 1 +p52 = 1:618 : : :Con esta ele

i�on de p tenemos que yn = jen+1jjenjp
umple la itera
i�on de punto �jo (salvo que 
n es variable pero 
onverge a 
1),yn+1 = 
ny� 1pn :Enton
es, yn 
onverge al punto �jo de la e
ua
i�on x = 
1x� 1p (esto es 
ierto porque p > 1 y seve dire
tamente es
ribiendo la itera
i�on). El punto �jo es x = 
 1p1. Enton
es nos queda quejen+1jjenjp � ����12 f 00(r)f 0(r) ���� 1p ;para n grande.Ahora veamos una idea intuitiva de la demostra
i�on dire
tamente.Si suponemos jen+1j � jenjp tenemos jen+1j � jenjp � jen�1jp2 y de la rela
i�on entre en+1; eny en�1 se tiene jen�1jp2 � jen�1jpjen�1j. O sea, jen�1jp2�p�1 � 
te. Luego p > 0 tiene que sersolu
i�on de p2 � p� 1 = 0 y enton
es p = 1+p52 = 1:618 : : :.6. Ejer
i
ios(1) Usar el m�etodo de bise

i�on para hallar una ra��z positiva de la e
ua
i�on tras
endente:2x = tan(x)>Cu�antos pasos hay que ha
er para garantizar que el error sea menor que 10�5?



84 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALES(2) Ha
er un programa en Matlab que eje
ute los primeros 20 pasos de los m�etodos debise

i�on y Regula-Falsi para hallar una ra��z de la e
ua
i�on 2x3+x�2 = 0 
omenzando
on el intervalo [0; 1℄.(3) Ha
er un programa en Matlab que eje
ute los primeros 20 pasos de los m�etodos debise

i�on y N-R, para 
al
ular 3p2 
omenzando 
on valores ini
iales apropiados.(4) Demostrar que la e
ua
i�onf(x) = ex + 5 senx� 2 = 0tiene una �uni
a ra��z en el intervalo (0; 32). En
ontrar las 
otas ne
esarias de jf 0j y jf 00jpara determinar un valor ini
ial de modo que el m�etodo N-R 
onverja a la ra��z. Apli
arel m�etodo para hallar una aproxima
i�on de �esta. >Cu�al es el orden de 
onvergen
ia?(5) Considerar la fun
i�on f(x) = x1 + jxj . Determinar para qu�e valores de x0 la itera
i�onN-R es 
onvergente, para 
u�ales es divergente, y 
u�ando se obtienen 
i
los peri�odi
os.(6) Se quiere resolver la e
ua
i�on f(x) = 0, donde f(x) = ex � 2. Cal
ular los 10 primerost�erminos de las su
esiones generadas por los m�etodos N-R y de la se
ante, 
omenzando
on los valores ini
iales x1 = 3 para el primer m�etodo e y1 = 3; y2 = 2:3 para el segundo.Gra�
ar simult�aneamente las dos su
esiones obtenidas.(7) Sea f una fun
i�on C1 y sea (xn)n2IN la su
esi�on que se obtiene de apli
ar el m�etodoN-R a f . Supongamos que xn 
onverge a r y f 0(r) 6= 0, mostrar que r es ra��z de f .(8) Sea f una fun
i�on suave, y a tal que f(a) = 0, y f 0(a) 6= 0.(a) Suponiendo que en (a; b℄, f; f 0; f 00 son positivas, probar que la itera
i�on de N-Rgenerada a partir de x0 2 (a; b) 
onverge de
re
ientemente ha
ia a.(b) Con las mismas hip�otesis, si x1 2 (a; x0), probar que la su
esi�on generada por elm�etodo de la se
ante a partir de x0; x1 
onverge de
re
ientemente ha
ia a.(9) Sea f(x) = x�. Se desea utilizar el m�etodo N-R para resolver la e
ua
i�on f(x) = 0,
omenzando 
on x0 > 0. Analizar el 
omportamiento del m�etodo en los 
asos(a) � � 1 (b) � = 13 (
) � = 12(10) (a) Sea f(x) = (x � r1)(x � r2) : : : (x � rd) donde r1 < r2 < � � � < rd. Probar que six0 > rd la su
esi�on de N-R 
onverge a rd.(b) Para un polinomio P 2 IR[x℄, P (x) = adxd + � � � + a0; ad 6= 0, tal que sus d ra��
esson reales y distintas, se propone el siguiente m�etodo que aproxima los valores detodas sus ra��
es:(i) Se 
omienza 
on un valor x0 mayor que M = maxf1;Pd�1i=0 jaijjadjg (Dato: Mes una 
ota para el m�odulo de todas las ra��
es del polinomio).(ii) Se genera a partir de x0 la su
esi�on de N-R, que, seg�un el ��tem anterior,
onverge a la ra��z m�as grande de P , llam�emosla rd; obteni�endose de estemodo un valor aproximado ~rd.(iii) Se divide P por x� ~rd y se despre
ia el resto, dado que rd � ~rd. Se rede�neahora P 
omo el resultado de esta divisi�on y se 
omienza nuevamente desdeel primer ��tem, para hallar las otras ra��
es.Apli
ar este m�etodo para aproximar todas las ra��
es del polinomio P (x) = 2x3 �4x+ 1.(11) Re
ordar que una ra��z m�ultiple de un polinomio f es una ra��z simple del polinomiof= g
d(f; f 0), donde g
d indi
a el m�aximo 
om�un divisor. Ha
er un programa en Matlab



6. EJERCICIOS 85que aplique el m�etodo N-R a f(x) y a f(x)= g
d(f; f 0) para hallar la ra��z m�ultiple def(x) = (x� 1)(x� 2)2:Demostrar que, a pesar que la fun
i�on f no est�a en las hip�otesis del m�etodo N-R,�este 
onverge (aunque no tan velozmente 
omo 
uando la ra��z m�ultiple se halla 
omosolu
i�on de f= g
d(f; f 0)).(12) Para f una fun
i�on C2 que tiene una ra��z de orden 2 en x0:(a) Demostrar que el m�etodo N-R 
onverge s�olo linealmente a x0.(b) >Cu�al es el orden de 
onvergen
ia de la siguiente modi�
a
i�on?xn+1 = xn � 2 f(xn)f 0(xn)(13) Sea f(x) = 4x3 � 3x+ 1 = 0. La e
ua
i�on f(x) = 0 tiene una ra��z doble. Aproximarla
al
ulando las 10 primeras itera
iones de los m�etodos N-R y N-R 
on la modi�
a
i�ondel ejer
i
io anterior, 
omenzando 
on los valores ini
iales x1 = y1 = 25. Gra�
arsimult�aneamente las dos su
esiones obtenidas.(14) Se quiere apli
ar el m�etodo N-R para dar una tabla de valores de la fun
i�on y(x) de�nidaimpl��
itamente por la e
ua
i�on G(x; y) = 0 en un intervalo [a; b℄.El m�etodo 
onsiste en 
omenzar la tabla en un par de valores x0; y0 que veri�
anx0 = a y G(x0; y0) = 0 y pro
eder por in
rementos en x hasta llegar al valor xN = b.En 
ada paso se obtiene el valor de yn+1 apli
ando el m�etodo N-R a la fun
i�onG(xn+1; y) donde y es la variable y xn+1 permane
e �jo; 
on valor ini
ial el valor deyn obtenido en el paso anterior. Dado que la fun
i�on y(x) se supone 
ontinua, estaele

i�on del valor ini
ial se supone apropiada.(a) Apli
ar el m�etodo para la e
ua
i�on G(x; y) = x2 + y2 � 1 = 0, 
omenzando enx0 = 0; y0 = 1 para valores de x en [0; 1℄. Gra�
ar junto 
on la solu
i�on que seobtiene de despejar anal��ti
amente y 
omparar. Utilizar distintos valores para elin
remento y para la 
antidad de itera
iones del m�etodo N-R en 
ada paso.(b) Apli
ar el m�etodo para G(x; y) = 3x7 + 2y5 � x3 + y3 � 3: Comenzar la tabla enx0 = 0; y0 = 1 y pro
eder por in
rementos en x de 0:2 hasta llegar a x50 = 10:(15) Dada F : IRn ! IRn el m�etodo N-R generalizado 
onsiste en realizar la itera
i�onve
torial xk+1 = xk � (DF jxk)�1:F (xk);donde (DF jxk)�1 es la inversa de la matriz diferen
ial de F evaluada en xk.Usar la versi�on generalizada a varias variables del m�etodo N-R para para resolverel sistema de e
ua
iones2x� 3y = 0; x2 � y2 � 3 = 0
omenzando 
on valores ini
iales (x0; y0) = (2; 1).(16) Resolver 
os(x) = 2x, x > 0 
omenzando 
on x0 = 0:5 y utilizando:(a) La itera
i�on de punto �jo xn+1 = 12 
os(xn)(b) El m�etodo N-R.Gra�
ar, usando Matlab, las su
esiones obtenidas y 
omparar.(17) Sea g una fun
i�on tal que g0 es 
ontinua en [s; b℄, donde s es un punto �jo de g. Siadem�as, se veri�
a que 0 � g0(x) � K < 1 para todo x 2 [s; b℄, mostrar que la itera
i�on,
omenzando 
on x0 2 [s; b℄, 
onverge de
re
ientemente a s.



86 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALES(18) Sea f : IR>0 ! IR de�nida 
omo f(x) = 8x� 1x � ex:(a) Dibujar la gr�a�
a de f y determinar el n�umero de ra��
es de la e
ua
i�on f(x) = 0;lo
alizando 
ada ra��z entre dos enteros 
onse
utivos.(b) Para 
ada una de las siguientes fun
iones:f1(x) = 18(1 + xex); f2(x) = ln�8x� 1x �
onsideramos el siguiente m�etodo iterativo: dado x0 = 1 seaxn+1 = fi(xn); n 2 IN; (i = 1; 2):Estudiar si estas su
esiones 
onvergen ha
ia alguna de las ra��
es de f = 0:(
) Utilizando Matlab, estimar las ra��
es 
on estos dos m�etodos.(19) Sea f(x) = x3�x� 1. Se 
onsideran las dos siguientes itera
iones de m�etodo de punto�jo. g(x) = x3 � 1; h(x) = 3px+ 1:(a) Determinar 
u�ales de estas fun
iones son apropiadas para la itera
i�on.(b) Para las que s�� lo sean:� Determinar un intervalo ini
ial I en el 
ual el m�etodo 
onverja.� Dar un valor ini
ial x0 2 I y la 
antidad de itera
iones ne
esarias paraaproximar la ra��z de f 
on error menor que 10�5 
omenzando 
on el x0dado.(20) Dada la fun
i�on f(x) = x+ 1=x� 2, f : IR>0 ! IR, se 
onstruye el siguiente algoritmopara aproximar la ra��z r = 1: xn+1 = 2� 1=xn(a) Veri�
ar que si x0 > 1 enton
es la su
esi�on fxng es mon�otona de
re
iente y a
otadainferiormente por 1. Con
luir que xn ! 1, aunque esta itera
i�on no est�a en laship�otesis del teorema del punto �jo. >Qu�e hip�otesis no se 
umple?(b) Dar un algoritmo para aproximar la ra��z de f que 
onverja 
uadr�ati
amente.(21) Sea f una fun
i�on C1 en las 
ondi
iones del m�etodo N-R. Sea g(x) = x� f(x)f 0(x) . Mostrarque el m�etodo N-R es un m�etodo de punto �jo.



CAP��TULO 5Interpola
i�onEl objetivo de este 
ap��tulo es estudiar 
�omo puede aproximarse una fun
i�on por polinomios.Una forma de ha
er esto es 
onstruir los polinomios de manera que 
oin
idan 
on la fun
i�ondada en algunos puntos predeterminados, lo que re
ibe el nombre de interpola
i�on polinomial.Analizaremos distintos m�etodos para resolver este problema y estudiaremos el error que se
omete al reemplazar una fun
i�on por un polinomio interpolante.Hay diversos motivos para estudiar este problema. Por un lado, el polinomio interpolante puedeutilizarse para re
onstruir una fun
i�on f a partir de una tabla de valores. Por otra parte, esuna herramienta fundamental para integra
i�on y diferen
ia
i�on num�eri
a, 
omo veremos m�asadelante. 1. Interpola
i�on de LagrangeEn lo que sigue, si n 2 IN0, llamaremos Pn al 
onjunto de polinomios de grado menor o igualque n, in
luyendo el polinomio nulo.Supongamos que se sabe que la tabla de valores(xj): x0 x1 x2 . . . xn(yj): y0 y1 y2 : : : yn
orresponde 
on datos de una fun
i�on 
ontinua que se des
ono
e. Queremos poder modelizardi
ha fun
i�on por medio de un polinomio. Es de
ir, queremos en
ontrar un polinomio tal quep(xj) = yj; 8j = 0; 1; : : : ; n: (5.1)Nuestro primer paso ser�a dar un resultado b�asi
o que estable
e que esto es posible. Mostraremosuna forma 
on
reta de hallar un polinomio p que veri�que (5.1) y adem�as veremos que si elpolinomio es de grado menor o igual que n, �este es �uni
o. Vamos a basar nuestra demostra
i�onen la Base de Lagrange que es una base de polinomios que 
onstruimos a 
ontinua
i�on.Base de Lagrange: Para 
ada punto xj; j = 0; : : : ; n; bus
amos un polinomio de grado n quese anule en todos los xi salvo xj donde queremos que valga 1. Por ejemplo, `0 ser�a un polinomioen Pn tal que se anula en x1; : : : ; xn y `0(x0) = 1.



88 5. INTERPOLACI�ONComo x1; : : : ; xn son ra��
es de `0, `0(x) = �Qni=1(x�xi); donde � es una 
onstante que se eligede modo que `0(x0) = 1. Imponiendo esta 
ondi
i�on obtenemos
`0(x) = nYi=1(x� xi)nYi=1(x0 � xi) :De manera an�aloga, para 
ada j = 1; : : : ; n;, el polinomio `j 2 Pn tal que`j(xi) = Æij = � 1 i = j0 i 6= jestar�a dado por

`j(x) = Yi6=j(x� xi)Yi6=j(xj � xi) (5.2)Los polinomios f`0; `1; : : : ; `ng se 
ono
en 
omo la base de Lagrange. Vale desta
ar que estospolinomios s�olo dependen de los datos fx0; x1; : : : ; xng.Teorema 5.1. Dados x0,. . . ,xn y valores y0; : : : ; yn existe un �uni
o polinomio pn 2 Pn tal quepn(xj) = yj; 8j = 0; : : : ; n:Demostra
i�on. Usando la base de Lagrange de�nimospn(x) = nXj=0 yj`j(x): (5.3)obteniendo un polinomio pn 2 Pn que veri�
a (5.1). Veamos que es �uni
o. Supongamos que haydos polinomios pn, qn 2 Pn que interpolan la tabla de pares (xi; yi), esto es(pn � qn)(xj) = 0 8j = 0; : : : ; n:Enton
es pn � qn es un polinomio de grado menor o igual que n 
on n + 1 ra��
es distintas; esde
ir, pn � qn es el polinomio nulo.



1. INTERPOLACI�ON DE LAGRANGE 89Observa
i�on 5.2. (1) La es
ritura (5.3) se 
ono
e 
omo la forma de Lagrange del poli-nomio interpolador.(2) El polinomio pn puede tener grado estri
tamente menor que n. Por ejemplo, si se
onsidera la tabla de 5 valores(xj): -4 -2 0 1 3(yj): 9 5 1 -1 -5El polinomio de grado menor o igual que 4 que interpola la tabla es p4(x) = �2x+ 1.Gra
ias a la uni
idad, 
omo se trata de un polinomio de grado 1, es su�
iente mostrarque en 
ada xj , p4 toma el valor yj; esto es inmediato.(3) Si los datos 
orresponden 
on una fun
i�on f que es un polinomio de grado menor oigual que n, es de
ir, f 2 Pn y los valores yj = f(xj); enton
es f = pn (la interpola
i�ones exa
ta para polinomios).(4) El polinomio que interpola en n + 1 puntos distintos es �uni
o en Pn. Si se permitemayor grado hay in�nitos. Por ejemplo, si q es un polinomio 
ualquiera, el polinomiop(x) = (�2x+ 1) + q(x)(x+ 4)(x + 2)x(x� 1)(x� 3);tambi�en interpola la tabla dada arriba.Otra forma de demostrar la existen
ia (y de en
ontrar el polinomio) es por el m�etodo de los
oe�
ientes indeterminados. El polinomio ser�a de la formapn(x) = a0 + a1x+ � � �+ anxny se bus
an a0; : : : ; an tales que pn(xj) = yj:Al evaluar, queda formado un sistema (n+ 1)� (n+ 1)0BBB� 1 x0 x20 � � � xn01 x1 x21 � � � xn1... . . . ...1 xn x2n � � � xnn 1CCCA0BBB� a0a1...an 1CCCA = 0BBB� y0y1...yn 1CCCALa matriz de la izquierda se llama matriz de Van der Monde y 
omo s�olo depende de los datosfx0; : : : ; xng suele notarse por V (x0; : : : ; xn).Para ver que existe una solu
i�on (a0; : : : ; an) y que es �uni
a hay que ver que la matriz V (x0; : : : ; xn)es inversible. Esto equivale a ver que el n�u
leo es nulo. Ahora, si (a0; : : : ; an) 2 Nu(V (x0; : : : ; xn))tendr��amos
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a0 + a1xj + a2x2j + : : :+ anxnj = 0 8j = 0; : : : ; n:Enton
es a0 = : : : = an = 0 (pues un polinomio de grado n no nulo no puede tener n+ 1 ra��
esdistintas).Ejemplo 5.3. Anali
emos qu�e su
ede si interpolamos la fun
i�on f(x) = x 23 en el intervalo[�1; 1℄ por un polinomio 
onsiderando puntos equiespa
iados.En este 
aso, sin en
ontrar expl��
itamente el polinomio, si tenemos en 
uenta la paridad de lafun
i�on, podemos pensar que un polinomio de grado par ser�a una buena ele

i�on. La Figura 5.1muestra el gr�a�
o de f junto 
on el polinomio interpolante p que se obtiene al 
onsiderar 11puntos equiespa
iados. Si 
onsideramos la diferen
ia m�axima entre f y el polinomio p evaluadosen una malla su�
ientemente �na (puntos equiespa
iados 
on distan
ia h = 0:01), el error quese obtiene es grande 
omo puede observarse en el gr�a�
o; el error num�eri
o = 1.4886. . .
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Figura 5.1. Interpola
i�on de f(x) = x 23 en [�1; 1℄, (11 puntos equiespa
iados)2. Error de interpola
i�onCuando los datos obtenidos 
orresponden 
on datos de una fun
i�on f de�nida en [a; b℄ y x0,x1,. . . , xn 2 [a; b℄ son n + 1 puntos distintos, el polinomio interpolador a en
ontrar ser�a unpolinomio pn 2 Pn que 
oin
ida 
on f en di
hos puntos, es de
ir pn veri�
a quepn(xj) = f(xj) 8j = 0; : : : ; n:La ventaja de obtener un polinomio que interpola a una fun
i�on f de la 
ual s�olo se 
ono
ensus valores en los puntos fx0; : : : ; xng es que, el polinomio, arroja una f�ormula que permitesustituir la fun
i�on f y ha
er evalua
iones en puntos diferentes a los 
ono
idos. Para que este



2. ERROR DE INTERPOLACI�ON 91reemplazo tenga alguna validez num�eri
a es importante 
ono
er una estima
i�on del error quese 
omete. Para esto ser�a ne
esario suponer que la fun
i�on f veri�
a algunas 
ondi
iones desuavidad. Llamemos a este error:En(x) = f(x)� pn(x); x 2 [a; b℄:Con el siguiente teorema, damos el primer paso para poder estimar el error 
ometido; es de
ir,damos una expresi�on para En(x).Dados los puntos x0; : : : ; xn, utilizaremos la nota
i�on Wn+1 para designar al polinomio m�oni
ode grado n+ 1 que se anula en esos puntos. Es de
ir,Wn+1(x) = (x� x0) � � � (x� xn)Teorema 5.4. Sean f 2 Cn+1[a; b℄ y pn 2 Pn el polinomio interpolador de f en x0; : : : ; xnpuntos del intervalo [a; b℄. Para 
ada x 2 [a; b℄, existe � 2 [a; b℄, � = �(x), tal queEn(x) = f(x)� pn(x) = f (n+1)(�)(n+ 1)! Wn+1(x):Demostra
i�on. Notar que En(xj) = 0 y Wn+1(xj) = 0 para todo j. Por lo tanto, podemossuponer x 6= xj. Fijado x de�nimos la siguiente fun
i�on de t,F (t) = f(t)� pn(t)� �Wn+1(t)donde � se elige de modo que F (x) = 0. O sea, � = f(x)�pn(x)Wn+1(x) , que est�a bien de�nida puesWn+1(x) 6= 0. Observemos que para todo j,F (xj) = f(xj)� pn(xj)� �Wn+1(xj) = 0:Enton
es F se anula en los n+2 puntos x0; : : : ; xn; x. En 
onse
uen
ia, por el teorema de Rolle,F 0 tiene al menos n+ 1 
eros, F 00 al menos n 
eros y as�� siguiendo se tiene que existe un punto� 2 (a; b) tal que F (n+1)(�) = 0: ComoF (n+1)(t) = f (n+1)(t)� (n+ 1)!�Se obtiene, f (n+1)(�)(n+ 1)! = f(x)� pn(x)Wn+1(x)lo que 
on
luye la demostra
i�on.Ejemplo 5.5. Anali
emos qu�e su
ede si se quiere interpolar la fun
i�on f(x) = 
os(x)3 en elintervalo [�3; 3℄ por un polinomio.



92 5. INTERPOLACI�ONSi se eligen 10 puntos equiespa
iados se obtiene un polinomio 
omo muestra la Figura 5.2.Si 
onsideramos el error num�eri
o, que es el que se obtiene 
omo diferen
ia m�axima entre fy el polinomio evaluados en una malla su�
ientemente �na (puntos equiespa
iados 
on pasoh = 0:01) se tiene un error de 0.4303. . . Tan s�olo al 
onsiderar 25 puntos equiespa
iados (tomadosa intervalos de longitud 0.25) se obtiene un error num�eri
o menor que 10�6. En este 
aso, enuna �gura 
omo la anterior, los gr�a�
os del polinomio y la fun
i�on se 
onfunden.
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Figura 5.2. Interpola
i�on de f(x) = 
os(x)3 en [�3; 3℄, (10 puntos equiespa
iados)3. Forma de NewtonLa forma de Newton es 
onveniente para 
al
ular el polinomio, en Pn, que interpola a unafun
i�on f en x0; : : : ; xn�1; xn una vez 
ono
ido el polinomio interpolador de f en x0; : : : ; xn�1.La forma de Newton del polinomio interpolador puede verse 
omo una generaliza
i�on del poli-nomio de Taylor aso
iado a una fun
i�on. En esta 
onstru

i�on apare
en las diferen
ias divididasque presentamos a 
ontinua
i�on.Primera diferen
ia dividida f [x0; x1℄ = f(x1)� f(x0)x1 � x0 :Segunda diferen
ia divididaf [x0; x1; x2℄ = f [x1; x2℄� f [x0; x1℄x2 � x0 :As�� su
esivamente se de�ne la diferen
ia de orden k aso
iada a los puntos x0; : : : ; xk,
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f [x0; : : : ; xk℄ = f [x1; : : : ; xk℄� f [x0; : : : ; xk�1℄xk � x0 :La 
onstru

i�on de la forma de Newton se basa en la siguiente idea. Una vez obtenido pk 2 Pkque interpola a f en x0; : : : ; xk es
ribimos pk+1 2 Pk+1 
omopk+1(x) = pk(x) + ak+1(x� x0) � � � (x� xk):Observemos que 
omo el t�ermino agregado no modi�
a el valor de pk en x0; : : : ; xk, pk+1 tambi�eninterpola a f en esos puntos independientemente del valor de ak+1. Por otra parte, podemoselegir ak+1 = f(xk+1)� pk(xk+1)(xk+1 � x0) � � � (xk+1 � xk)de modo que pk+1(xk+1) = f(xk+1):Iterando este pro
edimiento desde k = 1 hasta k = n� 1 se obtiene la forma de Newtonpn(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1) + : : : + an(x� x0) � � � (x� xn�1)En lo que sigue veremos que los aj resultan ser las diferen
ias divididas y por lo tanto estaexpresi�on es an�aloga al polinomio de Taylor.Por ejemplo si n = 1, p1(x) = a0 + a1(x� x0)y 
omo p1(x0) = f(x0) p1(x1) = f(x1)tenemos a0 = f(x0) a1 = f [x0; x1℄:Si n = 2, p2(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1):Como en el 
aso n = 1, de las igualdades p1(x0) = f(x0) y p1(x1) = f(x1) queda
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a0 = f(x0) a1 = f [x0; x1℄:Veamos ahora que a2 = f [x0; x1; x2℄:Sabemos ya que el polinomio p1(x) que interpola a f en x0; x1 se es
ribe 
omop1(x) = f(x0) + f [x0; x1℄(x� x0):An�alogamente, si q1(x) 2 P1 interpola a f en x1; x2 tenemos,q1(x) = f(x1) + f [x1; x2℄(x� x1):Enton
es, el polinomio r(x) = (x� x0)q1(x)� (x� x2)p1(x)x2 � x0tiene grado menor o igual que 2 y veri�
a r(xj) = f(xj) para j = 0; 1; 2. Por lo tanto, 
oin
ide
on p2.En 
onse
uen
ia, igualando los 
oe�
ientes de x2 de r y p2 se obtienea2 = f [x1; x2℄� f [x0; x1℄x2 � x0 = f [x0; x1; x2℄:El mismo argumento puede apli
arse para demostrar el siguiente teorema.Teorema 5.6. El polinomio pn 2 Pn, que interpola a f en los puntos x0; : : : ; xn est�a dado porpn(x) = f(x0) + f [x0; x1℄(x� x0) + � � � + f [x0; : : : ; xn℄(x� x0) : : : (x� xn�1) (5.4)No s�olo los 
oe�
ientes del polinomio interpolador pueden expresarse en t�erminos de las difer-en
ias divididas, sino tambi�en el error 
omo lo muestra el siguiente teorema.Teorema 5.7. Si pn 2 Pn interpola a f en los puntos x0; : : : ; xn, se tiene la siguiente expresi�ondel error En(x) = f(x)� pn(x) = f [x0; : : : ; xn; x℄Wn+1(x):Demostra
i�on. Agregamos xn+1 a la su
esi�on fx0; : : : ; xng y 
onsideramos pn y pn+1 
omo en(5.4), enton
es se tiene



4. POLINOMIOS DE TCHEBYCHEV - MINIMIZACI�ON DEL ERROR 95pn+1(x) = f(x0) + f [x0; x1℄(x� x0) + � � �+ f [x0; : : : ; xn+1℄(x� x0) � � � (x� xn)= pn(x) + f [x0; : : : ; xn+1℄Wn+1(x):Por lo tanto f(xn+1) = pn+1(xn+1) = pn(xn+1) + f [x0; : : : ; xn+1℄Wn+1(xn+1):De aqu�� se dedu
e que el error satisfa
eEn(xn+1) = f(xn+1)� pn(xn+1) = f [x0; : : : ; xn+1℄Wn+1(xn+1):Como tomamos xn+1 
ualquier punto distinto de x0; : : : ; xn se tiene para todo x,En(x) = f(x)� pn(x) = f [x0; : : : ; xn; x℄Wn+1(x):Corolario 5.8. Dados x0; : : : ; xn puntos distintos, existe � intermedio, es de
ir � entre x0; : : : ; xntal que f [x0; : : : ; xn℄ = f (n)(�)n! :Demostra
i�on. Evaluando en x = xn la expresi�on del error En�1 = f�pn�1, dada por el teoremaanterior tenemos, En�1(xn) = f [x0; : : : ; xn℄(xn � x0) � � � (xn � xn�1)lo que junto 
on la f�ormula del error dada en el Teorema 5.4 
on
luye la demostra
i�on.4. Polinomios de T
heby
hev - Minimiza
i�on del ErrorUna pregunta natural es 
�omo elegir los puntos de interpola
i�on para optimizar la aproxima
i�on.El Teorema 5.4 nos di
e que el error depende de f (n+1) en alg�un punto del intervalo y de lospuntos xj a trav�es del polinomio Wn+1(x) = (x � x0)(x � x1) � � � (x � xn). Como se pretendeobtener una buena aproxima
i�on sin tener informa
i�on sobre la fun
i�on f , la idea es elegir lospuntos de manera tal que kWn+1(�)k1 sea m��nima. Este problema, que en prin
ipio pare
e 
om-pli
ado, fue resuelto por T
heby
hev en el siglo XIX introdu
iendo una su
esi�on de polinomios,que hoy llevan su nombre.Para simpli�
ar la presenta
i�on resolveremos el problema para fun
iones de�nidas en el intervalo[�1; 1℄. M�as adelante veremos que se puede trasladar la 
onstru

i�on a 
ualquier intervalo [a; b℄mediante un 
ambio de variables.Los polinomios de T
heby
hev se de�nen para k = 0; 1; 2; : : : por
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Tk(x) = 
os(k 
os�1 x)donde 
os�1 es la inversa de 
os : [0; �℄! [�1; 1℄.En prin
ipio no es evidente que Tk sea un polinomio. Pero esto puede verse utilizando identidadestrigonom�etri
as. En efe
to, T0(x) = 1; T1(x) = xy 
omo 
os(�+ �) + 
os(�� �) = 2 
os� 
os �, si ponemos x = 
os � resultaTk+1(x) = 
os((k + 1)�) = 2 
os � 
os(k�)� 
os((k � 1)�);es de
ir, Tk+1(x) = 2xTk(x)� Tk�1(x): (5.5)Algunos ejemplos que siguen a T0 y T1 
uyos gr�a�
os se muestran en la Figura 5.3 sonT2(x) = 2x2 � 1; T4(x) = 8x4 � 8x2 + 1;T3(x) = 4x3 � 3x; T5(x) = 16x5 � 20x3 + 5x
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Figura 5.3. Polinomios de T
heby
hev



4. POLINOMIOS DE TCHEBYCHEV - MINIMIZACI�ON DEL ERROR 97Los polinomios de T
heby
hev tienen las siguientes propiedades.Proposi
i�on 5.9. Sea Tk el polinomio de T
heby
hev de grado k.(1) El 
oe�
iente prin
ipal de Tk es 2k�1, para todo k 2 IN.(2) Las ra��
es del polinomio Tk se en
uentran en el intervalo [�1; 1℄ y son de la formaxi = 
os�(2i + 1)�2k �para i = 0; 1; : : : ; k � 1: En parti
ular, son todas distintas.(3) kTkk1 = 1. Adem�as, Tk al
anza los valores 1 y -1 en k + 1 puntos, es de
ir,kTkk1 = jTk(yi)j = 1 para yi = 
os( i�k )
on i = 0; : : : ; k:Demostra
i�on. La primer a�rma
i�on puede verse de la rela
i�on de re
urren
ia (5.5).Como Tk(x) = 
os(k 
os�1 x), Tk(x) = 0 si y s�olo si el argumento es m�ultiplo impar de �2 . Esde
ir, para i 2 ZZ, k 
os�1(x) = (2i + 1)�2x = 
os( (2i+1)k �2 )ambas a�rma
iones de (2) quedan probadas. Es de
ir, las ra��
es pertene
en al intervalo [�1; 1℄y variando los valores de i = 0; 1; : : : ; k � 1 se obtienen todas.Para probar (3), basta notar que jTk(x)j � 1 por ser imagen de la fun
i�on 
oseno. Adem�as, sobrelos puntos yi = 
os( i�k ), Tk toma alternativamente los valores 1;�1 y por lo tanto la norma esexa
tamente 1.Ahora s��, estamos en 
ondi
iones de enun
iar y probar el resultado que anti
ipamos. Es de
ir,entre todas las posibles ele

iones de n+ 1 puntos en [�1; 1℄, los 
eros de Tn+1 son los puntosde interpola
i�on que hay que elegir para minimizar la expresi�on k(x � x0) : : : (x � xn)k1 queapare
e en la f�ormula del error.Teorema 5.10. Entre todos los polinomios m�oni
os de grado n+ 1,Wn+1(x) = 12nTn+1(x)minimiza la norma k k1 en [�1; 1℄. O sea, si P 2 Pn+1 y es m�oni
o enton
es,kWn+1k1 � kPk1:Demostra
i�on. Como el 
oe�
iente prin
ipal de Tn+1 es 2n se tiene que Wn+1 es m�oni
o.Supongamos que existe un polinomio P 2 Pn+1, m�oni
o tal quekPk1 < kWn+1k1:



98 5. INTERPOLACI�ONPor la proposi
i�on anterior, jWn+1(x)j al
anza su m�aximo (que es 12n ) en los n + 2 puntosyi = 
os( i�n+1 ), i = 0; : : : ; n + 1. Esto es, si restringimos Wn+1 a [yi; yi+1℄, Wn+1 al
anza lanorma in�nito en 
ada uno de estos subintervalos. Enton
es, en 
ada subintervalo se mantienela rela
i�on kPkL1[yi;yi+1℄ < 12n = kWn+1kL1[yi;yi+1℄: (5.6)Por otra parte, Wn+1(yi) = �Wn+1(yi+1). Supongamos, por ejemplo, que Wn+1(yi) > 0 (en el
aso 
ontrario se pro
ede de manera an�aloga). Enton
es, de la desigualdad (5.6) se sigue queP (yi) < Wn+1(yi) y que P (yi+1) > Wn+1(yi+1).Luego, el polinomio Q(x) = P (x) �Wn+1(x) tiene al menos un 
ero en el intervalo (yi; yi+1) y
omo hay n+2 valores de yi, resulta que Q tiene al menos n+1 
eros. Pero tanto P 
omo Wn+1son polinomios de grado n + 1 y ambos son m�oni
os de donde se dedu
e que Q tiene grado alo sumo n. Esto es una 
ontradi

i�on pues a
abamos de ver que Q tiene n+ 1 ra��
es distintas.Luego, un tal P no puede existir.Observa
i�on 5.11. Puede demostrarse, aunque no lo haremos aqu��, que la desigualdad delteorema es estri
ta, o sea, kWn+1k1 < kPk1 si P 6= Wn+1 es un polinomio m�oni
o P 2 Pn+1.Es de
ir el minimizante es �uni
o.Ejemplo 5.12. Se quiere aproximar la fun
i�on f(x) = x 23 en el intervalo [�1; 1℄ por un polinomioque la interpola en 11 puntos.
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Figura 5.4. Interpola
i�on de f(x) = x 23 en los 
eros de T11Si se eligen los nodos 
omo los 
eros de T11 se obtiene un polinomio 
omo muestra la Figura 5.4(
omparar 
on Figura 5.1). En este 
aso el error num�eri
o 
ometido es menor que 0.1408,(
omparar 
on Ejemplo 5.3).



4. POLINOMIOS DE TCHEBYCHEV - MINIMIZACI�ON DEL ERROR 99Veamos ahora 
omo se apli
a el Teorema 5.7 para a
otar el error 
uando se usan las ra��
es deTn+1 
omo puntos de interpola
i�on.Teorema 5.13. Sea f 2 Cn+1[�1; 1℄. Si pn 2 Pn es el polinomio que interpola a f en las ra��
esde Tn+1 enton
es, kf � pnk1 � kf (n+1)k12n(n+ 1)! :Demostra
i�on. Basta observar que Wn+1 = 12nTn+1 para obtenerf(x)� pn(x) = f (n+1)(�)(n+ 1)! Wn+1(x) = f (n+1)(�)2n(n+ 1)!Tn+1(x);donde � 2 [�1; 1℄. Enton
es, el resultado se sigue del he
ho de que jTn+1(x)j � 1.Ejemplo 5.14. Sea f : [�1; 1℄ ! IR dada por f(x) = e3x. Queremos 
omparar las 
otas delerror que se produ
e al estimar el valor de f(0:8) al usar el polinomio interpolador de grado 4
onstruido 
on puntos equiespa
iados y 
on los 
eros del polinomio T5.Comen
emos observando que f (5)(x) = 243e3x y por lo tantokf (5)k15! � 243e35! � 4880:795! :Si interpolamos f en 
in
o puntos equiespa
iados tenemos queW5(x) = (x+ 1)(x+ 0:5)x(x � 0:5)(x � 1);enton
es jW5(0:8)j = 0:11232 y usando la f�ormula del error obtenemosj(f � p4)(0:8)j � 4880:795! 0:11232 � 4:57:Cuando en realidad jE4(0:8)j = 0:4591 : : :Notar que en este 
aso, se sobre estima el error en un fa
tor de 10.Ahora, interpolamos usando los 
eros de T4. La 
ota que se obtiene de la f�ormula de error esjE4(0:8)j � 4880:795!24 = 2:54;mientras que E4(0:8) = f(0:8)� p4(0:8) = 0:2544:



100 5. INTERPOLACI�ONObservemos que tanto el error 
omo su estima
i�on se redu
en aproximadamente la mitad queen el 
aso de puntos equiespa
iados.Observa
i�on 5.15. Una trasla
i�on lineal del intervalo [a; b℄ al intervalo [�1; 1℄ nos permite darlos polinomios de T
heby
hev 
orrespondientes al intervalo [a; b℄.En efe
to, es f�a
il ver que el 
ambio de variables t = 2(x� a)b� a � 1 es la transforma
i�on men-
ionada. Por lo tantoeTk(x) = Tk(t) = Tk �2(x� a)b� a � 1� = 
os�k 
os�1�2(x� a)b� a � 1��es un polinomio de grado k que tiene propiedades an�alogas a Tk pero ahora en el intervalo [a; b℄.En parti
ular se tiene:(1) La rela
i�on de re
urren
ia:eTk+1(x) = 2�2(x� a)b� a � 1� eTk(x)� eTk�1(x)(2) El 
oe�
iente prin
ipal de eTk(x) es 2k�1( 2b�a )k.(3) Los 
eros de eTk(x) son de la formaxj = b� a2 
os�(2j + 1)�2k �+ b+ a2 8j = 0; : : : ; k � 1:(4) Interpolando en los 
eros de eTn+1Wn+1(x) = 12n �b� a2 �n+1 eTn+1(x) y kWn+1k1 = 12n �b� a2 �n+1obteni�endose, para x 2 [a; b℄, la 
ota del errorjf(x)� pn(x)j � kf (n+1)k1(n+ 1)!2n �b� a2 �n+1 :Antes de pro
eder 
on algunos 
omentarios �nales estudiemos el an�alogo al Ejemplo 5.5 
on-siderando 
omo nodos los 
eros del 
orrespondiente polinomio de T
heby
hev.Ejemplo 5.16. Se quiere aproximar la fun
i�on f(x) = 
os(x)3 en el intervalo [�3; 3℄ por unpolinomio que la interpola en los 
eros de T10.Al elegirse 
omo nodos los 
eros de T10 se obtiene un polinomio 
omo muestra la Figura 5.5(
omparar 
on Figura 5.2). En este 
aso el error num�eri
o 
ometido es menor que 4 � 10�3.Comparar 
on Ejemplo 5.5 en el que se interpola la misma fun
i�on en 10 puntos equiespa
iados.
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Figura 5.5. Interpola
i�on de f(x) = 
os(t)3 en [�3; 3℄, (en los 
eros de T10)Comentarios:(1) A partir de la f�ormula del error dada en el Teorema 5.4 puede demostrarse que si fes una fun
i�on entera, es de
ir, admite desarrollo de Taylor 
onvergente en todo IR,enton
es kf � pnkL1[a;b℄ ! 0 (n!1):
ualesquiera sean los puntos de interpola
i�on.(2) No podemos asegurar 
onvergen
ia uniforme, es de
ir, en norma in�nito, si se 
ambiala hip�otesis f entera por f 2 C1(IR). Por ejemplo, si se eligen puntos equidistribuidosen el intervalo [�1; 1℄ se sabe que el error no tiende a 
ero para la fun
i�on de Rungef(x) = 11 + 25x2(3) El 
omportamiento de la interpola
i�on en los puntos de T
heby
hev es mu
ho mejor.Por ejemplo, puede demostrarse que si la fun
i�on f es derivablekf � pnk1 ! 0 (n!1):(4) La interpola
i�on en los puntos de T
heby
hev no 
onverge para 
ualquier fun
i�on 
on-tinua. O sea, puede verse que existe f 
ontinua tal que kf�pnk1 6! 0. M�as a�un puededemostrarse el siguienteTeorema. (Faber) Dados puntos



102 5. INTERPOLACI�ONx00x10 x11x20 x21 x22x30 x31 x32 x33...arbitrarios en [a; b℄, existe f 
ontinua tal que kf � pnk1 6! 0, donde pn es el polinomiointerpolador en xn0 ; : : : ; xnn.5. Interpola
i�on de HermiteEn algunos 
asos interesa tambi�en 
onsiderar junto 
on los valores de una fun
i�on f datosrela
ionados 
on sus derivadas. Por ejemplo, puede bus
arse un polinomio p que interpola a fen determinados puntos y que adem�as p0 
oin
ida 
on f 0 en algunos de esos puntos. M�as engeneral, se tiene el siguiente teorema que fue probado por Hermite.Teorema 5.17. Dada una fun
i�on f , puntos x0; : : : ; xk y m0; : : : ;mk 2 IN0 tales que m0+ : : :+mk = n+ 1, existe un �uni
o polinomio p 2 Pn que satisfa
e8>>><>>>: p(x0) = f(x0); p0(x0) = f 0(x0); : : : p(m0�1)(x0) = f (m0�1)(x0);p(x1) = f(x1); p0(x1) = f 0(x1); : : : p(m1�1)(x1) = f (m1�1)(x1);... ... ...p(xk) = f(xk); p0(xk) = f 0(xk); : : : p(mk�1)(xk) = f (mk�1)(xk):No haremos una demostra
i�on de este teorema pero para dar una idea mostramos la 
onstru

i�ondel polinomio interpolador en un 
aso parti
ular; donde adem�as puede verse 
�omo se generalizala de�ni
i�on de diferen
ias divididas para valores de xi no todos distintos.Se bus
a un polinomio p 2 P3 que 
umpla� (i) p(x0) = f(x0); (iii) p(x1) = f(x1);(ii) p0(x0) = f 0(x0); (iv) p0(x1) = f 0(x1):Como f1; x� x0; (x� x0)2; (x� x0)2(x� x1)g forman una base de P3 por ser todos de distintogrado, 
ualquier polinomio en P3 se puede es
ribir de la formap(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)2 + a3(x� x0)2(x� x1):Las 
ondi
iones (i); (ii) se satisfa
en si y s�olo si a0 = f(x0) y a1 = f 0(x0). Ahora hay quedeterminar a2 y a3 para que se 
umplan las dos 
ondi
iones restantes. Para simpli�
ar lanota
i�on ponemos h = (x1 � x0), enton
es se tiene
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p(x1) = a0 + ha1 + h2a2 = f(x0) + f 0(x0)h+ a2h2Para que se satisfaga la 
ondi
i�on (iii) debe sera2 = f(x1)� f(x0)� f 0(x0)hh2 = �f(x1)� f(x0)h � f 0(x0)� 1h:Observemos que limx1!x0 f [x0; x1℄ = f 0(x0) por lo que resulta natural generalizar la primerdiferen
ia dividida poniendo f [x0; x0℄ = f 0(x0):De esta manera se obtiene, de la de�ni
i�on de segunda diferen
ia dividida,f [x0; x0; x1℄ = f [x0; x1℄� f [x0; x0℄x1 � x0 = �f(x1)� f(x0)h � f 0(x0)� 1hy por lo tanto, a2 = f [x0; x0; x1℄:Por �ultimo, queremos que p0(x1) = f 0(x1): Enton
es, debemos elegir a3 para que se 
umplaf 0(x1) = a1 + 2a2h+ a3h2 = f 0(x0) + 2f [x0; x0; x1℄h+ a3h2de d�onde, a3 = 1h2 �f 0(x1)� f 0(x0)� 2f [x0; x0; x1℄h�= 1h2 (f [x1; x1℄� f [x0; x0℄� 2f [x0; x0; x1℄h)= 1h2 (f [x1; x1℄� f [x0; x1℄ + f [x0; x1℄� f [x0; x0℄� 2f [x0; x0; x1℄h)= 1h (f [x0; x1; x1℄ + f [x0; x0; x1℄� 2f [x0; x0; x1℄)= f [x0; x1; x1℄� f [x0; x0; x1℄x1 � x0 :O sea a3 = f [x0; x0; x1; x1℄:



104 5. INTERPOLACI�ONEn 
onse
uen
ia, hemos demostrado que el �uni
o polinomio en P3 que satisfa
e las 
ondi
ionespedidas esp3(x) = f [x0℄ + f [x0; x0℄(x� x0) + f [x0; x0; x1℄(x� x0)2 + f [x0; x0; x1; x1℄(x� x0)2(x� x1):Esto generaliza la forma de Newton para xi no todos distintos.6. Interpola
i�on por polinomios a trozosEn mu
hos 
asos para lograr una mejor aproxima
i�on es 
onveniente utilizar fun
iones polinomi-ales a trozos 
omo interpolantes. De esta manera se parte el intervalo de manera tal que en 
adasubintervalo se elige un polinomio distinto que interpola los datos. Por ejemplo, al interpolar
on polinomios de grado uno a trozos, quedan poligonales.
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Aproximación por poligonales 

Figura 5.2 

f(x) 

Partimos el intervalo [a; b℄ en subintervalos [xj; xj+1℄, a = x0 < x1 < x2 : : : < xn = b. Dadaf : [a; b℄! IR de�nimos la fun
i�on interpolante qn(x) tal queqn j[xj ;xj+1℄2 P1:Consideremos el 
aso de puntos equiespa
iados o sea, xj = a+ jh 
on h = b�an . Para 
ualquierf 2 C2[a; b℄ y 
ualquier x 2 [xj ; xj+1℄, usando el Teorema 5.4 tenemosf(x)� qn(x) = f 00(�j)2 (x� xj)(x� xj+1):Enton
es
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kf � qnk1 � kf 00k12 h24 = kf 00k18 (b� a)2n2 ! 0
uando n!1:Ejemplo 5.18. Sea f : [�1; 1℄ ! IR, la fun
i�on de Runge f(x) = 11 + 25x2 : Puede verse quekf 00k1 = 50. En 
onse
uen
ia, aproximando por poligonales obtenemoskf � qnk1 � kf 00k18 � 2n�2 = 25n2 :Luego, en este 
aso, interpolando por poligonales obtenemos una aproxima
i�on mu
ho mejorque la que se obtiene interpolando 
on un polinomio, si se utilizan los mismos puntos.Splines 
�ubi
os.En mu
hos problemas interesa aproximar por fun
iones derivables. Esto no puede lograrseaproximando por poligonales y por lo tanto es ne
esario aumentar el grado de los aproximantes.Un m�etodo 
l�asi
o es el 
orrespondiente a grado tres, splines 
�ubi
os. Vamos a ver que, de estamanera, puede obtenerse un aproximante C2.Dada f 2 C[a; b℄ y a = x0 < x1 < x2 : : : < xn = b bus
amos S tal que S; S0 y S00 sean 
ontinuasen [a; b℄ y adem�as se veri�queS(xj) = f(xj) para 0 � j � n y S j[xj ;xj+1℄2 P3:Por ejemplo si n = 3, 
omo Sj 2 P3 tenemos 4 � 3 = 12 
oe�
ientes a determinar. Veamos
u�antas 
ondi
iones se tienen que satisfa
er. Tenemos que veri�
ar,S0(x0) = f(x0); S1(x1) = f(x1); S2(x2) = f(x2);S0(x1) = S1(x1); S1(x2) = S1(x2); S2(x3) = f(x3):es de
ir, seis 
ondi
iones. Si adem�as queremos S0 y S00 
ontinuas en x1, x2 tenemos 
uatro
ondi
iones m�as. O sea, en total diez 
ondi
iones para do
e in
�ognitas. Una 
uenta an�alogapuede ha
erse en el 
aso general para ver que la 
antidad de 
oe�
ientes a determinar supera endos al n�umero de 
ondi
iones.Luego, si hay solu
i�on habr�a in�nitas pues tenemos dos 
oe�
ientes para �jar arbitrariamente.Lo natural enton
es es �jar S0(x0) y S0(xn) o bien S00(x0) y S00(xn). Elegiremos esta �ultimaop
i�on por ser m�as simple.



106 5. INTERPOLACI�ONTeorema 5.19. Dada f 2 C[a; b℄ y a = x0 < x1 < x2 : : : < xn = b, existe un �uni
a S 2 C2[a; b℄tal que 8<: S(xj) = f(xj) 0 � j � nS j[xj ;xj+1℄2 P3
on S00(a) = S00(b) = 0:Demostra
i�on. Para j = 0; : : : ; n� 1 usaremos la nota
i�onSj = S j[xj ;xj+1℄ y hj = xj+1 � xj:La fun
i�on S bus
ada debe 
umplir que S00 es una poligonal. Por lo tanto, si S00(xj) = yj, S00j sees
ribe 
omo S00j (x) = yj xj+1 � xhj + yj+1x� xjhj 0 � j � n� 1:Veremos que es posible en
ontrar valores yj de tal forma que se 
umplan las 
ondi
iones requeri-das para S. Integrando dos ve
es obtenemos, para x 2 [xj ; xj+1℄, 
on 0 � j � n� 1Sj(x) = yj6hj (xj+1 � x)3 + yj+16hj (x� xj)3 + 
j(x� xj) + dj(xj+1 � x) (5.7)donde 
j, dj son 
onstantes a determinar que provienen de la integra
i�on.Observemos que para 
ualquier ele

i�on de yj, 
j y dj , S00 resulta 
ontinua por ser poligonal.Por lo tanto resta ver que esas 
onstantes pueden elegirse de manera que se veri�quen las otras
ondi
iones requeridas sobre S y S0.Para que S sea 
ontinua e interpole a f tenemos que elegir 
j , dj tal queSj(xj) = f(xj) y Sj(xj+1) = f(xj+1); 0 � j � n� 1de lo que, reemplazando en (5.7), obtenemos
j = f(xj+1)hj � yj+1hj6 y dj = f(xj)hj � yjhj6y por lo tanto, para 
ada 0 � j � n� 1Sj(x) = yj6hj (xj+1 � x)3 + yj+16hj (x� xj)3++�f(xj+1)hj � yj+1hj6 � (x� xj) +�f(xj)hj � yjhj6 � (xj+1 � x):



7. EJERCICIOS 107Derivando, y utilizando la nota
i�on �fj = f(xj+1)� f(xj), obtenemosS0j(x) = � yj2hj (xj+1 � x)2 + yj+12hj (x� xj)2 + �fjhj � hj6 (yj+1 � yj)y tenemos que elegir yj para que se 
umpla la 
ondi
i�on que falta, es de
ir, que S0 sea 
ontinua,o sea S0j(xj) = S0j�1(xj) 1 � j � n� 1de lo que resulta que las n + 1 in
�ognitas yj deben ser solu
i�on del siguiente sistema de n � 1e
ua
iones, hj�1yj�1 + 2(hj + hj�1)yj + hjyj+1 = bj
on bj = 6��fjhj � �fj�1hj�1 �Como tenemos dos in
�ognitas m�as que e
ua
iones, podemos dar valores arbitrarios a y0, yn y,pasando los t�erminos 
orrespondientes al lado dere
ho, obtenemos el sistema tridiagonal,0BBB� 
1 h1 0 � � � 0h1 
2 h2 � � � 0... ... . . . ...0 � � � � � � 
n�1 1CCCA0BBB� y1y2...yn�1 1CCCA = 0BBB� b1 � h0y0b2...bn�1 � hn�1yn 1CCCAdonde 
i = 2(hi + hi�1).Ahora, 
omo A es diagonal estri
tamente dominante, enton
es es inversible. Por lo tanto existesolu
i�on �uni
a una vez elegidos y0, yn.Por ejemplo podemos elegir y0 = yn = 0 para que se satisfagan las 
ondi
iones S00(x0) = 0 yS00(xn) = 0, lo que 
on
luye la demostra
i�on.Observemos que en general S0(xj) 6= f 0(xj) y S00(xj) 6= f 00(xj).7. Ejer
i
ios(1) Para 
ada uno de los 
onjuntos de datos dados en las siguientes tablas 
al
ular elpolinomio p(x) interpolador de grado menor o igual que 3, en la forma de Lagrange.Veri�
ar utilizando el 
omando poly�t de Matlab. Gra�
ar el polinomio interpolador,usando el 
omando polyval.x -1 0 2 3y -1 3 11 27 x -1 0 1 2y -3 1 1 3(2) Repetir el problema anterior, usando el m�etodo de 
oe�
ientes indeterminados.



108 5. INTERPOLACI�ON(3) (a) Construir las tablas de diferen
ias divididas para los datos del Ejer
i
io 1, y em-plearlas para 
onstruir los polinomios interpoladores.(b) Agregar a las tablas de datos del Ejer
i
io 1 el punto x = 4; y = 1. Aumentar lastablas de diferen
ias divididas y 
al
ular los polinomios interpoladores.(4) Considerar la fun
i�on f(x) = 11 + 25x2 en el intervalo [-1,1℄. Gra�
ar f junto 
on lospolinomios que resultan de interpolar a f en los n + 1 puntos equiespa
iados x0 =�1; : : : ; xi = x0 + 2in ; : : : ; xn = 1; para n = 5; 10; 15.(5) Repetir el Ejer
i
io 4 para la fun
i�on f1 : [�1; 1℄ ! IR, f1(x) = jxj y para la fun
i�onf2 : [�1; 1℄! IR, f2(x) = sen(�x).(6) Sea f : [0; 5℄ ! IR, f(x) = 2x. Sea Pn un polinomio de grado n que interpola a fen n + 1 puntos distintos 
ualesquiera de di
ho intervalo. Demostrar que para todox 2 [0; 5℄; jPn(x)� f(x)j � 32:5n+1(n+ 1)!(7) Sea f una fun
i�on C1 tal que para todo k 2 IN y para todo x 2 [a; b℄ se tiene:jf (k)(x)j � Ckk!Mostrar que, si 0 < C < 1b� a y Pn en un polinomio de grado n que interpola a f enn+1 puntos distintos, enton
es Pn 
onverge a f uniformemente, es de
ir, kf�Pnk1 ! 0
uando n tiende a 1.(8) Sea f : [�1; 1℄! IR, f(x) = 1a+ x . Sean (xn)n�0 una su
esi�on arbitraria de puntos en[�1; 1℄ y Pn(x) el polinomio que interpola a f(x) en x0; x1; : : : ; xn. Demostrar que sia > 3 enton
es Pn 
onverge a f uniformemente.(9) (a) Dado el intervalo [a; b℄, sea m el punto medio entre a y b y sea h � (b� a)=2. Seap = m� h y q = m+ h. Demostrar que para todo x en [a; b℄,j(x� p)(x� q)j � (b� a)24 :(b) Sean x0 = a; : : : ; xi = x0 + b�an ; : : : ; xn = b, n + 1 puntos equiespa
iados en elintervalo [a; b℄. Demostrar que para todo x en [a; b℄,j(x� x0) : : : (x� xn)j � (b� a)n+12n+1 :(10) Sea f : [��; �℄ ! IR, f(x) = sen(x). Sea Pn un polinomio de grado n que interpola af en n+ 1 puntos equiespa
iados en di
ho intervalo.(a) Demostrar que para todo x 2 [��; �℄jPn(x)� f(x)j � �n+1(n+ 1)!(b) Con
luir que Pn 
onverge uniformemente a f .(11) Sea f : [0; 1℄! IR, f(x) = sen(�x) + ex. Sea Pn el polinomio de grado n que interpolaa f en n+ 1 puntos equiespa
iados.(a) Usando el ejer
i
io 9, a
otar el error kf � Pnk1.



7. EJERCICIOS 109(b) Sea Cn la 
ota hallada en (a). Para n = 1; 3; 5 gra�
ar simult�aneamente f , f+Cn,f � Cn y Pn.(12) Cal
ular el grado m��nimo n que debe tener un polinomio Pn que interpola en los 
erosde Tn+1 a la fun
i�on f(x) = e2x, x 2 [�1; 1℄, para que el error kf � Pnk1 � 10�2.(13) Repetir el ejer
i
io anterior para f(x) = ex, x 2 [0; 4℄.(14) Para n = 5; 10; 15; gra�
ar simult�aneamente el polinomio Wn+1(x) = Qni=0(x � xi),donde xi = �1 + 2i=n; i = 0; : : : ; n y el polinomio de T
heby
hev Tn+1.(15) Repetir los Ejer
i
ios 4 y 5 usando los polinomios que interpolan a la fun
i�on f en los
eros del polinomio de T
heby
hev de grado n+ 1, para n = 5; 10; 15.(16) Utilizar el m�etodo de 
oe�
ientes indeterminados para hallar un polinomio p de grado2 que satisfaga: p(1) = 0; p0(1) = 7; p(2) = 10(17) (a) Sea f(x) = 
os(�x), hallar un polinomio de grado menor o igual que 3 que veri�quep(�1) = f(�1); p(0) = f(0); p(1) = f(1); p0(1) = f 0(1):(b) Hallar un polinomio de grado menor o igual que 4 que veri�que las 
ondi
iones delitem anterior, m�as la 
ondi
i�onp00(1) = f 00(1):(18) Sea f : [�1; 1℄ ! IR la fun
i�on f(x) = e2x�1 y sean x0 < x1 < : : : < xn los 
erosdel polinomio de T
heby
hev, Tn+1. Se interpola a f 
on un polinomio P de grado� n + 1 de modo que P (x0) = f(x0); P (x1) = f(x1); : : : ; P (xn) = f(xn) y adem�asP 0(xn) = f 0(xn). Probar que si n � 6 enton
es, el error 
ometido en la interpola
i�onsobre el intervalo [�1; 1℄ es menor que 10�3.(19) Para ilustrar qu�e pasa 
uando se desea interpolar no s�olo una fun
i�on sino tambi�en susderivadas, 
onsideramos el problema de hallar p de grado a lo sumo 3 que veri�que:(a) p(0) = 1; p0(0) = 1; p0(1) = 2; p(2) = 1;(b) p(�1) = 1; p0(�1) = 1; p0(1) = 2; p(2) = 1;(
) p(�1) = 1; p0(�1) = �6; p0(1) = 2; p(2) = 1:Usando el m�etodo de 
oe�
ientes indeterminados, demostrar que el problema (a)tiene solu
i�on �uni
a, el problema (b) no tiene solu
i�on, y el problema (
) tiene in�nitassolu
iones.(20) Analizar para qu�e valores de x0; x1; x2, y �0; �1; �2 existe un polinomio de grado 2que satisfa
e: p(x0) = �0; p(x1) = �1; p0(x2) = �2:(21) Sea f 2 C2[a; b℄, y sean x0 = a; x1 = a+h; : : : ; xn = b, donde h = (b�a)=n. Considerarla poligonal l(x) que interpola a f en los puntos xi, i = 0 : : : n. Probar que(a) jf(x)� l(x)j � h22 maxx2[a;b℄ jf 00(x)j(b) jf 0(x)� l0(x)j � h maxx2[a;b℄ jf 00(x)j



110 5. INTERPOLACI�ON(22) (a) Determinar valores de �, � y 
 en IR para que S sea una fun
i�on spline 
�ubi
a,siendo: S(x) = � �x3 + 
x; 0 � x � 1��x3 + �x2 � 5�x+ 1; 1 � x � 2:(b) Con los valores de �, � y 
 obtenidos en el ��tem anterior, de
idir si S interpola ala fun
i�on f(x) = 2x+0:5x2�0:5x�1; 0 � x � 2 respe
to de la parti
i�on f0; 1; 2g.(
) Gra�
ar simult�aneamente f y S en el intervalo [0; 2℄.(23) Sea f 
omo en el Ejer
i
io 4. Utilizando Matlab, gra�
ar la fun
i�on f junto 
onuna spline 
�ubi
a que la interpola en la red f�1;�0:75; : : : ; 0:75; 1g, tomando 
omo
ondi
iones de borde las derivadas de f .(24) En
ontrar una fun
i�on del tipo 2ax3+bx2+
x+d que interpole la siguiente tabla de datos:x -1 0 1 2y 1 1 0.5 4(25) Utilizando Matlab, en
ontrar y gra�
ar una fun
i�on del tipo ea4x4+a3x3+���+a0 que in-terpole a la fun
i�on f(x) = 1=x en 5 nodos equiespa
iados en el intervalo [1; 10℄.



CAP��TULO 6Polinomios ortogonales y aproxima
i�on por 
uadrados m��nimosEn el 
ap��tulo anterior hemos dis
utido 
�omo aproximar una fun
i�on por polinomios que in-terpolan a la fun
i�on misma y/o a sus derivadas en algunos puntos. Hasta ahora, los m�etodosanalizados nos permiten 
onstruir polinomios de grado n a partir de n+1 datos. Cierto es que,en un problema a modelizar, 
uantos m�as datos se 
ono
en es de esperar que se pueda lograrmayor pre
isi�on. Pero, 
omo vimos, mu
has ve
es polinomios de alto grado produ
en efe
tos nodeseados 
omo por ejemplo grandes os
ila
iones. En este 
ap��tulo 
onsideraremos otra forma deaproximar fun
iones 
ono
ida 
omo el m�etodo de 
uadrados m��nimos. Este m�etodo nos permi-tir�a, 
uando se trate de aproximar por polinomios, 
ontemplar una tabla de valores sin sujetarel grado del polinomio a la 
antidad de datos. Tambi�en ser�a posible 
onsiderar fun
iones m�asgenerales que ajusten de manera natural los valores predeterminados.En general, en esta 
lase de problemas uno sabe a priori a qu�e tipo de fun
i�on 
orrespondenlos datos. Una situa
i�on fre
uente es la de aproximar una tabla de m�as de dos valores por unare
ta (
omo muestra la Figura 6.1). Es de
ir, se tienen valores (xi; yi), i = 0; : : : ; n y se quiereen
ontrar una re
ta que ajuste estos datos lo mejor posible. Si es
ribimos la e
ua
i�on de la re
ta
omo y = mx + b nuestro problema 
onsiste en en
ontrar valores de m y b que hagan que elerror jyi � (mxi + b)j sea lo mas 
hi
o posible para todo i. Por ejemplo, una manera de lograresto ser��a pedir que m y b minimi
enmax0�i�n jyi � (mxi + b)jo tambi�en podr��amos pedir que minimi
ennXi=0 jyi � (mxi + b)j o nXi=0 jyi � (mxi + b)j2:De todas estas op
iones es usual 
onsiderar la �ultima, llamada \aproxima
i�on por 
uadradosm��nimos", debido a que es la m�as simple ya que el problema se redu
e a resolver e
ua
ioneslineales.En este 
ap��tulo estudiaremos distintos m�etodos para resolver �este y otros problemas. Comoen general los valores de yi 
orresponden a datos de una fun
i�on f , podemos plantear estosproblemas en el 
ontexto de aproxima
i�on de fun
iones. Dada una fun
i�on f 
onsideramos:
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Figura 6.1. Aproxima
i�on de 10 valores por una re
taProblema A. Dados w0; : : : ; wn 
onstantes positivas (pesos), m < n y valores (xi; f(xi)), 
oni = 0; : : : ; n se trata de hallar p 2 Pm que minimi
enXi=0 wi(p(xi)� f(xi))2:Problema B. Dada w(x) una fun
i�on positiva en [a; b℄, dada f y m 2 IN se trata de hallarp 2 Pm que minimi
e Z ba w(x)(f(x) � p(x))2 dx:1. PreliminaresNos dedi
aremos espe
ialmente al estudio de aproxima
iones por polinomios. Comenzamos estase

i�on presentando un resultado 
l�asi
o de Weierstrass que muestra que toda fun
i�on 
ontinuapuede aproximarse uniformemente por polinomios, en todo intervalo 
errado y a
otado.Teorema 6.1. (Weierstrass) Sea f 2 C[a; b℄. Para todo " > 0 existe un polinomio p tal quekf � pk1 < "Demostra
i�on. Damos la demostra
i�on para el intervalo [0; 1℄, el 
aso general se obtiene f�a
ilmentemediante un 
ambio de variables.



1. PRELIMINARES 113De�nimos los polinomios de Bernstein,Bnf(x) = nXk=0�nk�f �kn�xk(1� x)n�ky vamos a demostrar que Bnf 
onverge uniformemente a f en el intervalo [0; 1℄. Para esone
esitaremos 
al
ular Bnhj para hj(x) = xj, j = 0; 1; 2.Usando la f�ormula del binomio de Newton, se tiene:Bnh0(x) = nXk=0�nk�xk(1� x)n�k = (x+ 1� x)n = 1:Bnh1(x) = nXk=0�nk�kn xk(1� x)n�k = nXk=1�n� 1k � 1�xk(1� x)n�k= x nXk=1�n� 1k � 1�xk�1(1� x)n�k = x(x+ 1� x)n�1 = x:Bnh2(x) = nXk=0�nk��kn�2 xk(1� x)n�k = nXk=0�n� 1k � 1�kn xk(1� x)n�k= nXk=0�n� 1k � 1��n� 1n k � 1n� 1 + 1n� xk(1� x)n�k= n� 1n x2 nXk=2�n� 2k � 2�xk�2(1� x)n�k + xn= n� 1n x2(x+ 1� x)n�2 + xn = x2 + x(1� x)n :Dado y 2 IR 
onsideremos la fun
i�on gy(x) = (x� y)2. Desarrollando (x� y)2 = x2 � 2xy + y2y usando que Bn es lineal (o sea, Bn(f1 + f2) = Bnf1 +Bnf2 y Bn(kf) = kBnf) se obtieneBngy(x) = gy(x) + x(1� x)n : (6.1)Por otra parte, 
omo toda fun
i�on 
ontinua en un intervalo 
errado es uniformemente 
ontinua,dado " > 0, existe Æ > 0 tal que,jf(x)� f(y)j � " si jx� yj < Æ:Adem�as, para los x; y tales que jx� yj � Æ se tiene
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jf(x)� f(y)j � 2kfk1 � 2kfk1Æ2 (x� y)2:Luego, para todo x; y, podemos asegurar que,jf(x)� f(y)j � "+ 2kfk1Æ2 (x� y)2es de
ir, �"� 2kfk1Æ2 (x� y)2 � f(x)� f(y) � "+ 2kfk1Æ2 (x� y)2:Ahora, si f1 � f2, de la de�ni
i�on de Bn puede verse que Bnf1 � Bnf2; esto es Bn preserva elorden. En 
onse
uen
ia, apli
ando Bn en la desigualdad anterior, teniendo en 
uenta (6.1), yre
ordando que Bn es lineal y que Bn1 = 1 se obtiene (tener presente que hasta aqu�� estamos
onsiderando y 
omo una 
onstante),jBnf(x)� f(y)j � "+ 2kfk1Æ2 (x� y)2 + 2kfk1Æ2 x(1� x)ny por lo tanto, evaluando ambos lados de la desigualdad en y, resultajBnf(y)� f(y)j � "+ 2kfk1Æ2 y(1� y)ny por lo tanto jBnf(y)� f(y)j � 2"para n su�
ientemente grande independientemente de y, es de
ir que Bnf 
onverge uniforme-mente a f en el [0; 1℄.Los Problemas A y B se enmar
an dentro de la teor��a de espa
ios 
on produ
to interno. Elprodu
to interno no s�olo permite de�nir distan
ia entre ve
tores, 
omo vimos que se puedeha
er mediante la no
i�on de norma; sino que, adem�as, permite introdu
ir el 
on
epto de �anguloentre ve
tores y por tanto tiene sentido hablar de ortogonalidad.Defini
i�on 6.2. Sea V un IR espa
io ve
torial. Un produ
to interno (o produ
to es
alar) sobreV es una fun
i�on h:; :i : V �V ! IR que asigna a 
ada par de ve
tores un n�umero real de maneratal que, para todo x; y; z 2 V y todo � 2 IR se satisfa
en las propiedades:(i) hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi;(ii) h�x; yi = �hx; yi;(iii) hx; yi = hy; xi;(iv) hx; xi > 0 si x 6= 0:



1. PRELIMINARES 115Ejemplos 6.3. (1) El produ
to interno usual en IRn, para x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn),est�a dado por hx; yi = nXj=1 xjyj:Es f�a
il ver (queda 
omo ejer
i
io) que se satisfa
en todas las 
ondi
iones de la de�ni-
i�on.(2) Otros produ
tos internos para IRn similares al usual son los dados por pesos wj > 0para j = 1; : : : ; n: hx; yiw = nXj=1wjxjyj:Ahora, si de�nimos la matriz Dw 2 IRn�n 
omo:Dw = 0BBB� w1 0 : : : 00 w2 : : : 0... . . . ...0 0 : : : wn 1CCCAel produ
to interno 
on pesos (wj)nj=1 puede darse a trav�es del produ
to interno usualh: ; : i y la matriz Dw, hx; yiw = nXj=1wjxjyj = hx;Dwyi:(3) Si V = C[0; 1℄ es el espa
io de fun
iones 
ontinuas y f; g 2 V ,hf; gi = Z 10 f(x)g(x) dx;de�ne un produ
to interno. Las 
ondi
iones (i)-(iii) se satisfa
en gra
ias a la linealidaddel produ
to y de la integral. Para asegurar que vale la 
ondi
i�on (iv) basta ver que laintegral de una fun
i�on no negativa y 
ontinua, g = f2, s�olo puede ser nula si la fun
i�onlo es. En efe
to, supongamos que existe un x0 2 [0; 1℄ para el 
ual g(x0) = Æ > 0.Ahora, por 
ontinuidad, existe un subintervalo [a; b℄ tal que, para todo x 2 [a; b℄ esg(x) > Æ2 y por ser g no negativa se tieneZ 10 g(x) dx � Z ba g(x) dx > Æ2(b� a) > 0;lo que es una 
ontradi

i�on.(4) Otros produ
tos internos para espa
ios de fun
iones son los dados por una fun
i�on depeso w, 
on w(x) > 0 para todo x 2 (a; b):hf; gi = Z ba f(x)g(x)w(x) dx:



116 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACI�ON POR CUADRADOS M�INIMOSEn los espa
ios ve
toriales 
on produ
to interno se tiene la norma indu
ida por di
ho produ
to:kxk = hx; xi 12 ; para todo x 2 V:No es inmediato ver que 
on esta de�ni
i�on se obtiene efe
tivamente una norma. Esto es posiblegra
ias a la siguiente desigualdad.Proposi
i�on 6.4. (Desigualdad de Cau
hy - S
hwarz) Si h:; :i es un produ
to interno sobreun espa
io ve
torial V , enton
es jhx; yij � hx; xi 12 hy; yi 12para todo x; y 2 V:Demostra
i�on. Sean x; y 2 V dos ve
tores �jos. Si hy; yi = 0, no hay nada que probar.Supongamos enton
es que hy; yi 6= 0.Para 
ada t 2 IR 
onsideramos x� ty, enton
es0 � hx� ty; x� tyi= hx; xi � thx; yi � thy; xi+ t2hy; yi= hx; xi � 2thx; yi+ t2hy; yi= 
� 2bt+ at2 = p(t):De esta manera se obtiene una fun
i�on 
uadr�ati
a donde a = hy; yi; b = hx; yi y 
 = hx; xi.Como p(t) � 0 para todo t 2 IR, esta 
uadr�ati
a tiene a lo sumo una ra��z real y por lo tanto4b2 � 4a
 � 0. Luego, 0 � b2 � a
 = hx; yi2 � hx; xihy; yide donde se sigue el resultado.Corolario 6.5. Si h:; :i es un produ
to interno sobre un espa
io ve
torial V , enton
eskxk = hx; xi 12de�ne una norma sobre V .Demostra
i�on. La �uni
a di�
ultad est�a en probar la desigualdad triangular, para eso notemosque dados x; y 2 V se tiene, kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi= kxk2 + 2hx; yi + kyk2:Usando la desigualdad de Cau
hy - S
hwarz vale, hx; yi � jhx; yij � kxkkyk. Luego,kx+ yk2 � kxk2 + 2kxkkyk + kyk2= (kxk+ kyk)2



1. PRELIMINARES 117La desigualdad triangular se obtiene al tomar ra��z 
uadrada.La norma aso
iada al produ
to es
alar usual en IR2 o IR3 de�nido en el Ejemplo 6.3 (1) 
orre-sponde a la norma kxk2 y da la longitud del ve
tor x. Re
ordemos adem�as que este produ
toes
alar puede es
ribirse, para x e y no nulos, en t�erminos de las longitudes de ambos ve
tores yde �, el �angulo entre estos, a saber, hx; yi = kxkkyk 
os �:En parti
ular, x e y son ortogonales si y s�olo si hx; yi = 0:La gran ventaja de trabajar en espa
ios 
on produ
to interno es que se puede generalizar estano
i�on de ortogonalidad.Notar que la desigualdad de Cau
hy - S
hwartz da, para todo x; y 6= 0jhx; yijkxkkyk � 1:Esto permite de�nir el �angulo entre dos ve
tores x; y no nulos mediante la fun
i�on 
oseno. Esde
ir � 2 [0; �℄ ser�a el �angulo entre x e y si veri�
a
os(�) = hx; yikxkkyk :Luego resulta natural la siguiente de�ni
i�on.Defini
i�on 6.6. Si V es un espa
io 
on produ
to interno h:; :i, se di
e que x e y son ortogonalessi hx; yi = 0. En este 
aso suele notarse x ? y.Defini
i�on 6.7. Dos 
onjuntos A;B � V se di
en ortogonales (A ? B) si x ? y para todox 2 A e y 2 B.El siguiente teorema rela
iona los problemas de aproxima
i�on que queremos estudiar 
on lano
i�on de ortogonalidad.Teorema 6.8. Dados S un subespa
io de un espa
io V 
on produ
to interno, x 2 V e y 2 S,son equivalentes:(1) kx� yk = mins2S fkx� skg(2) hx� y; si = 0; 8s 2 S:Adem�as, un elemento y 2 S que veri�que alguna de las propiedades anteriores es �uni
o.Demostra
i�on. Veamos primero que (1) impli
a (2). Sabemos que y 2 S minimiza la distan
iade x a S. Como S es un subespa
io, se tiene que y + s 2 S para todo s 2 S, y por lo tanto,kx� yk2 � kx� (y + s)k2 = k(x� y)� s)k2 = kx� yk2 � 2hx� y; si+ ksk2:
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onsideramos t 2 IR y s 2 S se tiene que ts 2 S y de la desigualdadanterior obtenemos 2hx� y; tsi � ktsk22thx� y; si � t2ksk2para todo t 2 IR y para todo s 2 S. Para los t > 0 tenemos 2hx� y; si � tksk2 y ha
iendo t! 0queda 2hx� y; si � 0. Los t < 0 dan la otra desigualdad, 0 � 2hx� y; si; de d�ondehx� y; si = 0 para todo s 2 S:Para ver que (2) impli
a (1), supongamos que y 2 S es tal que x�y ? s para todo s 2 S. ComoS es un subespa
io x� y ? y � s para todo s 2 S. Luego,kx� sk2 = k(x� y) + (y � s)k2= kx� yk2 + ky � sk2� kx� yk2:Tomando ra��z 
uadrada se obtiene que kx� yk = mins2S fkx� skg:Nos queda mostrar que no puede haber m�as de un elemento que 
umpla las 
ondi
iones (1) o(2). Para esto, veamos que si y; ey 2 S veri�
an (2) enton
es, y = ey. En efe
to, para 
ada s 2 S�jo se tiene hx� y; si = 0; y hx� ey; si = 0;luego, restando miembro a miembro, quedahey � y; si = 0;en parti
ular, tomado s = ey � y 2 S obtenemos key � yk = 0 de donde ey = y.Veremos m�as adelante que 
uando S es de dimensi�on �nita siempre existe y en las 
ondi
ionesdel teorema anterior. Este y se llama proye

i�on ortogonal de x sobre S.2. Solu
i�on de los Problemas de Aproxima
i�onAhora s��, estamos en 
ondi
iones de des
ribir los m�etodos para hallar las solu
iones de losproblemas A y B planteados. En lo que sigue de este 
ap��tulo trabajaremos sobre espa
ios 
onun produ
to interno.El primer problema se puede reformular de la siguiente manera: Se 
onsidera en IRn el produ
toes
alar dado por los pesos w0; : : : ; wn, es de
ir,hx; yi = nXi=1 xiyiwi:



2. SOLUCI�ON DE LOS PROBLEMAS DE APROXIMACI�ON 119Para los datos (xi; f(xi)), se quiere en
ontrar un polinomio p 2 Pm 
on n > m+1 que minimi
ela distan
ia entre los ve
tores (f(x1); : : : ; f(xn)) y (p(x1); : : : ; p(xn)) en la norma aso
iada alprodu
to es
alar.Si p(x) = amxm + : : :+ a1x+ a0 enton
es0BBB� p(x1)p(x2)...p(xn) 1CCCA = 0BBB� 1 x1 � � � xm11 x2 � � � xm2... ... . . . ...1 xn � � � xmn 1CCCA0BBB� a0a1...am 1CCCA (6.2)Ahora, llamando b = (f(x1); : : : ; f(xn)) el problema se redu
e a en
ontrar un ve
tor a =(a0; : : : ; am) 2 IRm+1 que minimi
e kAa� bk;donde A 2 IRn�(m+1) es la matriz de (6.2).En forma gen�eri
a el problema puede plantearse de la siguiente manera:Dada A 2 IRn�m y b 2 IRn se quiere hallar x tal quekAx� bksea lo menor posible.Considerando el subespa
io S:S = fy 2 IRn; y = Ax; para alg�un x 2 IRmgel problema se transforma en hallar y 2 S tal queky � bk � ks� bk para todo s 2 Sy luego x tal que Ax = y.En el 
aso del produ
to interno usual, es de
ir hx; yi =Pnj=1 xjyj, la solu
i�on de este problemapuede obtenerse resolviendo las llamadas e
ua
iones normales que pueden obtenerse f�a
ilmentea partir del Teorema 6.8 
omo veremos en el teorema que sigue. Re
ordemos que AT denota lamatriz traspuesta de A.Lema 6.9. Sea A 2 IRn�m, x 2 IRn, y 2 IRm. Si h : ; : i indi
a el produ
to interno usual (tantoen IRn 
omo en IRm) enton
es, hAT y; xi = hy;Axi
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i�on. hAT y; xi = nXi=10� mXj=1 ajiyj1Axi = mXj=1 yj  nXi=1 ajixi! = hy;Axi
Teorema 6.10. Sea A 2 IRn�m y b 2 IRn. Si h : ; : i indi
a el produ
to interno usual (tanto enIRn 
omo en IRm) enton
es, son equivalentes(1) x0 2 IRm minimiza kAx� bk(2) x0 es solu
i�on del sistema ATAx = AT b:Adem�as, si los ve
tores 
olumnas de la matriz A son linealmente independientes, existe x0 solu-
i�on del sistema ATAx = AT b y es �uni
o.Demostra
i�on. Considerando el subespa
io S = fy 2 IRn; y = Ax; para x 2 IRmg, por elTeorema 6.8 y 2 S es tal que kb � yk = mins2S fkb � skg si y s�olo si hb � y; si = 0 para todos 2 S: Como y 2 S existe x0 2 IRm tal que y = Ax0 y s = Ax, 
on x variando en IRm, luego la
ondi
i�on hb� y; si = 0 para todo s 2 S podemos rees
ribirlahb�Ax0; Axi = 0 8 x 2 IRm;o equivalentemente, por el Lema 6.9,0 = hAT (b�Ax0); xi = hAT b�ATAx0); xi 8 x 2 IRm;lo que o
urre si y s�olo si ATAx0 = AT b.Para mostrar la existen
ia y uni
idad de un elemento x0 que 
umpla 
on el enun
iado, llamemosAj 2 IRn a los ve
tores 
olumna de la matriz A, para j = 1; : : : ;m:Si x = (x1; x2; : : : ; xm) el ve
tor Ax puede es
ribirse en t�erminos de las 
olumnas de A porAx = Pmj=1Ajxj. Luego, si las 
olumnas de A son linealmente independientes resulta Ax = 0si y s�olo si x = 0. Veamos que esto impli
a que ATA es una matriz inversible. En efe
to, siATAx = 0 enton
es hATAx; xi = 0, y por el Lema 6.9 tenemos que hAx;Axi = 0. Es de
irkAxk2 = 0, 
on lo 
ual Ax = 0 y por tanto x = 0:Como la �uni
a solu
i�on del sistema ATAx = 0 es la trivial, se dedu
e que ATA es inversible yhay una �uni
a solu
i�on para el sistema ATAx = AT b.Observa
i�on 6.11. Si el produ
to interno no es el usual sino que viene dado por pesos wj , osea, hx; yiw = Pnj=1wjxjyj , enton
es x0 2 IRm minimiza kAx � bkw si y s�olo si x0 es solu
i�ondel sistema ATDwAx = ATDwb.La demostra
i�on es an�aloga a la del teorema anterior 
onsiderando la es
ritura hx; yiw = hx;Dwyi(ver Ejemplo 6.3 (b)).



2. SOLUCI�ON DE LOS PROBLEMAS DE APROXIMACI�ON 121Notemos que si el problema original Ax = btiene una solu
i�on exa
ta x, este x tambi�en es solu
i�on deATAx = AT bEste sistema de m � m puede resolverse por el m�etodo de elimina
i�on de Gauss o bien porm�etodos iterativos.Ejemplo 6.12. Veamos un ejemplo sen
illo, 
omo presentamos a trav�es de la Figura 6.1. Sequiere trazar una re
ta (p(x) = a0 + a1x) que aproxime los puntos(aj): 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1(yj): 0.35 0.5 0.45 0.55 0.6 0.1 0.9 0.75 0.8 0.8Siguiendo (6.2) el sistema a resolver es:0BBBBBBBBBBBBBB�
1 0:11 0:21 0:31 0:41 0:51 0:61 0:71 0:81 0:91 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
0BBBB� a0a1 1CCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0:350:50:450:550:60:10:90:750:80:8

1CCCCCCCCCCCCCCAQue, despu�es de multipli
ar por la transpuesta de A, queda� 10 5:55:5 3:85 �� a0a1 � = � 5:83:6 �La solu
i�on es a1 = 0:497a0 = 0:3067Es de
ir la re
ta que mejor aproxima, en el sentido de minimizarP(f(xi)� p(xi))2, a f en lospuntos dados es p(x) = 0:497x + 0:3067



122 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACI�ON POR CUADRADOS M�INIMOSEsta forma de resolver no puede apli
arse, en general, para resolver el problema B. Para abordaresta 
lase de problemas ne
esitamos desarrollar m�as teor��a rela
ionada 
on el produ
to internoy la idea de ortogonaliza
i�on. Es de
ir, vamos a dar una des
rip
i�on de la solu
i�on a trav�es dela proye

i�on ortogonal sobre un subespa
io.Defini
i�on 6.13. Un sub
onjunto A de un espa
io ve
torial V se di
e ortonormal si A paratodo f 6= g en A se tiene que f ? g y adem�as hf; fi = 1 para 
ualquier f 2 A.Si se 
onsidera en el espa
io V una base ortonormal B = fv1; : : : ; vng 
ada elemento x 2 Vadmite una �uni
a es
ritura de la forma x = nXi=1 xivi:La ventaja de trabajar 
on una base ortonormal es que podemos des
ribir f�a
ilmente los es
alaresxi en t�erminos de x y de la base. En efe
to, tenemoshx; vki = h nXi=1 xivi; vki = nXi=1 xihvi; vki = xk:Luego, x = nXi=1hx; viivi:Ahora, dado un subespa
io S de dimensi�on �nita de V , una base ortonormal de S puede en-
ontrarse a partir de una base dada de S mediante el pro
eso de ortonormaliza
i�on de Gram-S
hmidt que damos en el siguiente teorema.Teorema 6.14. Dada una base de S,BS = fr1; r2; : : : ; rmg;se 
onsideran u1 = r1; v1 = u1=ku1k:y, para k = 2; : : : ;m, uk = rk � k�1Xi=1hrk; viivi; y vk = uk=kukk:Enton
es, el 
onjunto fu1; : : : ; umg es ortogonal y el 
onjunto fv1; : : : ; vmg es una base ortonor-mal del subespa
io S.



2. SOLUCI�ON DE LOS PROBLEMAS DE APROXIMACI�ON 123Demostra
i�on. Se ha
e por indu

i�on.Con el siguiente teorema demostramos la existen
ia de la proye

i�on ortogonal sobre S unsubespa
io de V , 
uando S tienen dimensi�on �nita.Teorema 6.15. Dado x 2 V y un subespa
io S � V de dimension �nita, existe un �uni
o y 2 Sque satisfa
e hx� y; si = 0; 8s 2 S: (6.3)Demostra
i�on. Sea fv1; : : : ; vmg una base ortonormal de S (que sabemos que existe gra
ias alTeorema 6.14). Veamos que el elemento y 2 S bus
ado esy = mXi=1hx; viivi: (6.4)En efe
to, es 
laro que y 2 S ya que es una 
ombina
i�on lineal de elementos de la base y. Porotra parte, para veri�
ar (6.3) es su�
iente ver que se 
umple para s = vj, j = 1; : : : ;m. Perohx� y; vji = hx; vji � h mXi=1hx; viivi; vji = hx; vji � hx; vji = 0donde en el �ultimo paso hemos usado la ortonormalidad de la base. La uni
idad la probamosen el Teorema 6.8El teorema anterior nos permite de�nir una apli
a
i�onP : V �! Sque a 
ada elemento x 2 V le asigna Px 2 S de tal forma quehx� Px; si = 0; 8s 2 Sgeneralizando a espa
ios 
on produ
to interno la no
i�on de proye

i�on ortogonal 
ono
ida enIRn. Teniendo en 
uenta el Teorema 6.8, Px nos da la mejor aproxima
i�on a x por elementosdel subespa
io S en la norma aso
iada al produ
to interno.Estos resultados nos permiten en
ontrar la mejor approxima
i�on a una fun
i�on 
ontinua porpolinomios de un grado dado, en la norma aso
iada a un produ
to interno. Para esto basta
onsiderar el espa
io V = C[a; b℄ y el subespa
io S = Pn.Apli
ando el pro
eso de ortogonaliza
i�on dado en el Teorema 6.14 a la base 
an�oni
a de Pn,es de
ir B = f1; x; x2; : : : ; xng, en un produ
to interno dado, obtenemos los polinomios ortogo-nales qk aso
iados a di
ho produ
to y los 
orrespondientes polinomios ortonormales pk. Estospolinomios est�an dados por,
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q0(x) = 1; p0(x) = 1=kq0k:y, de�niendo hk(x) = xk, para k = 1; : : : ; n,qk(x) = hk(x)� k�1Xi=1hhk; piipi(x); y pk(x) = qk(x)=kqkk:Observemos que, 
omo este pro
edimiento puede ha
erse para 
ualquier n 2 IN lo que se obtienees una su
esi�on de polinomios ortogonales q0; q1; : : : ; qn; : : : 
uyas propiedades b�asi
as resumimosen el siguiente teorema.Teorema 6.16. Dado el espa
io V = C[a; b℄ 
on un produ
to interno, los polinomios ortogonalesq0; q1; : : : ; qn; : : : obtenidos mediante el pro
eso de Gram-S
hmidt apli
ado a la base 
an�oni
adada por las poten
ias satisfa
en las siguientes propiedades. Para todo k 2 IN0,(1) qk es un polinomio m�oni
o de grado k.(2) fq0; q1; : : : ; qkg es una base ortogonal de Pk.(3) qk es ortogonal a todo polinomio de grado menor que k.Las 
on
lusiones del teorema son v�alidas si se 
onsidera la base 
an�oni
a de Pk: B = f1; x; x2; : : : ; xkg.El orden en que se toman los elementos es importante. La demostra
i�on se sigue de todo lo an-terior y por tanto la omitimos.En lo que sigue 
onsideramos �jado el produ
to interno y usamos la nota
i�on pk para indi
ar lasu
esi�on de polinomios ortonormales aso
iados a di
ho produ
to, es de
ir pk = qk=kqkk. Una vezobtenidos estos polinomios podemos en
ontrar la mejor aproxima
i�on a una fun
i�on 
ontinuautilizando la teor��a general que hemos visto. En efe
to, tenemosTeorema 6.17. Si f 2 C[a; b℄ enton
es el polinomio p�n 2 Pn que satisfa
ekf � p�nk � kf � pk; 8p 2 Pn;est�a dado por p�n = Pf , donde P : C[a; b℄ �! Pn es la proye

i�on ortogonal, o sea,p�n = nXi=0hf; piipi;Demostra
i�on. Se sigue del Teorema 6.4.Observemos que esto resuelve simult�aneamente los problemas A y B. Para resolver 
ualquierade los dos hay que, primero generar los polinomios ortonormales pj y luego 
al
ular hf; pii. Enel 
aso 
ontinuo (problema B) apli
amos la teor��a trabajando en el espa
io de dimensi�on in�nitaC[a; b℄ mientras que en el 
aso dis
reto (problema A) trabajamos en el espa
io de dimensi�on �nitaIRn+1 identi�
ando a los valores de una fun
i�on 
ontinua f 
on el ve
tor (f(x0); : : : ; f(xn)). Deesta forma se tiene un pro
edimiento alternativo al dado en el Teorema 6.10 para el problemadis
reto. En algunos 
asos el m�etodo basado en el uso de los polinomios ortogonales resultamejor respe
to de la propaga
i�on de errores de redondeo.



2. SOLUCI�ON DE LOS PROBLEMAS DE APROXIMACI�ON 125El teorema de Weierstrass nos permite demostrar que el error entre la f y su mejor aproxi-ma
i�on en la norma aso
iada al produ
to interno tiende a 
ero 
uando el grado del polinomioaproximante tiende a in�nito. Este es el objetivo del siguiente teorema.Teorema 6.18. Si el produ
to interno en C[a; b℄ est�a dado porhf; gi = Z ba f(x)g(x)w(x)dxdonde w es una fun
i�on positiva e integrable en (a; b) enton
es,p�n �! f 
uando n �!1.Demostra
i�on. Por el teorema de Weierstrass, dado " > 0 existe un polinomio p 2 Pn (n dependede ") tal que maxa�x�b jf(x)� p(x)j = kf � pk1 < ":Enton
es kf � p�nk2 � kf � pk2 = R ba w(x)(f(x)� p(x))2 dx� kf � pk21 R ba w(x) dx � "2 R ba w(x) dx:Por lo tanto, limn!1 kf � p�nk = 0:Corolario 6.19. (Igualdad de Parseval) Para un produ
to interno 
omo el del teoremaanterior se tiene, kfk2 = 1Xj=0hf; pji2Demostra
i�on. Re
ordemos que p�n =Pni=0hf; piipi; y por lo tantokp�nk2 = nXj=0hf; pji2:Enton
es, de la ortogonalidad entre f � p�n y p�n se obtienekfk2 = kf � p�nk2 + kp�nk2 = kf � p�nk2 + nXj=0hf; pji2pero por el teorema sabemos que el primer sumando del t�ermino de la dere
ha tiende a 
ero
uando n tiende a in�nito 
on lo que 
on
luye la demostra
i�on.



126 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACI�ON POR CUADRADOS M�INIMOSTerminamos el 
ap��tulo dando una forma m�as e�
iente de en
ontrar los polinomios ortogonalesaso
iados a un produ
to interno. En efe
to, el siguiente teorema muestra que 
ada polinomio qnse es
ribe en fun
i�on de los dos anteriores y por lo tanto la su
esi�on de polinomios ortogonalesm�oni
os puede obtenerse por re
urren
ia.Teorema 6.20. Si un produ
to interno en C[a; b℄ satisfa
e hxf; gi = hf; xgi enton
es los poli-nomios ortogonales m�oni
os qn satisfa
en la rela
i�on de re
urren
iaqn(x) = (x� an)qn�1(x)� bnqn�2(x) ; 8n � 2 (6.5)donde an y bn est�an dados poran = hxqn�1; qn�1ihqn�1; qn�1i y bn = hqn�1; qn�1ihqn�2; qn�2i :Demostra
i�on. Sea n � 2. Como 
ero es ra��z del polinomio qn(x)� qn(0) podemos es
ribirqn(x)� qn(0) = xrn�1donde rn�1 es un polinomio de grado menor o igual que n � 1. Adem�as, 
omo qn es m�oni
o,rn�1 tambi�en lo es. Tenemos enton
es,qn(x) = xrn�1(x) + qn(0) = xqn�1(x) + x(rn�1(x)� qn�1(x)) + qn(0): (6.6)Pero 
omo rn�1 y qn�1 son m�oni
os su diferen
ia resulta un polinomio de grado menor o igualque n � 2 y por lo tanto, 
omo q0; : : : ; qn�1 forman una base de Pn�1, existen 
oe�
ientes �jtales que x(rn�1(x)� qn�1(x)) + qn(0) = n�1Xj=0 �jqj(x)y reemplazando en (6.6) obtenemosqn(x) = xqn�1(x) + n�1Xj=0 �jqj(x): (6.7)Ahora, para i < n� 2, tenemos0 = hqn; qii = h(x+ �n�1)qn�1 + n�2Xj=0h�jqj; qii = hxqn�1; qii+ �ihqi; qiidonde en el �ultimo paso hemos usado la ortogonalidad de los qj. Pero, 
omo xqi es un polinomiode grado menor que n� 1, resultahxqn�1; qii = hqn�1; xqii = 0y en 
onse
uen
ia �i = 0 para todo i < n�2. Por lo tanto, de�niendo an = ��n�1 y bn = ��n�2,(6.5) se obtiene de (6.7).Finalmente, usando (6.5) y la ortogonalidad de los qj tenemos,0 = hqn; qn�1i = hxqn�1; qn�1i � anhqn�1; qn�1ide donde se obtiene la expresi�on para an. An�alogamente,0 = hqn; qn�2i = hxqn�1; qn�2i � bnhqn�2; qn�2i



3. EJERCICIOS 127y por lo tanto, bn = hxqn�1; qn�2ihqn�2; qn�2i :Para terminar la demostra
i�on falta ver quehxqn�1; qn�2i = hqn�1; qn�1i;pero 
omo hxqn�1; qn�2i = hqn�1; xqn�2i;basta ver que hqn�1; xqn�2 � qn�1i = 0lo que resulta del he
ho de que xqn�2 � qn�1 es un polinomio de grado menor que n� 1 porquetanto xqn�2 
omo qn�1 son m�oni
os de grado n� 1.Observa
i�on 6.21. Los produ
tos internos aso
iados a los problemas A y B satisfa
en trivial-mente la hip�otesis del teorema. 3. Ejer
i
ios(1) (a) En
ontrar el polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de 
uadradosm��nimos la siguiente tabla de datos:x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9y -.1 1.1 1.9 3.2 3.8 5 6 7.3 8.1 8.9y el polinomio de grado 2 que aproxima en el mismo sentido la siguiente tabla dedatos: x -1 0 1 3 6y 6.1 2.8 2.2 6 26.9(b) En 
ada 
aso, 
omparar gr�a�
amente, usando Matlab, 
on el polinomio interpo-lador.(2) Considerar la fun
i�on f(x) = 11 + 25x2 en el intervalo [-1,1℄.Para n = 5; 10; 15; gra�
ar simult�aneamente f junto 
on� los polinomios que aproximan a f en el sentido de 
uadrados m��nimos en n + 1puntos equiespa
iados y tienen grado 25n y 45n,� el polinomio que resulta de interpolar a f en los puntos anteriores.(3) Probar que si se tienen n+ 1 puntos distintos, el polinomio de 
uadrados m��nimos degrado n 
oin
ide 
on el polinomio interpolador.Con
luir que para 
iertas apli
a
iones puede ser una mala idea aumentar el gradodel polinomio de 
uadrados m��nimos, hasta ha
erlo 
er
ano al grado del polinomiointerpolador.(4) Sea A la matriz en IR3�2 dada por A = 0� a b
 de f 1A : Mostrar que



128 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACI�ON POR CUADRADOS M�INIMOS(a) det(ATA) = (ad� b
)2 + (af � be)2 + (
f � ed)2.(b) Los rangos de las matri
es ATA y A 
oin
iden.(
) El polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de 
uadrados m��nimos unatabla de 3 datos es �uni
o.(5) Aproximar la siguiente tabla de datos en el sentido de 
uadrados m��nimosx -1 0 2 3y 0.3 -0.2 7.3 23.3
on fun
iones del tipo: (a) y = a2x + b3x, (b) y = a2x + b3x + 
:(6) Considerar erf : IR! IR la fun
i�on dada porerf(x) = 2p� Z x0 e�t2dt:(a) Gra�
ar la fun
i�on 
on el 
omando erf de Matlab en el intervalo [�5; 5℄ y veri�
arnum�eri
amente que limx!�1 erf(x) = �1.(b) Ajustar la fun
i�on erf en el sentido de 
uadrados m��nimos 
on polinomios de grado1, 2, 5 y 10; 
onsiderando 15 puntos equiespa
iados en el intervalo [�1; 1℄. Gra�
arerf junto 
on estos polinomios en el intervalo [�5; 5℄. Observar que la aproxima
i�ones mala fuera del intervalo [�1; 1℄.(
) Utilizando los mismos puntos, hallar la aproxima
i�on de 
uadrados m��nimos queutiliza el siguiente modelo:erf(t) � 
1 + 
2 e�t2 + 
3 e�t21 + t + 
4 e�t2(1 + t)2 + 
5 e�t2(1 + t)3 :Comparar el error obtenido al aproximar por la fun
i�on hallada 
on el del itemanterior.(7) Aproximar los datos de la tabla siguientex -1 0 1 2y 8.1 3 1.1 0.5
on un modelo de la forma: f(x) � a ebx; en el sentido de 
uadrados m��nimos parala fun
i�on ln(f(x)).(8) Aproximar los datos de la tabla siguientex -1 0 1 2y - 1.1 - 0.4 - 0.9 - 2.7
on un modelo de la forma: f(x) � �eax2+bx+
, en el sentido de 
uadrados m��nimospara la fun
i�on ln(f(x)).



3. EJERCICIOS 129(9) De
idir 
u�ales de las siguientes apli
a
iones < ; >: X�X ! IR, son produ
tos internos,siendo X = fpolinomios de grado menor o igual a 1 de�nidos en[0; 1℄g.(a) < f; g >= f(0) + 2g(0)(b) < f; g >= (f(0) + g(0))2(
) < f; g >= f(0)g(0) + Z 10 f 0(t)g0(t)dt(d) < f; g >= f(0)g(0) + f(1)g(1)(10) Sea < f; g > 
ualquiera de los siguientes produ
tos es
alares:(a) < f; g >= nX0 f(xj)g(xj)wj ; (b) < f; g >= Z ba f(x)g(x)w(x)dxProbar que S = f1; x; x2; : : : ; xng no puede ser un 
onjunto ortogonal para n � 2.(11) Polinomios de Laguerre. Utilizando el m�etodo de Gram-S
hmidt, 
al
ular losprimeros 
uatro polinomios m�oni
os ortogonales 
on respe
to al produ
to es
alar:< f; g >= Z 10 e�xf(x)g(x)dx:(12) Polinomios de Hermite. Repetir el ejer
i
io anterior 
on el produ
to es
alar< f; g >= Z 1�1 e�x2f(x)g(x)dx:(13) Considerar < f; g >= Z 1�1 f 0(x)g0(x) dx(a) Probar que< ; > es un produ
to interno en Sm, el espa
io generado por fx; x2; x3; � � � ; xmg.(b) Hallar una base ortonormal para S3.(
) Hallar la mejor aproxima
i�on en el sentido de 
uadrados m��nimos sobre S3 paraf(x) = x4 y para g(x) = 1.(14) Sea S el subespa
io de las fun
iones derivables de�nidas en el intervalo [��; �℄ generadopor f1; 
os(x); sen(x)g y 
onsiderar< f; g >= f 0(��2 )g0(��2 ) + f 0(0)g0(0) + f(�2 )g(�2 ):(a) Probar que < ; > es un produ
to interno en S.(b) Hallar una base ortonormal para S.(
) Hallar la mejor aproxima
i�on en el sentido de 
uadrados m��nimos sobre S paraf(x) = sen(2x), g(x) = 
os(2x) y h(x) = 32 sen(2x)� 5 
os(2x).(15) (a) Probar que el 
onjunto de fun
iones: f1; sen(kx); 
os(mx); k;m 2 INg es ortog-onal 
on el produ
to es
alar< f; g >= Z 2�0 f(x)g(x)dx:y 
al
ular las normas de 
ada una de estas fun
iones.



130 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACI�ON POR CUADRADOS M�INIMOS(b) Veri�
ar la ortogonalidad y 
al
ular la norma de los polinomios de T
heby
hev,
on el produ
to es
alar< f; g >= Z 1�1 f(x)g(x)p1� x2 dx:(Sugeren
ia: usar el 
ambio de variables u = ar
sin(x)).(16) Hallar los primeros 5 t�erminos de la expansi�on en serie de T
heby
hev para la fun
i�onf(x) = jxj. Gra�
ar en el intervalo [�1; 1℄.(17) Sea Tj el polinomio de T
heby
hev de grado j; (j 2 IN). Considerar las rela
iones deortogonalidad dis
retas para estos polinomios:mXk=1 Ti(xk)Tj(xk) = 8<: 0 i 6= jm=2 i = j 6= 0m i = j = 0donde fxk; k = 1; : : : ;mg es el 
onjunto de 
eros de Tm.Para una fun
i�on f : [�1; 1℄! IR se de�nen m 
oe�
ientes 
j , j = 1; : : : ;m seg�un
j = 2m mXk=1 f(xk)Tj�1(xk):Probar que el polinomio " mXk=1 
kTk�1(x)#� 0:5
1 interpola a f en las ra��
es de Tm.(Sugeren
ia: usar Ejer
i
io 3).Notar que esta f�ormula propor
iona una manera m�as dire
ta de en
ontrar el poli-nomio interpolador en los 
eros de Tm.



CAP��TULO 7Integra
i�on num�eri
aEn este 
ap��tulo estudiamos m�etodos para aproximar el valor de una integral de�nida en unintervalo [a; b℄. En los 
ursos elementales de C�al
ulo se aprende que el valor R ba f(x)dx puedeobtenerse a partir de una primitiva de f mediante la regla de Barrow. Sin embargo, en mu
hos
asos no es posible en
ontrar una primitiva expresable en t�erminos de fun
iones 
ono
idas.Un ejemplo es el de la integral R ba e�x2dx que juega un papel muy importante en la teor��a deprobabilidades. Puede demostrarse que la fun
i�on e�x2 no tiene primitiva expresable mediante
omposi
iones y opera
iones algebrai
as de las fun
iones 
ono
idas. M�as all�a de este ejemplo
l�asi
o, esta situa
i�on se da en una gran variedad de fun
iones.En 
onse
uen
ia ser�a ne
esario re
urrir a las llamadas reglas de integra
i�on num�eri
a o de
uadratura. La idea b�asi
a para 
onstruir estas reglas es reemplazar la fun
i�on por un polinomiopuesto que:(1) Es f�a
il integrar polinomios.(2) Toda fun
i�on 
ontinua puede aproximarse por polinomios.Enton
es, dada una fun
i�on f 2 C[a; b℄ aproximamos el valor R ba f(x)dx por R ba p(x)dx donde pes alg�un polinomio que esta 
er
a de f .A 
ontinua
i�on des
ribimos el pro
edimiento m�as usual para 
onstruir reglas de integra
i�on, el
ual 
onsiste en elegir el polinomio aproximante 
omo uno que interpole a f . Para esto se eligenen primer lugar n+ 1 puntos x0; : : : ; xn 2 [a; b℄. Sabemos que existe un �uni
o pn 2 Pn tal quepn(xj) = f(xj) para j = 0; : : : ; n y de�nimos enton
es la regla de integra
i�on num�eri
a Q(f) porQ(f) = Z ba pn(x) dx:Si es
ribimos pn en la forma de Lagrange (ver (5.3)), o sea,pn(x) = nXi=0 f(xj)`j(x);donde `j(xj) = 1 y `j(xi) = 0 para i 6= j, tenemosZ ba pn(x) dx = Z ba nXj=0 f(xj)`j(x) dx = nXj=0 f(xj)Z ba `j(x) dx = nXj=0Ajf(xj):



132 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICALuego, obtenemos las f�ormulas de 
uadratura usuales Q para aproximar una integral bus
ada,de la forma: Z ba f(x)dx � Q(f) = nXj=0Ajf(xj) (7.1)donde los puntos xj son llamados los nodos y los Aj los pesos de la integra
i�on num�eri
a(j = 0; : : : ; n).Los pesos Aj = R ba `j(x) dx dependen s�olo de los nodos xj, una vez 
al
ulados se usan paraaproximar la integral de 
ualquier fun
i�on f .Notemos que si f es un polinomio de grado n enton
es, 
omo la interpola
i�on en n+ 1 puntos,es exa
ta, la f�ormula que obtuvimos para aproximar la integral ser�a exa
ta sobre los polinomiosde grado menor o igual que n. En otro 
aso, habr�a que estudiar el error que se 
omete al utilizareste tipo de aproxima
iones. Es de
ir, estudiaremos para 
ada f�ormula de 
uadratura el errorque viene dado por:R(f) = Z ba f(x) dx� Z ba pn(x) dx = Z ba (f � pn)(x) dx:Hay, esen
ialmente, dos maneras de determinar una f�ormula de 
uadratura 
omo en (7.1).� Los nodos fx0; x1; : : : ; xng est�an pre�jados. En este 
aso, se trata de hallar los pesosfA0; A1; : : : ; Ang. Cuando los nodos se toman equiespa
iados, las reglas que se obtienense 
ono
en 
omo las F�ormulas de Newton-Côtes.� Se bus
an a la vez los nodos fx0; x1; : : : ; xng y los pesos fA0; A1; : : : ; Ang. Este m�etodose 
ono
e 
omo F�ormulas de 
uadratura gaussiana.1. F�ormulas de Newton-CôtesSi queremos aproximar la integral una fun
i�on 
ontinua f : [a; b℄ ! IR por la integral de unpolinomio interpolador de grado n, probablemente la ele

i�on m�as natural para los nodos xj estomarlos equiespa
iados en el intervalo [a; b℄. para esto 
onsideramos h = (b�a)=n y xj = a+jh
on j = 0; : : : ; n. Una f�ormula de aproxima
i�on basada en estos puntos se 
ono
e 
omo \formulade Newton-Côtes 
errada" y si los puntos son tomados 
omo xj = a + jh 
on j = 1; : : : ; n� 1se llama \f�ormula de Newton-Côtes abierta" (no in
luye a los extremos del intervalo). Estasf�ormulas ser�an exa
tas 
uando el polinomio interpolador 
oin
ida 
on la fun
i�on f , esto es, paratodo polinomio en Pn.



1. F�ORMULAS DE NEWTON-CÔTES 1331.1. F�ormulas simples de Newton-Côtes. Veamos primero las f�ormulas de 
uadraturasi se 
onsidera el intervalo [a; b℄ 
onsiderando nodos equiespa
iados. Comen
emos interpolandopor una re
ta o por una fun
i�on 
uadr�ari
a.Regla de Trape
ios: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a; b℄ la integral dela fun
i�on f por la de la re
ta que une los puntos (a; f(a)) 
on (b; f(b)). De ah�� el nombre detrape
ios (ver Figura 7.1). Como los nodos de interpola
i�on son los extremos del intervalo, estaf�ormula tambi�en suele llamarse de trape
ios 
errada.
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Figura 7.1. Regla de los Trape
ios simple 
erradaLa re
ta est�a dada por p(x) = f(a) + f(b)� f(a)b� a (x� a), integrado p obtenemosZ ba p(x) dx = f(a)x+ f(b)� f(a)b� a (x� a)22 ���ba= f(a)(b� a) + f(b)� f(a)2 (b� a);es de
ir: Z ba f(x)dx � T (f) = (b� a)2 (f(a) + f(b)): (7.2)Ejemplo 7.1. Consideremos la fun
i�on f(x) = x3 � 4x+ 4 en el intervalo [�1; 0℄. >Cu�al es elvalor aproximado de la integral en este intervalo que da la regla de trape
ios?Seg�un vimos, se tieneZ 0�1 x3 � 4x+ 4 dx � 0� (�1)2 (f(�1) + f(0)) = 12(7 + 4) = 112 :



134 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAEn este 
aso, es sen
illo 
al
ular el valor exa
to de R 0�1 x3� 4x+4 dx = 234 
on lo 
ual se puede
al
ular exa
tamente el error que se 
omete, R(f) = 14 = 0:25.M�as adelante nos dedi
aremos al estudio del error. Veamos ahora una peque~na modi�
a
i�on ala regla de trape
ios.Regla de Trape
ios abierta: en este 
aso, en lugar de 
onsiderar 
omo nodos los extremos delintervalo [a; b℄ vamos a usar dos puntos interiores equiespa
iados fx1; x2g. Luego, sustitu��mosla fun
i�on f por la re
ta que la interpola en esos nodos (ver Figura 7.2). Para �esto partimosal intervalo [a; b℄ en ter
ios, es de
ir en subintervalos de longitud h = b�a3 . De esta manera
onsideramos fx1; x2g los extremos del intervalo medio, es de
ir xj = a + jh para j = 1; 2. Elpolinomio de grado 1 que interpola a f en esos nodos esp(x) = f(x1) + f(x2)� f(x1)x2 � x1 (x� x1):Integrando p en [a; b℄ y re
ordando que h = b�a3 (�esto es: b� a = 3h; x2 � x1 = h; b� x1 = 2h;y a� x1 = �h) tenemos
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Figura 7.2. Regla de Trape
ios simple abiertaZ ba p(x) dx = f(x1)x+ f(x2)� f(x1)x2 � x1 (x� x1)22 ���ba= f(x1)3h+ f(x1)� f(x2)h h(2h)2 � (�h)22 i= 3hf(x1) + f(x1)� f(x2)h 3h22= 3h�f(x1) + f(x2)2 �Luego, para h = b� a3 ,



1. F�ORMULAS DE NEWTON-CÔTES 135Z ba f(x)dx � 3h2 (f(x1) + f(x2)): (7.3)Ejemplo 7.2. Consideremos nuevamente la fun
i�on f(x) = x3 � 4x+ 4 en el intervalo [�1; 0℄.Queremos 
al
ular la aproxima
i�on que da la f�ormula de Trape
ios abierta.La regla de trape
ios abierta tienen por nodos fx1 = �23 ; x2 = �13g 
on h = 13 . El valoraproximado de la integral de f en [�1; 0℄ esZ 0�1 x3� 4x+4 dx � 12(f(�23)+ f(�13)) = 12�� 827 + 83 +4� 127 + 43 +4� = 12 533 = 5:8333 : : :Usando el valor exa
to, ya 
al
ulado, de R 0�1 x3 � 4x+ 4 dx = 234 podemos asegurar que el error
ometido es, R(f) = �0:08333 : : :Regla de Simpson: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a; b℄ la integral de lafun
i�on f por la de una fun
i�on 
uadr�ati
a que interpola a f . Como para dar un �uni
o polinomiode grado 2 que interpole a f se ne
esitan tres nodos, se 
onsideran los extremos del intervalo ysu punto medio, es de
ir, fa; a+b2 ; bg (ver Figura 7.3). Como a y b forman parte de los nodos,esta f�ormula tambi�en suele llamarse de Simpson 
errada.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

6

7 (a, f(a))

(a+h, f(a+h))

(b, f(b))

Figura 7.3. Regla de SimpsonPara simpli�
ar los 
�al
ulos, queremos hallar la f�ormula que le 
orresponde a una fun
i�on 
on-tinua 
uando se 
onsidera el intervalo [�1; 1℄ y derivar de �esta la f�ormula general. Para �estone
esitaremos el siguiente lema.



136 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICALema 7.3. Si Q0(f) = nXj=0Ajf(tj) es una f�ormula de 
uadratura para aproximar la integralR 1�1 f(x) dx enton
es, paraxj = (b� a)2 tj + (a+ b)2 ; 8j = 0; : : : ; n;se tiene una f�ormula de 
uadratura para el intervalo [a; b℄:Z ba f(x) dx � Q(f) = nXj=0 (b� a)2 Ajf(xj): (7.4)Demostra
i�on. Consideremos el 
ambio de variables x = �t+�, 
on � = (b�a)=2 y � = (a+b)=2que transforma el intervalo [�1; 1℄ en [a; b℄. As��,Z ba f(x) dx = Z 1�1 f(�t+ �) � dt:Apli
ando la f�ormula Q0 a la fun
i�on g(t) = �f(�t+ �) para el intervalo [�1; 1℄ tenemos,Z ba f(x) dx = Z 1�1 f(�t+ �) � dt � Q0(g) (7.5)
on, Q0(g) = nXj=0Ajg(tj) = nXj=0 �Ajf(�tj + �):Si llamamos xj = �tj + �, para j = 0; : : : ; n, tenemos quexj = (b� a)2 tj + (a+ b)2 8j = 0; : : : ; n:Luego, podemos re-es
ribir la aproxima
i�on en [a; b℄ dada en (7.5) 
omo en la f�ormula (7.4).Ahora s��, pro
edemos a dar la f�ormula de Simpson, que aproxima a R 1�1 f(x) dx, usando elpolinomio interpolador p en los nodos equiespa
iados f�1; 0; 1g. Si p(x) = a0 + a1x+ a2x2,Z 1�1 p(x) dx = 2�a0 + a23 � = 26�6a0 + 2a2�:



1. F�ORMULAS DE NEWTON-CÔTES 137Por otro lado, sabemos que p(x) = a0 + a1x+ a2x2 veri�
a el sistema:0� 1 �1 11 0 01 1 1 1A0� a0a1a2 1A = 0� f(�1)f(0)f(1) 1APor lo tanto, a0 = f(0); a1 = f(1)� f(�1)2 y a2 = f(�1)� 2f(0) + f(1)2 .Luego, Z 1�1 f(x) dx � Z 1�1 p(x) dx = 26[f(�1) + 4f(0) + f(1)℄:Ahora, por el Lema 7.3, se tiene para un intervalo [a; b℄ la f�ormula de Simpson simple 
errada:S(f) = (b� a)6 �f(a) + 4f((a+ b)=2) + f(b)�:Si es
ribimos la f�ormula en t�erminos de la distan
ia entre un nodo y otro, h = b�a2 , se tiene:S(f) = h3 �f(a) + 4f(a+ h) + f(b)�: (7.6)Ejemplo 7.4. Para la fun
i�on f(x) = x3�4x+4 
onsideremos ahora el intervalo [�1; 2℄. >Cu�ales el valor que se obtiene al aproximar la integral de f en este intervalo si se emplea la f�ormulade Simpson 
errada?Para este intervalo tenemos, b� a = 3, luego h = 32 y a+ h = a+b2 = 12 , enton
es la f�omula (7.6)nos da S(f) = 12�f(�1) + 4f(12) + f(2)� = 12�7 + 4178 + 4℄ = 394 :En este 
aso el 
�al
ulo es exa
to puesto que al 
al
ular la integral de f en [�1; 2℄ obtenemos porresultado 394 .Regla de Simpson abierta: es la que se obtiene al reemplazar f por un polinomio de grado2 que la interpola en nodos equiespa
iados en el interior del intervalo [a; b℄. Para �esto partimosal intervalo [a; b℄ en 
uartos, es de
ir en subintervalos de longitud h = b�a4 . De esta manera
onsideramos fx1; x2; x3g los extremos de los intervalos medios, es de
ir xj = a + jh paraj = 1; 2; 3; (ver Figura 7.4). Como a y b no forman parte de los nodos, esta f�ormula re
ibe elnombre de Simpson abierta.Si pro
edemos 
omo antes, podemos hallar el polinomio de grado 2 que interpola a una fun
i�onen el intervalo [�1; 1℄ y luego por el Lema 7.3 extendemos la f�ormula a 
ualquier intervalo [a; b℄.En este 
aso, el polinomio p(x) = a0 + a1x + a2x2 interpola a f en los nodos f�12 ; 0; 12g. yresultan a0 = f(0); a1 = f(12)� f(�12); y a2 = 2f(�12)� 4f(0) + 2f(12 ).



138 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICA

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(a+h, f(a+h))

(a+2h, f(a+2h))

(a+3h, f(a+3h))Figura 7.4. Regla de Simpson abiertaLuego, R 1�1 p(x) dx = 23�3a0 + a2� = 23�2f(�12) � f(0) + 2f(12)�. Al pasar a un intervalo [a; b℄por medio del Lema 7.3 y es
ribiendo la f�ormula en t�erminos del paso h = b�a4 obtenemos,Z ba f(x) dx � 4h3 �2f(a+ h)� f(a+ 2h) + 2f(a+ 3h)�:Ejemplo 7.5. Consideremos nuevamente la fun
i�on f(x) = x3 � 4x+ 4 en el intervalo [�1; 2℄.Queremos hallar una aproxima
i�on de la integral de f en di
ho intervalo por medio de la reglade Simpson abierta.Como h = b�a4 = 34 , enton
es a+ h = �14 ; a+ 2h = 12 ; a+ 3h = 54 , as�� tenemosZ 2�1 x3 � 4x+ 4 dx � 1�2f(�14)� f(12) + 2f(54)� = �231964 � 178 + 26164 � = 62464 = 394 ;que vuelve a ser un 
�al
ulo exa
to.Es 
laro que la f�ormula de Simpson es exa
ta para polinomios de P2 y que la f�ormula deTrape
ios lo es para polinomios de P1. En general, una regla 
omo la dada en (7.1), 
onstruidainterpolando en n+ 1 puntos, es exa
ta para polinomios de Pn, sin embargo, veremos que para
iertas ele

iones de puntos la regla resulta exa
ta tambi�en para polinomios de Pk para alg�unk > n. Por otra parte, veremos luego que el grado de polinomios para el 
ual una regla es exa
tase rela
iona 
on el error 
ometido al usar di
ha regla. Esto motiva la siguiente de�ni
i�on.



2. ESTIMACI�ON DEL ERROR 139Defini
i�on 7.6. De
imos que una f�ormula de 
uadratura Q(f) = nXj=0Ajf(xj) tiene grado deexa
titud k, si Z ba p(x) dx = Q(p) para todo polinomio p 2 Pk y no para Pk+1.Observa
i�on 7.7. Toda f�ormula de 
uadratura Z ba f(x) dx � Q(f) = nXj=0Ajf(xj) es lineal.Es de
ir, Q(�f + g) = �Q(f) +Q(g) para todo � 2 IR, f y g fun
iones.En virtud de este resultado, podemos redu
ir el estudio del grado de exa
titud al 
omportamientode la f�ormula sobre una base del espa
io de polinomios. Esto queda expresado en la siguienteobserva
i�on.Observa
i�on 7.8. Una f�ormula de 
uadratura Q tiene grado de exa
titud k si y solo si es exa
tapara la base de Pk, B = f1; x; x2; : : : ; xkg y no lo es para el polinomio xk+1. Esto es, la igualdadZ ba xm dx = nXj=0Ajxmjdebe veri�
arse para todo m = 0; : : : ; k y no para m = k + 1.Adem�as, gra
ias al Lema 7.3, una f�ormula de 
uadratura tiene grado de exa
titud k independi-entemente del intervalo [a; b℄ para el 
ual est�a 
al
ulada.Ejemplo 7.9. Se quiere 
al
ular el grado de exa
titud de la f�ormula de Simpson 
errada.Es 
laro que las f�ormulas de Simpson, tanto abiertas 
omo 
erradas, son exa
tas para polinomiosde P2. Luego, por Observa
i�on 7.8, basta ver qu�e su
ede 
on x3; x4; : : :, y esto puede ha
erse,sin perder generalidad, en el intervalo [�1; 1℄. TenemosZ 1�1 x3 dx = 0 = 26[(�1)3 + 4(0)3 + (1)3℄;Z 1�1 x4 dx = 25 6= 23 = 13[(�1)4 + 4(0)4 + (1)4℄:Luego, la f�ormula de Simpson 
errada tiene grado de exa
titud k = 3. Lo mismo su
eder�a parala f�ormula abierta. 2. Estima
i�on del errorEn lo que sigue notaremos por I(f) = Z ba f(x) dx. Una vez obtenida una regla de 
uadraturaQ(f) surge la pregunta de qu�e se puede de
ir sobre el error 
ometido R(f) = I(f)�Q(f).



140 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICALa forma m�as usual de aproximar integrales es mediante las llamadas reglas de integra
i�on
ompuestas que veremos m�as adelante, las 
uales se basan en partir el intervalo [a; b℄ en intervalos
hi
os y apli
ar en 
ada uno de ellos alguna de las reglas 
onstru��das mediante interpola
i�on.Por esta raz�on nos interesa saber 
omo es el error en t�erminos de la longitud del intervalo dondese apli
a la regla. El siguiente teorema nos da un resultado general que nos di
e que el errordepende del grado de exa
titud de la regla.Teorema 7.10. Dada una regla de 
uadratura Q(f) en el intervalo [a; b℄ tal quei) Q(f) es lineal,ii) Q(f) tiene grado de exa
titud k,iii) jQ(f)j �M(b� a)kfk1, para alguna 
onstante M .Enton
es, si f 2 Ck+1[a; b℄, se tienejR(f)j = jI(f)�Q(f)j � (1 +M)(b� a)k+2(k + 1)! kfk+1k1Demostra
i�on. Observemos que, 
omo f 2 Ck+1[a; b℄, existe un polinomio pk 2 Pk tal quekf � pkk1 � (b� a)k+1(k + 1)! kfk+1k1:En efe
to, podemos tomar por ejemplo el polinomio dado por el desarrollo de Taylor de f en
ualquier punto del intervalo.Enton
es, 
omo la regla tiene exa
titud k, tenemos que I(pk) = Q(pk). Luego, usando lalinealidad de Q(f), R(f) = I(f)�Q(f) = I(f � pk)�Q(f � pk):Por lo tanto, usando la hip�otesis iii) y que jI(f � pk)j � (b� a)kf � pkk1, obtenemosjR(f)j � jI(f � pk)j+ jQ(f � pk)j � (1 +M)(b� a)k+2(k + 1)! kfk+1k1;
on
luyendo la demostra
i�on.Observa
i�on 7.11. Si la regla est�a dada 
omo en (7.1) 
on Aj > 0 para todo j = 0; : : : ; n, ytiene grado de exa
titud al menos 0, enton
es la hip�otesis iii) del teorema se 
umple 
on M = 1.En efe
to, 
omo la regla es exa
ta para 
onstantes se tiene quePnj=0Aj = Q(1) = I(1) = (b�a)y por lo tanto, jQ(f)j = j nXj=0Ajf(xj)j � nXj=0Aj jf(xj)j � (b� a)kfk1:



2. ESTIMACI�ON DEL ERROR 141Consideremos la regla del trape
io en el intervalo [a; b℄. Como �esta tiene grado de exa
titud 1el Teorema 7.10 y la Observa
i�on 7.11 nos di
en quejI(f)� T (f)j � (b� a)3kf (3)k1:Tomando por ejemplo la fun
i�on f(x) = (x� a)2 y 
al
ulando I(f) y T (f) observamos queI(f)� T (f) = �(b� a)36 ;lo que muestra que el orden obtenido en t�erminos de la longitud del intervalo no puede mejorarse.Lo que s�� se puede es, analizando 
ada regla en parti
ular, obtener una expresi�on m�as pre
isa delerror mejorando en parti
ular la 
onstante que apare
e en la estima
i�on de �este. Esto es lo queharemos a 
ontinua
i�on para algunas de las reglas 
l�asi
as. Para esto ne
esitamos la siguienteversi�on del teorema del valor medio para integrales, la 
ual es un po
o m�as general que la quese ve en los 
ursos elementales de C�al
ulo.Teorema 7.12. (Valor Medio Integral Generalizado). Si g : [a; b℄! IR, � : [a; b℄ ! [
; d℄,y h : [
; d℄ ! IR son tales que g es 
ontinua y no 
ambia de signo, h es 
ontinua y h(�(x))g(x)es una fun
i�on integrable, enton
es existe � 2 (
; d) tal queZ ba h(�(x))g(x) dx = h(�)Z ba g(x) dx:Demostra
i�on. Supongamos que g(x) � 0 (el 
aso g(x) � 0 se ha
e de manera an�aloga). Seanm y M el m��nimo y m�aximo de h respe
tivamente. Enton
es, m � h(�(x)) �M y por lo tantomg(x) � h(�(x))g(x) �Mg(x) para todo x 2 [a; b℄. Integrando obtenemos,mZ ba g(x)dx � Z ba h(�(x))g(x)dx �M Z ba g(x)dxy 
omo R ba g(x)dx > 0 (suponiendo que g no es id�enti
amente 
ero) resulta,m � R ba h(�(x))g(x)dxR ba g(x)dx �My por lo tanto, 
omo h es 
ontinua, por el teorema de Bolzano sabemos que existe � 2 (
; d) talque h(�) = R ba h(�(x))g(x)dxR ba g(x)dxlo que 
on
luye la demostra
i�on.El otro ingrediente para obtener las f�ormulas del error para las reglas de 
uadratura es laexpresi�on para el error de interpola
i�on estudiada en el 
ap��tulo anterior. El Teorema 5.4 nosdi
e que, para 
ualquier fun
i�on f 2 Cn+1[a; b℄, si pn 2 Pn es su polinomio interpolador se tieneEn(x) = f(x)� pn(x) = f (n+1)(�)(n+ 1)! Wn+1(x) 
on � 2 (a; b) que depende de x:



142 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICALuego, si Q es una f�ormula de 
uadratura 
omo en (7.1) podemos expresar el error de integra
i�on
omo R(f) = I(f)�Q(f) = Z ba (f � pn)(x) dx:Es de
ir R(f) = Z ba f (n+1)(�)(n+ 1)! Wn+1(x) dx:Teorema 7.13. (Error para la Regla de Trape
ios) Si f 2 C2[a; b℄, el error que se produ
eal aproximar Z ba f(x)dx usando la regla de Trape
ios est�a dado porR(f) = �(b� a)312 f 00(�); para alg�un � 2 (a; b): (7.7)Demostra
i�on. Para 
al
ular el error de la regla de los trape
ios re
ordemos que los nodos sonfa; bg, y por tanto W2(x) = (x� a)(x� b), que no 
ambia de signo en [a; b℄, enton
es usando elTeorema 7.12, R(f) = I(f)�Q(f) = Z ba f 00(�)2! W2(x) dx= f 00(�)2 Z ba (x� a)(x� b) dx= �f 00(�)12 (b� a)3:Notar que hay una forma dire
ta de 
al
ular R ba (x � a)(x � b) dx que es 
al
ularla por partes.Si derivamos (x� b) e integramos (x� a), tenemosZ ba (x� a)(x� b) dx = (x� b)(x� a)22 ���ba � Z ba (x� a)22 dx = �(x� a)36 ���ba = �(b� a)36 :Ejemplo 7.14. Estimar el error 
ometido al aproximar R 120 x4 � x2 + 2x+ 3 dx por la f�ormulade trape
ios 
errada. >Cu�al es el valor de di
ha aproxima
i�on? >Qu�e an�alisis se puede ha
er sise 
onsidera la misma fun
i�on en el intervalo [�1; 1℄?Si h = b�a tenemos h = 12 , f(x) = x4�x2+2x+3 y f 00(x) = 12x2�2. Como R(f) = �h312f 00(�)para alg�un � 2 (0; 12), a
otamos jf 00(x)j para todo x 2 [0; 12 ℄. Esto es, jf 00(x)j � 2, puesto queal
anza su valor m�aximo en el extremo izquierdo del intervalo.



2. ESTIMACI�ON DEL ERROR 143Luego, jR(f)j = h312 jf 00(�)j � 18 1122 = 0:020833 : : :El valor de la aproxima
i�on est�a dado por T (f) = 14 (f(0) + f(12)) = 14 (3 + 6116 ) = 3:81250A ve
es, al estimar el error perdemos informa
i�on. Por ejemplo, si queremos estimar el error
ometido al 
onsiderar x 2 [�1; 1℄, no logramos un resultado muy �no. Por un lado jf 00(x)j =j12x2� 2j � 10, pues al
anza su valor m�aximo en los extremos del intervalo y h = b�a = 2, as��,jR(f)j = h312 jf 00(�)j � 81210 = 203 = 6:666 : : :Aunque R 1�1 x4 � x2 + 2x + 3 dx = 8615 = 5:7333 : : : y el valor que arroja la f�ormula es T (f) =22(f(�1) + f(1)) = 6 y el error real es 0:2666 : : :Analizar el error para la regla de Simpson es un po
o m�as dif��
il pues el polinomio W3(x) =(x� a)(x� a+b2 )(x� b) 
ambia de signo en [a; b℄ y por lo tanto no se puede apli
ar dire
tamenteun argumento an�alogo al usado para la regla de Trape
ios. Hay varias formas de obtener laf�ormula del error para la regla de Simpson. Daremos aqu�� la que 
onsideramos m�as elementalpues utiliza s�olo herramientas de los 
ursos b�asi
os de C�al
ulo.Teorema 7.15. (Error para la Regla de Simpson) Si f 2 C4[a; b℄, el error que se produ
eal aproximar Z ba f(x)dx usando la regla de Simpson est�a dado porR(f) = � 190�b� a2 �5f (4)(�); para alg�un � 2 (a; b): (7.8)Demostra
i�on. Consideremos el intervalo [�h; h℄. De�namosF (x) = Z x0 f(x)dxy, para t 2 [�h; h℄, e(t) = F (t)� F (�t)� t �13f(�t) + 13f(0) + 43f(t)�de tal forma que R(f) = I(f)� S(f) = e(h):Nuestro objetivo es enton
es en
ontrar una expresi�on para e(h). Derivando obtenemos,e0(t) = 23f(t) + 23f(�t)� 43f(0) + t3f 0(�t)� t3f 0(t);e00(t) = 13f 0(t)� 13f 0(�t)� t3f 00(�t)� t3f 00(h);y e(3)(t) = t3[f (3)(�t)� f (3)(t)℄:



144 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAEnton
es, por el teorema del valor medio, existe �1 = �1(t) tal quee(3)(t) = �23 t2f (4)(�1)Observemos que e(0) = 0 y que de las expresiones obtenidas resulta que tambi�en e0(0) = e00(0) =0. Por lo tanto, integrando entre 0 y h y usando el Teorema 7.12, obtenemose00(h) = Z h0 e(3)(t)dt = �23 Z h0 t2f (4)(�1)dt = �23f (4)(�2)Z h0 t2dt = �29f (4)(�2)h3para alg�un �2 = �2(h). An�alogamente, existe un �3 = �3(h) tal que,e0(h) = Z h0 e00(t)dt = � 236f (4)(�3)h4e integrando una vez m�as, obtenemos que existe un � 2 [�h; h℄ tal quee(h) = �h590f (4)(�):Ahora, en 
ualquier intervalo [a; b℄, mediante un 
ambio de variable, se obtieneR(f) = � 190�b� a2 �5f (4)(�)para alg�un punto intermedio � 2 (a; b); 
omo quer��amos demostrar.Ejemplo 7.16. Aproximar Z 10 e�x2 dx mediante la regla de Simpson 
errada y estimar el errorque se 
omete al efe
tuar di
ho 
�al
ulo.Tenemos h = 12 , f(x) = e�x2 , as��Z 10 e�x2 dx � 16(f(0) + 4f(12) + f(1)) = 16(1 + e� 14 + e�1) = 0:74951 : : :Para estimar el error 
onsideramos f iv(x) = 4(4x4 � 12x2 + 3)e�x2 . Como R(f) = �h590 f (iv)(�)para alg�un � 2 (0; 1), a
otamos jf 00(x)j para todo x 2 [0; 1℄.Por una parte tenemos que en [0; 1℄, e�x2 � 1 y por otra parte puede verse que j4x4 � 12x2 + 3jal
anza su valor m�aximo en el extremo superior del intervalo. Luego, j4x4 � 12x2 + 3j � 5 en[0; 1℄ y por lo tanto jR(f)j � 190�12�520 = 0:006944 : : :



3. F�ORMULAS DE CUADRATURA COMPUESTAS 1453. F�ormulas de 
uadratura 
ompuestasSi queremos aumentar la pre
isi�on al aproximar R ba f(x) dx, podemos aumentar el n�umero denodos. Esto es, 
onsiderar n + 1 nodos y el polinomio de Pn que interpola a f en esos nodos,
on n 2 IN grande. Esto no siempre es 
ondu
ente. Como vimos en el Cap��tulo 5, aumentarel grado del polinomio interpolador puede produ
ir errores grandes en la aproxima
i�on, los quepodr��an trasladarse al 
�al
ulo de la integral. Otra posibilidad es partir el intervalo [a; b℄ enpeque~nos subintervalos y en 
ada uno de estos apli
ar una aproxima
i�on del tipo Trape
ios oSimpson. Este m�etodo que vamos a desarrollar en esta se

i�on es el m�as usual y se 
ono
e 
omo\
uadratura 
ompuesta".La idea general es 
omo sigue. Partimos el intervalo [a; b℄ en subintervalos eligiendo puntos xj
on a = x0 < x1 < : : : < xn = b. Sabemos queI(f) = Z ba f(x) dx = n�1Xj=0 Z xj+1xj f(x) dx:Ahora si para 
ada Ij(f) = Z xj+1xj f(x) dxtenemos una f�ormula de 
uadratura Qj(f) y 
onsideramos el error respe
tivo,Rj(f) = Ij(f)�Qj(f)obtenemos R(f) = n�1Xj=0Rj(f) = n�1Xj=0 (Ij(f)�Qj(f))= Z ba f(x) dx� n�1Xj=0Qj(f)Esto es, la f�ormula de 
uadratura ser�aZ ba f(x) dx � n�1Xj=0Qj(f) 
on error R(f) = n�1Xj=0Rj(f): (7.9)Usando el Teorema 7.10 podemos obtener un resultado general de estima
i�on del error.Teorema 7.17. Sea Q(f) una regla de 
uadratura 
omo en (7.9) donde 
ada Qj(f) es lineal,tiene grado de exa
titud k y satisfa
e en el intervalo [xj ; xj+1℄ que jQj(f)j �M(xj+1�xj)kfk1,para alguna 
onstante M .



146 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAEnton
es, si f 2 Ck+1[a; b℄ y h = maxj(xj+1 � xj) se tiene quejR(f)j = jI(f)�Q(f)j � (1 +M)(b� a)(k + 1)! hk+1kfk+1k1 :Demostra
i�on. Por el Teorema 7.10 sabemos quejRj(f)j � (1 +M)(xj+1 � xj)k+2(k + 1)! kfk+1k1 :En 
onse
uen
ia, a
otando (xj+1 � xj)k+1 por hk+1 se tienejR(f)j � n�1Xj=0 jRj(f)j � (1 +M)(k + 1)! n�1Xj=0(xj+1 � xj)k+2kfk+1k1� (1 +M)(k + 1)! n�1Xj=0(xj+1 � xj)hk+1kfk+1k1 ;pero Pn�1j=0 (xj+1 � xj) = b� a, lo que 
on
luye la demostra
i�on.El teorema anterior puede apli
arse a las reglas 
ompuestas usuales (tales 
omo Trape
ios ySimpson) para obtener una estima
i�on del error en t�erminos de h = maxj(xj+1 � xj). Sinembargo, un an�alisis mas detallado permite dar una expresi�on m�as pre
isa del error en esos
asos parti
ulares. Para esto vamos a ne
esitar el siguiente lema.Lema 7.18. Sea g 2 C[a; b℄ y sean fa0; : : : ; akg 
onstantes 
on el mismo signo y ft0; : : : ; tkg 2[a; b℄, enton
es se tiene kXj=0 ajg(tj) = g(�) kXj=0 ajpara alg�un � 2 [a; b℄.Demostra
i�on. Sea m = min g(x) y M = max g(x) en [a; b℄. Podemos suponer que aj � 0 paratodo j = 1; : : : ; k, luegopara 
ada j : m � g(tj) � M(aj � 0) m aj � ajg(tj) � M aj(sumando) m kXj=0 aj � kXj=0 g(tj)aj � M kXj=0 ajAhora, de�nimos la fun
i�on G : [a; b℄! IR,G(x) = g(x) kXj=0 aj;
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omo G es un m�ultiplo de g, resulta 
ontinua en [a; b℄. Adem�as, el valor m�aximo de G en [a; b℄es MPkj=0 aj y el valor m��nimo es mPkj=0 aj . Enton
es, por el teorema del valor medio, existe� 2 [a; b℄ tal que G(�) = kXj=0 ajg(tj);es de
ir g(�) kXj=0 aj = kXj=0 ajg(tj);
omo quer��amos demostrar.Consideremos el 
aso de nodos equiespa
iados. Esto nos permitir�a aprove
har las f�ormulas ya
al
uladas (Trape
ios y Simpson) dado que la distan
ia entre dos nodos, que tambi�en llamaremos`paso h' no var��a.Regla de Trape
ios 
ompuesta: para la f�ormula 
errada se tiene que tanto a 
omo b sonnodos, luego tomamos los nodos xj = a+ jh para j = 0; : : : ; n� 1 
on h = (b� a)=n.La f�ormula (7.2) nos da para 
ada integralZ xj+1xj f(x) dx � Tj(f) = h2 (f(xj) + f(xj+1));Luego, T (f) = n�1Xj=0 h2 (f(xj) + f(xj+1))= h2 [f(x0) + f(x1) + f(x1) + f(x2) + : : :+ f(xn�1) + f(xn)℄= h2 24f(x0) + n�1Xj=1 2f(xj) + f(xn)35Enton
es la 
uadratura 
ompuesta usando la regla de Trape
ios 
errada viene dada porT (f) = h2 24f(x0) + n�1Xj=1 2f(xj) + f(xn)35 (7.10)Como para 
ada subintervalo se 
omete un error (ver (7.7)) Rj(f) = �f 00(�j)12 h3 se tieneR(f) = n�1Xj=0�f 00(�j)12 h3 = �h312 n�1Xj=0 f 00(�j):
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ias al Lema 7.18 (
on aj = 1 para todo j) y teniendo en 
uenta que h = (b � a)=nsi y solo si n = (b� a)=h, tenemos que existe � 2 (a; b) tal queR(f) = �h312nf 00(�) = �h312 b� ah f 00(�) = �h212(b� a)f 00(�): (7.11)Ejemplo 7.19. Determinar el n�umero n de subintervalos ne
esario para que el error 
ometido
on la regla de Trape
ios 
ompuesta de una aproxima
i�on de la integral Z 10 e�x2 dx 
on errormenor que 10�4.Para hallar el n�umero de subintervalos a 
onsiderar usamos la expresi�on del error (7.11). Debe-mos a
otar jf 00(x)j para x 2 [0; 1℄ siendo f 00(x) = (4x2 � 2)e�x2 , Como e�x2 � 1 y j4x2 � 2j � 2en este intervalo, se tiene: jR(f)j = h212(b� a)jf 00(�)j � h2122 = 16� 1n�2Si tomamos n > 40:8248 : : : podemos asegurar que jR(f)j < 10�4. Es de
ir, basta tomar n = 41.Regla de Simpson 
ompuesta: se trata de obtener una f�ormula del tipo (7.9) 
uando se usala f�ormula de Simpson en 
ada parti
i�on del intervalo [a; b℄.La f�ormula (7.6) nos da para 
ada integralZ xj+1xj f(x) dx � Sj(f) = h3 (f(xj) + 4f(xj + xj+12 ) + f(xj+1)):Como interpolamos f por un polinomio de grado 2, en puntos equiespa
iados, en 
ada integralintervienen los nodos fxj ; xj+xj+12 ; xj+1g. As��, el paso h entre dos nodos de 
ada integral es lalongitud media del intervalo [xj; xj+1℄. Es de
ir, h = 12 b�an = b�a2n . Luego,S(f) = n�1Xj=0 h3 (f(xj) + 4f(xj + xj+12 ) + f(xj+1))f�ormula que podemos expresar 
omoS(f) = h3 24f(a) + 2 n�1Xj=0 f(xj) + 4 n�1Xj=0 f(xj + xj+12 ) + f(b)35 (7.12)
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ometido al usar esta f�ormula, re
ordemos que en 
ada subintervalo elerror est�a dado por Rj(f) = �h590f (iv)(�j):R(f) = n�1Xj=0�h590f (iv)(�j) = �h590 n�1Xj=0 f (iv)(�j):Por el Lema 7.18 (
on aj = 1 para todo j) y teniendo en 
uenta que h = b�a2n si y solo si n = b�a2h ,tenemos que existe � 2 (a; b) tal queR(f) = �h590nf (iv)(�) = �h590 b� a2h f (iv)(�) = � h4180(b� a)f (iv)(�): (7.13)Ejemplo 7.20. Determinar el n�umero n de subintervalos ne
esario para que el error 
ometido
on la regla de Simpson 
ompuesta de una aproxima
i�on de la integral Z 10 e�x2 dx 
on errormenor que 10�4. Comparar 
on el ejemplo 7.19El error viene dado por la f�ormula (7.13). Ne
esitamos a
otar f (iv)(x) en el intervalo [0; 1℄.Usamos la 
ota hallada en el Ejemplo 7.16. Esto es, jf (iv)(x)j = j4(4x4 � 12x2 + 3)e�x2 j � 20:Enton
es, 
on h = b�a2n = 12n se tienejR(f)j = h4180 jf (iv)(�)j � 19� 12n�4:Si tomamos n > 2:886 : : : podemos asegurar que jR(f)j < 10�4. Es de
ir, basta tomar n = 3,mientras que para la regla de Trape
ios 
ompuesta pod��amos asegurar el mismo error partiendoen 41 subintervalos de igual longitud.Finalizaremos esta se

i�on 
on una apli
a
i�on de los m�etodos hasta ahora estudiados al 
�al
uloaproximado de integrales m�ultiples.Observa
i�on 7.21. Es posible apli
ar en forma iterada las reglas de integra
i�on que a
abamosde desarrollar para aproximar integrales m�ultiples de fun
iones 
ontinuas, para las 
uales elteorema de Fubini puede apli
arse.Por ejemplo, si D � IR2 es una regi�on que podemos des
ribir por medio de fun
iones reales,podemos es
ribir (si la regi�on es de Tipo 1)ZZD f(x; y) dxdy = Z ba Z  (x)�(x) f(x; y) dydx;y 
al
ular las integrales iteradas por los pro
edimientos anteriores.



150 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAEjemplo 7.22. Para f : IR2 ! IR una fun
i�on 
ontinua y D = [0; 1℄� [0; 1℄, se de�ne la fun
i�onF (x) = Z 10 f(x; y) dy y luego� Se aproximan los valores F (0); F (12 ); F (1) 
on la regla de Simpson.� Se aproxima Z 10 F (x) dx usando otra vez la misma regla.El valor de F (0) es el valor de la integral R 10 g(y) dy 
on g(y) = f(0; y), luego apli
ando la reglade Simpson simple 
errada tenemosF (0) � 16hf(0; 0) + 4f(0; 12) + f(0; 1)iAn�alogamente se obtiene los otros dos valores:F (12 ) � 16hf(12 ; 0) + 4f(12 ; 12) + f(12 ; 1)iF (1) � 16hf(1; 0) + 4f(1; 12) + f(1; 1)iAhora, Z 10 F (x) dx � 16hF (0) + 4F (12 ) + F (1)i;donde 
ada valor F (0); F (12 ) y F (1) se reemplazan por los valores aproximados ya 
al
ulados.En la forma expl��
ita de esta regla apare
en los 9 nodos:n(0; 0); (12 ; 0); (1; 0); (0; 12); (12 ; 12); (1; 12); (0; 1); (12 ; 1); (1; 1)opara los 
uales se debe 
al
ular el valor de f(x; y).4. Cuadratura GaussianaSeg�un vimos en las se

iones anteriores, la pre
isi�on de una regla de 
uadratura depende desu grado de exa
titud. En 
onse
uen
ia resulta natural plantearse el problema de 
�omo elegirlos puntos para optimizar el grado de exa
titud. Es de
ir, �jada la 
antidad de puntos, n+ 1,queremos en
ontrar fx0; x1; : : : ; xng de tal forma que la regla 
onstru��da interpolando en esospuntos tenga el mayor grado de exa
titud posible. Este problema fue estudiado y resuelto porGauss por lo que una regla de este tipo se 
ono
e 
omo 
uadratura gaussiana.Observemos que si 
onsideramos una regla de la formaZ ba f(x)w(x)dx � Q(f) = nXj=0Ajf(xj)donde podamos elegir tanto los pesos fA0; A1; : : : ; Ang 
omo los nodos fx0; x1; : : : ; xng, ten-dremos 2n + 2 variables a determinar. Pare
e enton
es natural pedir que la regla sea exa
ta



4. CUADRATURA GAUSSIANA 151hasta el grado 2n + 1, pues de esta manera la 
antidad de 
ondi
iones es igual al n�umero dein
�ognitas. Es de
ir, nos quedan las siguientes e
ua
ionesZ ba xkw(x) dx = nXj=0Ajxkj 0 � k � 2n+ 1Esto es un sistema no lineal de 2n + 2 e
ua
iones 
on 2n + 2 in
�ognitas. Gauss demostr�o queeste sistema tiene solu
i�on �uni
a 
uando w = 1 y el intervalo es [�1; 1℄. El Lema 7.3 nospermite independizarnos del intervalo mientras que la teor��a de espa
ios 
on produ
to interno ypolinomios ortogonales vistos en el Cap��tulo 6 nos permitir�a resolver el problema para un pesoarbitrario w, (w(x) > 0). En efe
to, los puntos de interpola
i�on estar�an dados por los 
eros depolinomios ortogonales.Re
ordemos que los 
eros del polinomio de T
heby
hev de grado n son todos distintos, para
ada n �jo, y est�an en el intervalo [�1; 1℄. El Teorema que sigue nos da un resultado an�alogopara 
ualquier familia de polinomios ortogonales.Consideremos sobre C[a; b℄ el produ
to internohf; gi = Z ba f(x)g(x)w(x) dx;y llamemos fqjg a los polinomios ortogonales y m�oni
os 
on respe
to a este produ
to interno.Respe
tivamente, notemos fpjg los polinomios ortonormales.Teorema 7.23. Las ra��
es de pn son distintas entre s�� y pertene
en al intervalo (a; b).Demostra
i�on. Sea n � 1 �jo. Veamos primero pn tiene al menos una ra��z real. Si no fuera as��,pn tiene signo 
onstante, en parti
ular, tiene signo 
onstante en el intervalo (a; b). Supongamosque pn(x) > 0 en (a; b). Como pn y q0 (q0 = 1) son ortogonales tenemos0 = hpn; 1i = Z ba pn(x)w(x) dx > 0esta 
ontradi

i�on muestra que pn no s�olamente tiene una ra��z real sino que tiene al menos un
ero en (a; b).El segundo paso ser�a ver que las ra��
es de pn son simples. Supongamos que pn tiene alg�un 
erom�ultiple y veamos que esto no es posible. Si x0 2 IR es una ra��z m�ultiple, enton
es pn es divisiblepor (x � x0)2, y enton
es q(x) = pn(x)(x� x0)2 es un polinomio de grado n � 2. Luego, q es una
ombina
i�on lineal de fp0; p1; : : : ; pn�2g y resulta ser ortogonal a pn, por 
onsiguiente,0 = hpn; qi = Z ba pn(x) pn(x)(x � x0)2w(x) dx= Z ba pn(x)2(x� x0)2w(x) dx > 0;



152 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAque resulta, nuevamente, una 
ontradi

i�on. En 
onse
uen
ia todos lo 
eros de pn son simples.Finalmente, resta ver que todas las ra��
es de pn pertene
en al intervalo (a; b).Supongamos que x0; : : : ; xk son los 
eros de pn que est�an en (a; b) y supongamos que k < n� 1,es de
ir que pn tiene 
eros que no pertene
en a (a; b). Como las ra��
es x0; : : : ; xk son simples elpolinomio r dado por r(x) = pn(x)=(x � x0)(x� x1) : : : (x� xk):tiene grado n�(k+1), 
on lo 
ual es ortogonal a pn y tiene signo 
onstante en (a; b). Supongamosque r(x) > 0.0 = hpn; (x� x0) : : : (x� xk)i = Z ba pn(x)(x� x0) : : : (x� xk)w(x) dx= Z ba r(x)(x� x0)2 : : : (x� xk)2(x)w(x) dx > 0;Esta 
ontradi

i�on proviene de suponer que el grado de r es no nulo, luego k = n� 1 y todos lo
eros de pn est�an en (a; b).Ahora probemos el teorema b�asi
o de las 
uadraturas de Gauss.Teorema 7.24. La f�ormula Z ba p(x)w(x) dx = nXj=0Ajp(xj);vale para 
ualquier polinomio de grado menor o igual a 2n+ 1 si y solo si los puntos fxjg sonlos 
eros de pn+1(x).Demostra
i�on. Sea p(x) 2 P2n+1 y supongamos que los puntos xj est�an dados porpn+1(xj) = 0 0 � j � n:Por el algoritmo de divisi�on para polinomios se puede es
ribirp(x) = pn+1(x)S(x) +R(x)
on S(x) y R(x) en Pn(x).Por la de�ni
i�on de los pesos Aj, 
omo el grado de R es a lo sumo n, tenemosI(R) = Qn(R):
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es I(p) = Z ba p(x)w(x) dx= Z ba pn+1(x)S(x)w(x) dx+ Z ba R(x)w(x) dx= hpn+1; Si+ I(R)= 0 +Qn(R)= nXj=0AjR(xj)= nXj=0Ajp(xj) = Qn(p):Ahora supongamos que fxjg es un 
onjunto de puntos distintos y que se veri�
aZ ba p(x)w(x) dx = nXj=0Ajp(xj)para todo p 2 P2n+1. Dado r un polinomio de grado menor o igual que n yW (x) =Qnj=0(x�xj)el produ
to r(x)W (x) est�a en P2n+1. Luego, por hip�otesis I(rW ) = Qn(rW ). En 
onse
uen
iahr;W i = Z ba r(x)W (x)w(x) dx = nXj=0Ajr(xj)W (xj) = 0;puesW (x) se anula en los xj. Enton
esW (x) es un polinomio m�oni
o de grado (n+1) que resultaortogonal a 
ualquier polinomio de grado menor o igual que n, en 
onse
uen
ia W (x) = qn+1(x)y por lo tanto los xj son los 
eros de pn+1.Observa
i�on 7.25. El resultado anterior es �optimo. Es de
ir, no es posible en
ontrar n + 1puntos de manera que, para un peso w > 0, una regla de 
uadratura de la formaZ ba f(x)w(x) dx = nXj=0Ajf(xj);sea exa
ta para polinomios de grado 2n+ 2.En efe
to, el polinomio p(x) = Qnj=0(x � xj)2 veri�
a que Z ba p(x)w(x) dx > 0 mientras quePnj=0Ajp(xj) = 0



154 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICACorolario 7.26. Sea Qn(f) = Pnj=0Ajf(xj) una f�ormula de 
uadratura gaussiana, enton
esAj > 0 para todo j = 0; : : : ; n.Demostra
i�on. Consideremos los polinomios de la base de Lagrange. Cada `k, k = 0; : : : ; nveri�
a que (`k)2 2 P2n y enton
es I(`2k) = Qn(`2k). Como `k(xj) = Ækj,0 < Z ba `2k(x)w(x) dx = nXj=0Aj(`k(xj))2 = Ak:
Ejemplo 7.27. La f�ormula de 
uadratura gaussiana para peso w(x) = 1 e intervalo [�1; 1℄
orresponde a los polinomios ortogonales de Legendre. Se quiere,(1) Hallar la f�ormula de tres puntos.(2) Usar las f�ormulas de Gauss-Legendre de tres puntos para estimar Z 31 ln(x) dx:Para resolver la primer parte, los nodos son las ra��
es del polinomio ortogonal de grado 3. Parael peso w(x) = 1, la familia de polinomios ortogonales es f1; x; 12(3x2 � 1); 12x(5x2 � 3)g. Los
eros de p3 
oin
iden 
on los de q3(x) = 12x(5x2 � 3) siendo x0 = �q35 ; x1 = 0; x2 = q35 .Los 
oe�
ientes fA0; A1; A2g pueden en
ontrase por el m�etodo de 
oe�
ientes indeterminados,teniendo en 
uenta la exa
titud de la f�ormula. Esto es, (n = 2)Z 1�1 xm dx = A0xm0 +A1xm1 +A2xm2 ; para m = 0; 1; 2; 3; 4; 5:Como se 
ono
en los nodos, al quedar determinado un sistema lineal de 3 e
ua
iones 
on 3in
�ognitas, s�olo se usar�an las igualdades de arriba para m = 0; 1; 2; las 
orrespondientes am = 3; 4; 5; ne
esariamente van a satisfa
erse gra
ias al Teorema 7.24.Queda enton
es por resolver el sistema0B� 1 1 1�q35 0 q3535 0 35 1CA0� A0A1A2 1A = 0� 2023 1A ;de donde resultan A0 = A2 = 59 y A1 = 89 yQ(f) = 59f(�q35) + 89f(0) + 59f(q35):



4. CUADRATURA GAUSSIANA 155Si queremos usar la f�ormula anterior para estimar Z 31 ln(x) dx, primero tenemos que trasladarla f�ormula al intervalo [1; 3℄, esto es seg�un el Lema 7.3. Con a = 1; b = 3 quedaZ 31 f(x) dx � Q(f) = 2Xj=0 (3� 1)2 Ajf(yj) = 2Xj=0Ajf(yj);siendo yj = xj + 2; para j = 0; 1; 2: Luego,Z 31 ln(x) dx � 59 ln�2�q35�+ 89 ln(2) + 59 ln�2 +q35�� 590:12572880 + 890:69314718 + 591:05292619� 1:27093916Error en la integra
i�on de GaussUna 
ota del error 
ometido al aproximar una integral mediante una regla gaussiana se puedeobtener mediante el Teorema 7.10. Se puede, sin embargo, dar una expresi�on m�as pre
isa parael error utilizando estima
iones de error de interpola
i�on de Hermite. Para esto usaremos lasiguiente nota
i�on.Sea Qn(f) la regla de Gauss que usa los n+ 1 puntos, x0; : : : ; xn, dados por los 
eros de qn+1,el polinomio ortogonal m�oni
o de grado n+ 1 aso
iado al peso w en un intervalo [a; b℄.Teorema 7.28. Si f 2 C2n+2[a; b℄ se tiene,I(f)�Qn(f) = f2n+2(�)(2n+ 2)! Z ba q2n+1(x)w(x)dx; para alg�un � 2 (a; b):Demostra
i�on. Sea p 2 P2n+1 el polinomio tal que p(xj) = f(xj); y p 0(xj) = f 0(xj) paraj = 1; : : : ; n; que existe por el Teorema 5.17.Utilizando un argumento an�alogo al que usamos para en
ontrar la expresi�on del error en lainterpola
i�on de Lagrange (ver Teorema 5.4) puede demostrarse quef(x)� p(x) = f2n+2(�)(2n+ 2)!q2n+1(x);para alg�un punto intermedio � = �(x). Por otra parte, 
omo Qn tiene grado de exa
titud 2n+1,I(p) = Qn(p);adem�as, 
omo p 
oin
ide 
on f en los nodos de integra
i�on,Qn(p) = Qn(f):Por lo tanto, para el error de integra
i�on tenemos,I(f)�Qn(f) = I(f)�Qn(p) = I(f � p) = Z ba f2n+2(�)(2n+ 2)! q2n+1(x)w(x)dx



156 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICAy usando el Teorema 7.12,I(f)�Qn(f) = f2n+2(�)(2n+ 2)! Z ba q2n+1(x)w(x)dx:En el 
aso en que w(x) = 1 se puede obtener una expresi�on expl��
ita en t�erminos de n del laintegral que apare
e en el error. Re
ordemos que en este 
aso, y si trabajamos en [�1; 1℄, lospolinomios ortogonales son los de Legendre. El siguiente lema da otra forma de generar estospolinomios la 
ual resulta �util para nuestros 
�al
ulos.Lema 7.29. F�ormula de Rodr��gues El polinomio m�oni
o de Legendre de grado k, lk, est�adado por lk(x) = k!(2k)! dkdxk (x2 � 1)k:Demostra
i�on. Es 
laro que lk as�� de�nido resulta ser un polinomio m�oni
o de grado k. Faltaver enton
es que lk es ortogonal a todo polinomio de grado menor que k.Si q 2 Pk�1, integrando por partes k ve
es obtenemosZ 1�1 dkdxk (x2 � 1)kq(x)dx = (�1)k Z 1�1(x2 � 1)k dkq(x)dxk dx = 0pues los t�erminos integrados se anulan porque (x2 � 1)k y todas sus derivadas hasta el ordenk � 1 valen 
ero en los extremos del intervalo.Lema 7.30. Si lk es el polinomio m�oni
o de Legendre de grado k, enton
esZ 1�1 l2k(x) dx = 22k+1(k!)4((2k)!)2(2k + 1)!Demostra
i�on. Por la f�ormula dada en el lema anterior tenemos que 
al
ularZ 1�1 dkdxk (x2 � 1)k dkdxk (x2 � 1)kdx:Pero integrando por partes k ve
es obtenemos queZ 1�1 dkdxk (x2 � 1)k dkdxk (x2 � 1)kdx = (�1)k(2k)!Z 1�1(x2 � 1)kdx = (2k)!Z 1�1(1� x2)kdx:Ha
iendo el 
ambio de variables x = seny resultaZ 1�1(1� x2)kdx = Z �2��2 
os2k+1 ydy:Integrando por partes (
onsiderando 
os y = sen0y) tenemos queZ �2��2 
os2k+1 ydy = Z �2��2 
os2k y sen0ydy = Z �2��2 2k 
os2k�1 y sen2ydy = Z �2��2 2k 
os2k�1 y(1�
os2 y)dy



4. CUADRATURA GAUSSIANA 157y por lo tanto, Z �2��2 
os2k+1 ydy = 2k2k + 1 Z �2��2 
os2k�1 ydy:Iterando este pro
edimiento obtenemosZ �2��2 
os2k+1 ydy = (2kk!)2(2k + 1)! Z �2��2 
os ydy = 22k+1(k!)2(2k + 1)!lo que 
on
luye la demostra
i�on.Teorema 7.31. (Error para Cuadratura Gauss/Legendre) Si f 2 Cn+2[a; b℄ y se aproximaZ ba f(x)dx usando la regla de 
uadratura gaussiana tomando 
omo nodos los 
eros del polinomiode grado n+ 1 de la familia de Legendre, el error que se produ
e est�a dado porR(f) = f2n+2(�) ((n+ 1)!)4((2n + 2)!)3(2n+ 3)(b� a)2n+3; para alg�un � 2 (a; b): (7.14)Demostra
i�on. Poniendo k = n+ 1 obtenemos la f�ormula del error en el intervalo [�1; 1℄,I(f)�Qn(f) = f2n+2(�) 22n+3((n+ 1)!)4((2n + 2)!)3(2n+ 3)y ha
iendo un 
ambio de variables resulta que la f�ormula en un intervalo [a; b℄ esI(f)�Qn(f) = f2n+2(�) ((n+ 1)!)4((2n + 2)!)3(2n+ 3)(b� a)2n+3
Observa
i�on 7.32. Las f�ormulas 
orrespondientes a las reglas de uno y dos puntos resultan ser:Para n = 0 (regla del punto medio) se tieneI(f)�Q0(f) = f 00(�) 124 (b� a)3:Para n = 1 queda, I(f)�Q1(f) = f iv(�) 14320 (b� a)5:Notar que las 
onstantes obtenidas para n = 0 y n = 1 son menores que las que se obtienen en losTeoremas 7.13 y 7.15, que 
orresponden a reglas del mismo grado de exa
titud, respe
tivamente.



158 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICA5. Convergen
ia de los m�etodos de 
uadraturaSi bien la forma m�as usual de obtener una buena aproxima
i�on de una integral 
onsiste en usaralguna regla 
ompuesta 
on un n�umero de nodos su�
iente, otra posibilidad es aumentar lapre
isi�on 
onstruyendo reglas basadas en interpola
i�on de Lagrange en un n�umero 
re
iente depuntos. Por lo tanto es natural preguntarse si este pro
edimiento 
onverge a la integral 
uando eln�umero de nodos tiende a in�nito. Esto es, si Qn(f) es la aproxima
i�on de R ba f(x)w(x) dx que seha
e a trav�es de un polinomio que interpola a f en n+1 nodos, >vale queQn(f)! R ba f(x)w(x) dx
uando n ! 1? En esta se

i�on veremos una 
ondi
i�on para que esto su
eda. Esta 
ondi
i�onse satisfa
e en parti
ular para las reglas gaussianas.Una f�ormula de 
uadraturaZ ba f(x)w(x)dx � Q(f) = nXj=0Ajf(xj)tendr�a pesos Aj dependiendo de los nodos fx0; x1; : : : ; xng y de la fun
i�on w.Cuando aproximamos f por el polinomio interpolador de Lagrange y usamos la base de Lagrangepara tal �n, se tendr�a que Aj = R ba `j(x)w(x) dx para j = 0; : : : ; n.Para estudiar la 
onvergen
ia 
uando se in
rementa el n�umero de nodos usaremos nota
i�on m�asespe
���
a. Es de
ir, tanto la base de Lagrange 
omo la 
uadratura, los nodos y pesos de la mismase indi
ar�an 
on el n 
orrespondiente. El siguiente teorema da una 
ondi
i�on que asegura la
onvergen
ia.Teorema 7.33. Dada f 2 C[a; b℄ y dado n 2 IN notamos porI(f) = Z ba f(x)w(x) dx; y de�nimos Qn(f) = nXj=0A(n)j f(x(n)j )donde los A(n)j est�an dados por A(n)j = Z ba `(n)j (x)w(x) dx:Si existe una 
onstante K tal que nXj=0 jA(n)j j � K 8nenton
es limn!1Qn(f) = I(f)



5. CONVERGENCIA DE LOS M�ETODOS DE CUADRATURA 159Demostra
i�on. Por el teorema de Weierstrass, dado " > 0 existe un polinomio qN 2 PN (Ndepende de ") tal que maxa�x�b jf(x)� qN (x)j = kf � qNk1 � ":Observemos que 
omo Qn es exa
ta para polinomios de grado menor o igual que n, enton
es setiene que Qn(qN ) = I(qN ) para todo n > N . Tenemos que,jI(f)�Qn(f)j = jI(f)� I(qN ) +Qn(qN )�Qn(f)j� jI(f)� I(qN )j+ jQn(qN )�Qn(f)j:Ahora bien, si llamamos 
 = R ba w(x) dx, se tienejI(f)� I(qN )j = ����Z ba w(x)(f(x)� qN (x)) dx����� kf � qNk1 Z ba w(x) dx � 
";y adem�as, jQn(qN )�Qn(f)j = ���Pnj=0A(n)j (qN (x(n)j )� f(x(n)j ))���� kf � qNk1Pnj=0 jA(n)j j � K":Con todo esto, hemos probado que dado " > 0 existe N tal que si n > N ,jI(f)�Qn(f)j � (
+K)":Tambi�en vale la impli
a
i�on re
��pro
a, que enun
iamos en el siguiente teorema, de la 
ual omiti-mos una demostra
i�on.Teorema 7.34. Con las nota
iones anteriores, si limn!1Qn(f) = I(f), para toda f 2 C[a; b℄,enton
es existe una 
onstante K tal quenXj=0 jA(n)j j � K 8n:



160 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICACorolario 7.35. Si los pesos A(n)j son todos positivos tenemos enton
esQn(f)! Z ba f(x)w(x) dx;para toda fun
i�on 
ontinua f .Demostra
i�on. Como la aproxima
i�on por 
uadraturas Qn es exa
ta para polinomios de Pn, enparti
ular se tiene que Qn(1) = R ba w(x) dx, para todo n 2 IN.Como w(x) > 0 y los pesos son todos positivos tenemos que,0 < I(1) = Z ba w(x) dx = Qn(1) = nXj=0A(n)j = nXj=0 jA(n)j j:La 
onstante K que satisfa
e la hip�otesis del teorema anterior esK = Z ba w(x) dx = nXj=0 jA(n)j j;y tenemos que estas aproxima
iones de la integral 
onvergen a la misma.Como 
onse
uen
ia de los resultados obtenidos resulta la 
onvergen
ia de las reglas gaussianasque enun
iamos en el siguiente teorema.Teorema 7.36. Si Qn(f) = nXj=0A(n)j f(x(n)j )es la regla gaussiana 
orrespondiente a un peso w(x) > 0 enton
eslimn!1Qn(f) = Z ba f(x)w(x) dx;para toda f 2 C[a; b℄.Demostra
i�on. Es 
onse
uen
ia inmediata de los Corolarios 7.26 y 7.35.Para terminar esta se

i�on queremos 
omentar que las hip�otesis del Teorema 7.33 no se apli
anal 
aso de puntos equiespa
iados (o sea a las f�ormulas de Newton-Côtes). En efe
to, se sabeque en este 
aso los pesos A(n)j 
ambian de signo y, m�as a�un, 
uando n 
re
e no est�an a
otados.Por lo tanto existen fun
iones 
ontinuas para las 
uales este pro
edimiento para aproximar laintegral no 
onverge.



6. EJERCICIOS 1616. Ejer
i
ios(1) Usar las f�ormulas 
erradas de Newton-Côtes de dos y tres puntos (reglas de trape
iosy de Simpson, respe
tivamente) para 
al
ular las integrales:Z 10 x4 dx Z 0:20:1 ln(x) dx Z :30 11 + x dxCal
ular, adem�as, en forma exa
ta 
ada una de las integrales anteriores y veri�
ar la
ota del error.(2) Interpolando las fun
iones de base de Lagrange, hallar una f�ormula de 
uadratura porinterpola
i�on de la formaZ 2h0 f(x) dx � A0f(0) +A1f(h):(3) Usar el m�etodo de 
oe�
ientes indeterminados para dar una f�ormula de 
uadratura porinterpola
i�on: Z 3h0 f(x) dx � A0f(0) +A1f(h) +A2f(3h):(4) Construir la f�ormula abierta de Newton-Côtes para 
al
ular R 1�1 f(x) dx 
on nodos�1=2; 0; 1=2, y la f�ormula 
errada de Newton-Côtes 
on nodos en los puntos�1; �1=3; 1=3; 1.(5) Considerar la fun
i�on de�nida en [�h; h℄ (h > 0):f(x) = � 0; si � h � x � 0x; si 0 < x � h:Hallar el error de la regla de trape
ios apli
ada a f(x). >El orden es igual al obtenidopara una fun
i�on su�
ientemente suave?(6) La f�ormula de 
uadraturaZ ba f(x) dx � f(a+ b2 )�b� a�es 
ono
ida 
omo Regla de los Re
t�angulos. Para f 2 C1[a; b℄ a
otar el error que se
omete al utilizarla.(7) Para f una fun
i�on C2 probar que el error 
ometido al usar la f�ormula de 
uadraturadel Ejer
i
io 2 no ex
ede el valor kf 00k12 h3.(8) (a) Hallar una f�ormula de 
uadratura del tipo:Z 1�1 f(x) dx � Af(�2) +Bf(0) + Cf(2):(b) Para f 2 C3[�2; 2℄ probar que el error 
ometido no ex
ede el valor 712kf (3)k1:(9) Es
ribir un programa que utili
e las reglas de trape
ios, de Simpson, de trape
ios
ompuesta y de Simpson 
ompuesta para 
al
ular aproxima
iones de la integral de unafun
i�on f(x) en un intervalo [a; b℄.(10) Se sabe que Z 10 11 + x2 dx = �4 :



162 7. INTEGRACI�ON NUM�ERICA(a) Para n = 1; : : : ; 100, utilizar las reglas de trape
ios y Simpson 
ompuestas paraaproximar num�eri
amente la integral y dar un valor 
er
ano a �.(b) Gra�
ar las su
esiones obtenidas junto 
on el valor de � que arroja Matlab y elvalor que se obtiene al apli
ar la rutina quad de Matlab.(11) (a) Cal
ular exa
tamente la integralI = Z 2�0 [1� 
os(32x)℄ dx:(b) Aproximar el valor de I usando el programa del Ejer
i
io 9 
on los m�etodos de lostrape
ios, Simpson, trape
ios 
ompuesta y Simpson 
ompuesta para n = 2; 4; 8 y16.(
) Cal
ular el valor de I que produ
e la rutina quad.(12) Se quiere 
al
ular Z 1�1 e�x2 dx utilizando la regla de trape
ios 
ompuesta, partiendo elintervalo [�1; 1℄ en n subintervalos. Hallar n de modo que el error sea menor que 10�3.(13) La expresi�on Qn(f) =Pnj=0Ajf(xj) de�ne una f�ormula de 
uadratura.(a) Probar que Qn es lineal en f (el 
onjunto de fun
iones).(b) Supongamos que Qn(f) � R ba f(x)w(x) dx y que es exa
ta para las fun
iones1; x; : : : ; xk. Mostrar que la f�ormula tiene grado de pre
isi�on por lo menos k.(14) Determinar el grado de pre
isi�on de las f�ormulas para R 1�1 f(x) dx:(a) 43f(�0:5)� 23f(0) + 43f(0:5):(b) 14f(�1) + 34f(�13) + 34f(13) + 14f(1):(15) Hallar reglas de 
uadratura de grado de pre
isi�on m�aximo para aproximar R 3�3 f(x) dx,de las siguientes formas:(a) A[f(x0) + f(x1)℄ (repitiendo el 
oe�
iente).(b) Af(x0) +Bf(x0 + 4):y determinar 
u�ales son di
hos grados.(16) Cal
ular R 1�1 f(x)x2 dx mediante una regla de 
uadratura de la formaZ 1�1 f(x)x2 dx � A0f(x0) +A1f(x1)que sea exa
ta para polinomios de grado menor o igual que 3.(17) (a) Hallar una regla de 
uadratura del siguiente tipoZ 1�1 f(x)pjxjdx � A0f(x0) +A1f(x1):que tenga grado de pre
isi�on m�aximo. >Cu�al es di
ho grado?(b) Hallar una regla de 
uadratura del siguiente tipoZ 40 f(x)r���x� 22 ���dx � A0f(x0) +A1f(x1):que tenga grado de pre
isi�on m�aximo. >Cu�al es di
ho grado?(18) Sea w una fun
i�on de peso. Se 
onsidera la regla de 
uadratura de 1 punto:Z ba f(x)w(x) dx � A0f(s):



6. EJERCICIOS 163(a) Probar que, 
ualquiera sea w, la f�ormula tiene grado de pre
isi�on m�aximo si s =R ba xw(x) dxR ba w(x) dx .(b) Probar que si w(x) � 1, esta regla 
oin
ide 
on la regla de los re
t�angulos.(
) Considerar el intervalo [�1; 1℄ y w(x) = (x � 1)2. A
otar el error que produ
e eluso de esta regla para fun
iones C1.(19) Hallar los pesos y los nodos de las f�ormulas de Gauss-Legendre de dos y tres puntos.(Los polinomios de Legendre m�oni
os de grado dos y tres son x2 � 13 y x3 � 35x).(20) Usar las f�ormulas de Gauss-Legendre de tres puntos para estimar:(a) Z 1�1 sen(3x) dx; (b) Z 31 ln(x) dx; (
) Z 21 ex2 dx:(21) Probar que una f�ormula de 
uadraturaZ ba f(x)w(x) dx � Qn(f) = nXj=0Ajf(xj)no puede tener grado de pre
isi�on mayor que 2n+1, independientemente de la ele

i�onde los 
oe�
ientes (Aj) y de los nodos (xj).Sugeren
ia: Hallar un polinomio p 2 P2n+2 para el 
ual Qn(p) 6= Z ba p(x)w(x) dx.(22) Para f : IR2 ! IR una fun
i�on 
ontinua, se quiere dar una f�ormula de 
uadratura queaproxime ZZD f(x; y) dx dy 
on D � IR2 usando el Teorema de Fubini.(a) Repetir el pro
edimiento he
ho en el Ejemplo 7.22 y dar la f�ormula 
orrespondientepara D el tri�angulo de v�erti
es (0; 0); (0; 1); (1; 0).Sugeren
ia: 
onsiderar F (x) = Z x0 f(x; y) dy.(b) Probar que si D es el tri�angulo de v�erti
es (0; 0); (0; 1); (1; 0) la f�ormula anteriores exa
ta para f(x; y) = x2 + y2.





CAP��TULO 8Resolu
i�on de e
ua
iones diferen
iales ordinariasEn este 
ap��tulo abordaremos el problema de resolver e
ua
iones diferen
iales 
on valores ini-
iales. Es de
ir, desarrollaremos m�etodos num�eri
os para aproximar una fun
i�on 
ono
iendouna e
ua
i�on que involu
ra sus derivadas.Se llama orden de una e
ua
i�on al m�aximo orden de derivada que apare
e en ella. En su formam�as general una e
ua
i�on diferen
ial de orden n, puede es
ribirse 
omoF (t; x(t); x0(t); x00(t); : : : ; x(n)(t)) = 0;donde t 2 IR, F : IRn+2 ! IR es una fun
i�on 
ono
ida y x es la fun
i�on que se desea en
ontrar.Vamos a suponer que la derivada de mayor orden puede despejarse de tal forma que la e
ua
i�onse es
ribe 
omo x(n)(t) = f(t; x(t); x0(t); x00(t); : : : ; x(n�1)(t)); (8.1)para t 2 IR y f : IRn+1 ! IR una fun
i�on dada.Algunos ejemplos de e
ua
iones diferen
iales son:Ejemplos 8.1.(1) Para � una 
onstante dada, la e
ua
i�onx0(t) = �x(t):es una e
ua
i�on lineal de primer orden. Su solu
i�on general esx(t) = Ce�t
on C una 
onstante arbitraria, es de
ir, hay in�nitas solu
iones. Esto es lo que pasaen general y por lo tanto, para poder determinar una solu
i�on es ne
esario tener m�asdatos. En este ejemplo se ve f�a
ilmente que si se 
ono
e el valor ini
ial x(0) = x0enton
es la solu
i�on es x(t) = x0e�t:Esto es algo general: dada una e
ua
i�on diferen
ial para determinar una solu
i�on esne
esario 
ono
er 
iertos datos ini
iales.(2) Veamos un ejemplo elemental de e
ua
i�on que surge de un problema f��si
o. Supongamosque se tiene una part��
ula de masa m que se mueve en una dire

i�on debido a la a

i�onde un resorte y se quiere 
ono
er la posi
i�on x(t) de la masa en el instante t. La ley de



166 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASHooke di
e que la fuerza F (t) que ejer
e el resorte en el instante t es propor
ional a suestiramiento o 
ompresi�on, es de
ir,F (t) = �kx(t)donde k es la 
onstante de rigidez del resorte. Por otra parte, la ley de Newton nosdi
e que F (t) = ma(t)siendo a(t) la a
elera
i�on en el instante t. En 
onse
uen
ia, 
omo a(t) = x00(t), obtene-mos la e
ua
i�on mx00(t) + kx(t) = 0:Esta es una e
ua
i�on lineal de segundo orden que, 
omo tiene 
oe�
ientes 
onstantes,puede resolverse anal��ti
amente. Si llamamos ! = pk=m, la solu
i�on general de estae
ua
i�on es x(t) = C1 
os(!t) + C2 sen(!t)donde C1 y C2 son 
onstantes arbitrarias. Introdu
iendo A =pC21 + C22 y ' 2 [0; 2�)tal que 
os' = C1=A y sen' = C2=A (notar que tal ' existe porque (C1=A)2 +(C2=A)2 = 1), la solu
i�on general puede es
ribirse 
omoA 
os('� !t)donde A representa la amplitud, ! la fre
uen
ia y ' la fase.Para poder determinar la posi
i�on en el instante t ne
esitamos 
ono
er 
iertas 
ondi-
iones ini
iales. Lo m�as natural es 
ono
er la posi
i�on y la velo
idad ini
iales, es de
irx(0) = x0 y x0(0) = v0. Veamos que 
on estos datos podemos en
ontrar A y ' de talforma que la solu
i�on queda un��vo
amente determinada. En efe
to, es f�a
il ver que delas 
ondi
iones ini
iales se dedu
e que A = px20 + (v0=!)2 y ' 2 [0; 2�) es el �uni
o�angulo que satisfa
e 
os' = x0=A y sen' = v0=!A.(3) Veamos ahora un ejemplo de e
ua
i�on no lineal. Para esto 
onsideremos otro ejemplode los 
ursos b�asi
os de f��si
a que es el problema del p�endulo. En este 
aso se quieredeterminar el �angulo �(t) que un p�endulo 
on masam forma respe
to de la verti
al en elinstante t. Despre
iando el rozamiento 
on el aire podemos suponer que la �uni
a fuerzaque a
t�ua es la de la gravedad, es de
ir, una fuerza en dire

i�on verti
al ha
ia abajo yde magnitud mg. La proye

i�on F de esta fuerza en la dire

i�on del movimiento (o seatangen
ial al ar
o de 
ir
unferen
ia que des
ribe el p�endulo) resulta enton
es,F (t) = mg sen �(t):Teniendo en 
uenta que la longitud re
orrida en un tiempo t es L(�(t) � �(0)), dondeL es la longitud del p�endulo, resulta que la a
elera
i�on en la dire

i�on tangen
ial almovimiento es L�00(t). Por lo tanto, apli
ando nuevamente la ley de Newton obtenemosL�00(t) = g sen �(t)o sea, una e
ua
i�on no lineal de segundo orden. Tambi�en en este 
aso hay una �uni
asolu
i�on si se 
ono
en la posi
i�on y la velo
idad ini
ial, o sea, �(0) y L�0(0). Esto es
onse
uen
ia del teorema de existen
ia y uni
idad que enun
iaremos m�as adelante.



1. M�ETODOS DE UN PASO 167Como vimos en los ejemplos una e
ua
i�on diferen
ial puede tener mu
has solu
iones y paraobtener una solu
i�on �uni
a ha
e falta 
ono
er 
iertos datos que pueden ser valores de la fun
i�ony de algunas de sus derivadas en un valor ini
ial t0. M�as pre
isamente, puede demostrarseque para la e
ua
i�on de orden n (8.1) se tiene una solu
i�on �uni
a dados los datos ini
ialesx(t0); x0(t0); : : : ; x(n�1)(t0), bajo hip�otesis ade
uadas sobre la fun
i�on f .En lo que sigue, vamos a estudiar m�etodos num�eri
os para e
ua
iones de grado 1. La raz�on porla que ha
emos esto es que las e
ua
iones de grado n pueden redu
irse a sistemas de e
ua
ionesde orden 1 y los m�etodos que presentaremos pueden extenderse a sistemas.La e
ua
i�on de orden 1 que 
orresponde 
on la es
ritura 8.1 tienen la forma� x0(t) = f(t; x(t));x(t0) = a: (8.2)Se trata de una e
ua
i�on diferen
ial de primer orden porque la derivada de mayor orden queapare
e es la derivada primera.Por ejemplo, podemos 
onsiderar e
ua
iones 
omo las siguientes:(i) x0 = 1; (iii) x0 = x;(ii) x0 = t; (iv) x0 = x2:Primero enun
iamos un teorema de existen
ia y uni
idad de solu
i�on, 
uya demostra
i�on nodamos.Teorema 8.2. Si f(t; x) es 
ontinua y Lips
hitz en x, es de
irjf(t; x)� f(t; y)j � Ljx� yjEnton
es para 
ualquier valor a 2 IR existe una �uni
a fun
i�on derivable x(t) que veri�
a� x0(t) = f(t; x(t))x(t0) = a:Los m�etodos num�eri
os para aproximar la solu
i�on de una e
ua
i�on diferen
ial ordinaria sedividen en dos grandes 
lases: m�etodos de un paso y m�etodos multipaso.1. M�etodos de un pasoNuestro estudio de aproxima
iones num�eri
as para e
ua
iones ordinarias empieza 
on los m�etodos
ono
idos 
omo m�etodos de un solo paso.Dado el problema (8.2) bus
amos una aproxima
i�on de x(t) en un 
ierto intervalo [t0; T ℄. Paraesto bus
aremos una forma de generar n valores x1; : : : ; xn que aproximen x(t1); : : : ; x(tn) 
ont0 < t1 < t2 < � � � < tn = T . Despu�es se puede interpolar en esos valores para obtener una



168 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASaproxima
i�on de x(t). A ve
es solo interesa 
ono
er el valor de x(T ) y en este 
aso los pasosintermedios x1; : : : ; xn�1 pueden verse 
omo pasos auxiliares para 
al
ular xn � x(T ).El m�etodo general de un paso tiene la formaxi+1 = xi + h�(ti; xi; h): (8.3)La fun
i�on � se 
ono
e 
omo la fun
i�on de in
remento y nos di
e 
omo 
al
ular la aproxima
i�onxi+1 de x(ti+h) a partir de xi; ti y de h. Una ventaja de estos m�etodos es que se puede 
ambiarf�a
ilmente el paso h. Es de
ir 
al
ulamos una aproxima
i�on en un tiempo posterior (ti+1) apartir de una aproxima
i�on en el tiempo ti.1.1. M�etodo de Euler. Dada la e
ua
i�on diferen
ial� x0(t) = f(t; x(t));x(t0) = x0vemos que de 
ono
er el valor de x en un punto t 
ono
emos tambi�en el valor de la pendientede la re
ta tangente en el punto (t; x(t)). Como x(t0) = x0 es 
ono
ido sabemos exa
tamente elvalor de x0(t0) = f(t0; x0).Esto sugiere que el valor de x(t+ h) ser�a aproximadamente x1 = x0 + hf(t0; x0) si el valor de hes peque~no.Si trabajamos en el intervalo [t0; T ℄ y queremos dar una aproxima
i�on de x(T ), elegimos n 2 IN ypuntos equiespa
iados t1; : : : ; tn 
on paso h = (T�t0)=n, de manera que ti = t0+ih; i = 0; : : : ; n.Ahora, dada una aproxima
i�on xi de x(ti) de�nimos una aproxima
i�on de x(ti+1) = x(ti + h)
omo xi+1 = xi + hf(ti; xi) (8.4)ver Figura 8.1. La es
ritura (8.4) se 
orresponde 
on (8.3) para �(t; x; h) = f(t; x).Ejemplo 8.3. Apli
ar el m�etodo de Euler para dar una aproxima
i�on del valor de e usando lae
ua
i�on diferen
ial � x0(t) = x(t);x(0) = 1:Sabemos que la solu
i�on exa
ta de la e
ua
i�on es x(t) = et, puesto que x(0) = 1. Queremosaproximar el valor de x(T ) siendo T = 1. Fijamos n 2 IN y 
onsideramos paso h = 1n . El valorbus
ado es xn � x(1). Apli
ando el m�etodo de Euler para f(t; x) = x se obtiene la su
esi�on dere
urren
ias xi+1 = xi + hxi= (1 + h)xi:
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Figura 8.1. M�etodo de Euler, x0 = x; x(0) = 1; 
on pasos h = 0:25 y h = 0:125.Si ahora reemplazamos xi por (1 + h)xi�1 en la igualdad anterior tenemos xi+1 = (1 + h)2xi�1.Siguiendo este razonamiento i� 1 pasos m�as queda xi+1 = (1 + h)i+1x0. Finalmente, usando eldato x0 = 1 y h = 1n obtenemos la su
esi�onxn = �1 + 1n�n;de la que sabemos que limn!1�1 + 1n�n = e.La Tabla 8.1 muestra los valores que se obtienen si se usa el m�etodo ed Euler 
on paso h = 0:25y paso h = 0:125. Estos datos pueden apre
iarse en la Figura 8.1.t et h = 0:25 h = 0:1250.125 1.1331 1.1250000.250 1.2840 1.250000 1.2656250.375 1.4549 1.4238280.500 1.6487 1.562500 1.6018070.625 1.8682 1.8020320.750 2.1170 1.953125 2.0272070.875 2.3989 2.2806971.000 2.7183 2.441406 2.565784Tabla 8.1. M�etodo de Euler, x0 = x; x(0) = 1; 
on paso h = 0:25 y h = 0:125



170 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS1.2. M�etodos de Taylor. El m�etodo de Euler dado en (8.4) 
onsiste en aproximar lafun
i�on x(t) por su polinomio de Taylor de grado uno. En efe
to,x(t+ h) = x(t) + x0(t)h+ x00(�)h22 ;donde � est�a entre t y t+ h. Si h es peque~no se puede despre
iar el t�ermino x00(�)h22 obteniendox(t+ h) � x(t) + x0(t)h = x(t) + hf(t; x(t)): (8.5)El m�etodo de Euler (8.4) en el paso i + 1 se basa en utilizar (8.5) desarrollado en t = tireemplazando el valor des
ono
ido x(ti) por su aproxima
i�on xi.Este m�etodo se puede generalizar utilizando desarrollos de mayor orden dando lugar a los lla-mados m�etodos de Taylor de orden k. Re
ordemos que para valores de h peque~nos se tienex(t+ h) = x(t) + hx0(t) + 12h2x00(t) + � � �+ 1k!hkx(k)(t) + 1(k + 1)!hk+1x(k+1)(�) (8.6)donde � est�a entre t y t+ h.Como antes trabajamos en el intervalo [t0; T ℄ y queremos dar una aproxima
i�on de x(T ). Elegi-mos n 2 IN y t1; : : : ; tn puntos equiespa
iados, ti = t0 + ih; i = 0; : : : ; n, 
on h = (T � t0)=n.Si 
ono
i�eramos las derivadas de x hasta orden k en los valores ti podr��amos usar esos datospara implementar un m�etodo que aproxime x(ti + h) a partir de una aproxima
i�on de x(ti).La e
ua
i�on diferen
ial x0(t) = f(t; x(t)) nos propor
iona las derivadas de orden superior. Porejemplo para hallar x00 derivamos x0 y obtenemosx00(t) = ft(t; x(t)) + fx(t; x(t))x0(t);es de
ir, x00(t) = ft(t; x) + fx(t; x(t))f(t; x(t)):Con la segunda derivada de x podemos ha
er el desarrollo de orden 2. Suponemos hallados losvalores de xj que aproximan x(tj) para j = 1; : : : ; i, enton
es para ti+1 = ti + h se tienex(ti + h) � x(ti) + hf(ti; x(ti)) + 12h2[ft(ti; x(ti)) + fx(ti; x(ti))f(ti; x(ti))℄:De a 
uerdo 
on esta f�ormula, el m�etodo de aproxima
i�on esxi+1 = xi + hf(ti; xi) + 12h2[ft(ti; xi) + fx(ti; xi)f(ti; xi)℄: (8.7)La f�ormula de itera
i�on (8.7) se 
ono
e 
on el nombre de M�etodo de Taylor de orden 2 y
orresponde a la expresi�on (8.3) si 
onsideramos �(t; x; h) = f(t; x)+ h2 [ft(t; x)+fx(t; x)f(t; x)℄:El m�etodo de orden 3 se 
onsigue derivando x00. En lo que sigue es
ribimos simplemente x enlugar de x(t). La f�ormula para x000 queda en t�erminos de f y sus derivadas,



1. M�ETODOS DE UN PASO 171x000(t) = ftt(t; x) + 2ftx(t; x)f(t; x) + fxx(t; x)f2(t; x)+ft(t; x)fx(t; x) + f2t (t; x)f(t; x):Continuando de esta manera se pueden 
al
ular las derivadas de x hasta orden k en t�erminosde f y sus derivadas. Esto nos da una manera de 
al
ular m�etodos de aproxima
i�on de un paso(solo usamos ti; xi y h para 
al
ular la siguiente aproxima
i�on xi+1).Para formalizar este pro
edimiento introdu
imos dos nota
iones. Llamamos Djf a la derivadatotal de f respe
to de t, es de
ir Djf(t; x) = d(j)dt f(t; x(t)):Por ejemplo, si j = 0, D0f(t; x) = f(t; x) y para j = 1, D1f(t; x) = ft(t; x) + fx(t; x)f(t; x).Ahora, ponemos Tk(t; x; h) = kXj=1 hj�1j! Djf(t; x): (8.8)As��, de (8.6) obtenemos la aproxima
i�onx(t+ h) � x(t) + hTk(t; x; h)de donde se tiene la siguiente f�ormula de re
urren
ia,xi+1 = xi + hTk(ti; xi; h):Estos m�etodos se 
ono
en 
omo m�etodos de Taylor de orden k. Su mayor problema es querequieren en
ontrar y evaluar derivadas su
esivas de f(t; x).Ejemplo 8.4. Apli
ar el m�etodo de Euler y Taylor de orden 2 para el problema� x0(t) = t+2t+1x;x(0) = 1:Cono
emos la solu
i�on exa
ta que 
orresponde a la fun
i�on x(t) = (t+1)et. En efe
to, x(0) = 1y x0(t) = (t+2)et = (t+2) x(t)(t�1) . Esto nos va a permitir 
omparar las aproxima
iones obtenidas
on los valores reales de x(t) 
omo muestra la Figura 8.2Empezamos es
ribiendo la itera
i�on que se obtiene usando el m�etodo de Euler.8<: x0 = 1;xi+1 = xi + hti + 2ti + 1xi:



172 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASt x = (t+ 1)et Euler Taylor 20.000 1.000000 1.000000 1.0000000.250 1.605032 1.500000 1.5937500.500 2.473082 2.175000 2.4404300.750 3.704750 3.081250 3.6352231.000 5.436564 4.291741 5.306777Tabla 8.2. M�etodos de Euler y Taylor orden 2, x0 = t+2t+1x; x(0) = 1; paso h = 0:25.Para el m�etodo de Taylor de orden 2 ne
esitamos 
ono
er x00 en t�erminos de (t; x). Al derivarx0, se obtiene x00 = �1(t+ 1)2 x+ t+ 2t+ 1 x0 = t2 + 4t+ 3(t+ 1)2 x:Enton
es, la itera
i�on del m�etodo de orden 2 es8<: x0 = 1xi+1 = xi + hti + 2ti + 1xi + h22 h t2i + 4ti + 3(ti + 1)2 xii:Para dar una tabla de valores, en ambos 
asos, 
onsideramos h = 0:25 
on lo 
ual t =(0; 0:25; 0:5; 0:75; 1)Gr�a�
amente se tiene

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

x=(t+1)et                              
Interpolación polinomial, M. de Euler   
x

0
,…,x

4
: M. de Euler             

Interpolación polinomial, M. de Taylor 2
x

0
,…,x

4
: M. de Taylor 2          

Figura 8.2. M�etodos de Euler y Taylor orden 2, x0 = t+2t+1x; x(0) = 1; paso h = 0:25.



1. M�ETODOS DE UN PASO 1731.3. M�etodos de Runge-Kutta. Los m�etodos de un paso m�as usados son los que se
ono
en 
omo de Runge-Kutta. La idea es obtener aproxima
iones que resulten del mismoorden que las que se obtienen 
on los m�etodos de Taylor, pero sin tener que 
al
ular derivadasde f .Veamos 
�omo se dedu
en los m�etodos de Runge-Kutta de orden 2. Re
ordemos, ver (8.6), queel m�etodo de Taylor de orden 2 se basa en la igualdadx(t+ h) = x(t) + hT2(t; x(t); h) +O(h3):Ahora bus
amos �2(t; x; h) que no involu
re 
�al
ulo de derivadas de f y que 
umplax(t+ h) = x(t) + h�2(t; x(t); h) +O(h3):Para esto es su�
iente que se 
umplaT2(t; x(t); h) � �2(t; x(t); h) = O(h2): (8.9)Bus
amos �2 de la siguiente forma�2(t; x; h) = A1f(t; x) +A2f(t+ �h; x+ �hf(t; x)) (8.10)donde A1; A2; � son valores a determinar.Observemos que es natural que a un in
remento �h en la variable t le 
orresponda un in
remento�hx0 en la variable x, siendo x0 = f(t; x).Usando el desarrollo de Taylor para fun
iones de dos variables obtenemosf(t+ �h; x+ �hf(t; x)) = f(t; x) + ft(t; x)�h + fx(t; x)�hf(t; x) +O(h2):Reemplazando en (8.10) tenemos�2(t; x; h) = (A1 +A2)f(t; x) +A2�h[ft(t; x) + fx(t; x)f(t; x)℄ +O(h2):Como T2(t; x; h) = f(t; x) + 12h[ft(t; x) + fx(t; x)f(t; x) obtenemos (8.9) si pedimosA1 +A2 = 1; A2� = 12 :Despejando, se tiene A2 = 12�; A1 = 1� 12�:Es de
ir, hay in�nitas solu
iones dependiendo de � y por ende, in�nitos m�etodos posibles de laforma xi+1 = xi + h�2(ti; xi; h)para �2(t; x; h) = (1� 12� )f(t; x) + 12�f(t+ �h; x+ �hf(t; x)).Eligiendo � = 1=2 se tiene A1 = 0; A2 = 1, lo que da a lugar a la f�ormula de re
urren
ia que se
ono
e 
omo M�etodo de Euler modi�
ado,xi+1 = xi + h2 �f(ti + h2 ; xi + h2 f(ti; xi))�: (8.11)



174 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASOtra ele

i�on posible es � = 1. En este 
aso A1 = A2 = 12 y se obtiene la itera
i�on que se 
ono
e
omo M�etodo de Heun,xi+1 = xi + h2 [f(ti; xi) + f(ti+1; xi + hf(ti; xi))℄ : (8.12)En forma an�aloga a lo he
ho para orden 2, se pueden 
onsiderar m�as t�erminos en el desarrollode Taylor y dedu
ir m�etodos de Runge-Kutta de mayor orden. Espe
���
amente, un m�etodo deRunge-Kutta de orden k tiene la formaxi+1 = xi + h�k(ti; xi; h)donde �k veri�
a las siguientes dos 
ondi
ionesTk(t; x(t); h) � �k(t; x(t); h) = O(hk) (8.13)siendo Tk el operador de�nido en (8.8) y, adem�as, es de la forma�k(ti; xi; h) = A1f(�1; 
1) + � � �+ANf(�N ; 
N ): (8.14)
on (�i; 
i) valores pr�oximos a (ti; xi). Para determinar el m�etodo que usamos es ne
esarioespe
i�
ar los Ai y los puntos (�i; 
i).Se demuestra que puede obtenerse (8.13) 
onsiderando en (8.14) N = k si k = 1; 2; 3; 4; N = k+1si k = 5; 6 y N = k + 2 si k � 7.A modo de ejemplo presentamos un m�etodo de Runge-Kutta de orden 4, que es uno de los m�asusados. xi+1 = xi + h6 [K1 + 2K2 + 2K3 +K4℄ ; (8.15)Donde, K1 = f(ti; xi); K3 = f(ti + h2 ; xi + h2K2);K2 = f(ti + h2 ; xi + h2K1); K4 = f(ti + h; xi + hK3):Ejemplo 8.5. Apli
ar el m�etodo de Euler Modi�
ado y el m�etodo de Runge-Kutta de orden 4dado en (8.15) para aproximar p2 
omo solu
i�on del problema� x0(t) = 12x ;x(1) = 1:
onsiderando el intervalo [1; 2℄.En 
ualquier 
aso, la fun
i�on a 
onsiderar es f(t; x) = 12x . Para el m�etodo de Euler Modi�
adola su
esi�on de re
urren
ias 
orrespondiente a (8.10) es



1. M�ETODOS DE UN PASO 175t x = pt Runge-Kutta 2 Runge-Kutta 41.000 1.000000 1.000000 1.0000001.250 1.118034 1.058824 1.1190731.500 1.224745 1.114734 1.2264671.750 1.322876 1.168117 1.3250742.000 1.414214 1.219278 1.416760Tabla 8.3. M�etodos de Runge-Kutta, x0 = 12x ; x(1) = 1; paso h = 0:25.
xi+1 = xi + h2 12xi + h2 12xi = xi + h xi4x2i + h:Para el m�etodo de orden 4 vamos a es
ribir K1;K2;K3 y K4 sin desarrollar 
ompletamente lasexpresiones. K1 = 12x; K3 = 12x+ hK2 ;K2 = 12x+ hK1 ; K4 = 12x+ hK3 :En la Tabla8.3 damos los valores obtenidos 
on ambos m�etodos para un paso h = 0:25. El g�a�
o
orrespondiente se tiene en la Figura 8.3.
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Figura 8.3. M�etodos de Runge-Kutta, x0 = 12x ; x(1) = 1; paso h = 0:25.



176 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS2. An�alisis del error y Convergen
iaEl objetivo de esta se

i�on es analizar 
u�al es el error que se 
omete al utilizar los m�etodosnum�eri
os para aproximar la solu
i�on de una e
ua
i�on de la forma (8.2). Para esto introdu
imosdos 
on
eptos el error de trun
amiento lo
al y el error global. El primero 
orresponde al errorque se 
ometer��a al aproximar el valor de x(t+h) si se 
ono
iera el valor exa
to de x(t), mientrasque el segundo 
orresponde al error que se a
umula al apli
ar n pasos de un m�etodo, es de
irx(tn)� xn.2.1. Error de trun
amiento lo
al. Re
ordemos que un m�etodo general de un paso est�adado por xi+1 = xi + h�(ti; xi; h). Para estos m�etodos damos las siguientes de�ni
ionesDefini
i�on 8.6. Llamaremos �i al error de trun
amiento lo
al que se 
omete en el paso i-�esimo.Este error est�a dado por la expresi�on:x(ti + h) = x(ti) + h�(ti; x(ti); h) + h�i: (8.16)Es de
ir, �i = �(ti; x(ti); h) = x(ti + h)� x(ti)h � �(ti; x(ti); h):Para simpli�
ar la nota
i�on, 
uando esto no preste a 
onfusi�on, llamaremos � al error de trun-
amiento lo
al en un t gen�eri
o, es de
irx(t+ h) = x(t) + h�(t; x(t); h) + h�:Defini
i�on 8.7. Diremos que el m�etodo es de orden k si el error de trun
amiento lo
al satisfa
e� = O(hk):Observemos que si usamos el desarrollo de Taylor de orden 1 obtenemos el error de trun
amientolo
al del m�etodo de Euler. Sabemos quex(t+ h) = x(t) + hx0(t) + h22 x00(�) para alg�un � 2 (t; t+ h):Por otra parte la expresi�on (8.16) es de la formax(t+ h) = x(t) + hf(t; x(t)) + h�;de donde se sigue que � = h2x00(�): (8.17)En general se tiene:
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i�on 8.8. El error de trun
amiento lo
al del m�etodo de Taylor de orden k est�a dadopor � = hk(k + 1)!x(k+1)(�); para alg�un � 2 (t; t+ h): (8.18)En 
onse
uen
ia, este m�etodo es efe
tivamente un m�etodo de orden k de a
uerdo 
on la De�ni-
i�on 8.7.Demostra
i�on. Se sigue de la De�ni
i�on 8.6 y de la f�ormula del resto para el desarrollo de Taylordada en (8.6).Como los m�etodos de Runge-Kutta se obtienen 
onsiderando su�
ientes evalua
iones de la fun-
i�on f que de�ne la e
ua
i�on diferen
ial (8.2) y el desarrollo de Taylor de orden k tenemos:Proposi
i�on 8.9. El error de trun
amiento lo
al de un m�etodo de de Runge-Kutta de orden kveri�
a � = O(hk):Demostra
i�on. Se sigue de la igualdad (8.13), es de
ir, Tk(t; x(t); h) � �k(t; x(t); h) = O(hk) ydel error de trun
amiento lo
al de los m�etodos de Taylor.2.2. Error global. Si x(t) es la solu
i�on de la e
ua
i�on� x0(t) = f(t; x(t))x(t0) = x0:estudiaremos, para T > t0, 
�omo estimar el error que se 
omete al aproximar el valor de x(T )utilizando m�etodos de un paso. En parti
ular, veremos 
�omo depende este error del paso h.Elegimos n 2 IN y t1; : : : ; tn puntos equiespa
iados, ti = t0+ ih; i = 1; : : : ; n, 
on h = (T � t0)=nde manera tal que tn = T .Teorema 8.10. Para n 2 IN y h = (T � t0)=n 
onsideremos el m�etodo de un paso dado porxi+1 = xi + h�(ti; xi; h);
on � una fun
i�on Lips
hitz en la segunda variable, o sea j�(t; x; h) � �(t; y; h)j � Kjx � yjdonde K es una 
onstante independiente de t y h.Sea �max = max1�i�nfj�ijg donde �i es el error de trun
amiento lo
al del m�etodo en el paso i.Enton
es, se tiene jx(T )� xnj � �maxK (eK(T�t0) � 1):Demostra
i�on. Sea ei = x(ti)� xi, el error global que se 
omete hasta el paso i.Consideramos la e
ua
i�on del m�etodo y la de�ni
i�on de �i (8.16),



178 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASxi+1 = xi + h�(ti; xi; h)x(ti+1) = x(ti) + h�(ti; x(ti); h) + h�iluego, ei+1 = x(ti+1)� xi+1 = ei + h(�(ti; x(ti); h) � �(ti; xi; h)) + h�i:Usando que � es Lips
hitz se obtienejei+1j � jeij+ hj�(ti; x(ti); h)� �(ti; xi; h)j+ hj�ij� jeij+ hKjx(ti)� xij+ hj�ij� (1 +Kh)jeij+ hj�ij:Como �i � �max, llamando A = 1 +Kh en todos los pasos tenemosjei+1j � Ajeij+ h�max:Usando esta a
ota
i�on para i = 0 y teniendo en 
uenta que e0 = 0 tenemosje1j � h�max;je2j � Aje1j+ h�max � Ah�max + h�max = (1 +A)h�max;je3j � Aje2j+ h�max � A(1 +A)h�max + h�max= (A+A2)h�max + h�max= (1 +A+A2)h�maxIterando el pro
edimiento, podemos ver quejenj � (1 +A+A2 + � � � +An�1)h�max = h�max n�1Xj=0Aj :Ahora, usando la f�ormula para suma de poten
ias tenemosjenj � h�maxAn � 1A� 1 ;



2. AN�ALISIS DEL ERROR Y CONVERGENCIA 179es de
ir jenj � h�max (1 +Kh)n � 1Kh = �maxK �(1 +Kh)n � 1�:Como para � > 0 se tiene (1 + �)n � en�enton
es, jenj � �maxK (enKh � 1) = �maxK (eK(T�t0) � 1);lo que 
on
luye la demostra
i�on.Observa
i�on 8.11. (1) El teorema anterior requiere de la existen
ia de una 
onstante deLips
hitz K para �. De existir una 
onstante as��, 
ualquier otra mayor tambi�en sirvepara a
otar el error utilizando el teorema.(2) En 
uanto a la hip�otesis sobre � (debe ser Lips
hitz) esto puede extraerse de una
ondi
i�on Lips
hitz sobre f .Ejemplo 8.12. Se utiliza el m�etodo de Taylor de orden 2 
on un paso h < 1 para aproximar lasolu
i�on del siguiente problema:� x0(t) = sen(x(t)) + 
os(x(t));x(2) = 1Hallar h para que el error 
ometido en t = 2:5 sea menor que 10�4 y dar un valor de n tal queel t�ermino n-�esimo de la itera
i�on que da el m�etodo veri�que que jxn � x(2:5)j < 10�4.Para estimar el error global ne
esitamos dar una 
onstante Lips
hitz para la fun
i�on de in
re-mento � y estimar el error de trun
amiento lo
al � .Para 
ono
er � 
al
ulamos x00. Como x0 = sen(x) + 
os(x) se tiene quex00 = x0 
os(x)� x0 sen(x) = 
os2(x)� sen2(x) = 
os(2x):Luego, �(t; x; h) = sen(x) + 
os(x) + h2 
os(2x). Busquemos una 
onstante de Lips
hitz para �.Usamos que � es derivable respe
to de su segunda variable y ponemos z un valor intermedioentre x e y, as�� se tienej�(t; x; h)� �(t; y; h)j = j sen(x) + 
os(x) + h2 
os(2x)� [ sen(y) + 
os(y) + h2 
os(2y)℄j= j 
os(z)� sen(z)� 2h2 sen(z)j � jx� yj� [j 
os(z)j + j sen(z)j+ hj sen(z)j℄jx � yj� [2 + h℄jx� yj:



180 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASAhora, para en
ontrar una 
onstante independiente de t y h tenemos en 
uenta el dato delenun
iado h < 1. Es de
ir, obtenemosj�(t; x; h) � �(t; y; h)j � 3jx� yj;
on lo 
ual elegimos K = 3.El paso siguiente es estimar � . Para esto ne
esitamos 
al
ular x000, lo ha
emos usando la expresi�onde x00, es de
ir, x000 = �2x0 sen(2x) = �2[ sen(x) + 
os(x)℄ sen(x):j� j = h23! jx000(�)j = j2h26 [ sen(x(�)) + 
os(x(�))℄ sen(x(�))j � 23h2:De donde �max � 23h2: Finalmente, siendo T = 2:5 y t0 = 2 tenemosjenj � �maxK (eK(T�t0) � 1) � 23 h23 (e3(0:5) � 1) � 29h24 < h2:Como bus
amos h < 1 tal que el error 
ometido sea menor que 10�4 basta 
on tomar h = 10�2.Notar que 
ualquier h m�as peque~no tambi�en sirve.Para dar el valor de n tal que jxn � x(2:5)j < 10�4 re
ordemos que (T � t0)=n = h. Luego,n = 0:5=h = 50 sirve y 
ualquier n > 50 tambi�en, ya si n > 50 enton
es h < 10�2.Del Teorema 8.10 se dedu
e que los m�etodos a un paso son 
onvergentes si limh!0 � = 0: Estose llama la 
ondi
i�on de 
onsisten
ia para el m�etodo. En m�etodos de un paso 
onsisten
ia y
onvergen
ia son 
on
eptos equivalentes.Proposi
i�on 8.13. Si asumimos que � es 
ontinua, se tiene que la 
onsisten
ia equivale a laigualdad x0(ti) = �(ti; x(ti); 0): Como x es solu
i�on de la e
ua
i�on diferen
ial se tiene x0(t) =f(t; x(t)); y por tanto un m�etodo de un paso es 
onsistente si y s�olo si�(t; x; 0) = f(t; x): (8.19)Observa
i�on 8.14. Los m�etodos de Euler, los de Taylor y de Rungge-Kutta son 
onvergentes.Demostra
i�on. Para los m�etodos de Taylor se tienex(ti + h) � x(ti) + hx0(ti) + 12h2x00(ti) + � � �+ 1k!hkx(k)(ti);



2. AN�ALISIS DEL ERROR Y CONVERGENCIA 181y por tanto �(t; x; h) = x0(t) + 12hx00(t) + � � �+ 1k!hk�1x(k)(t):Al evaluar en h = 0 tenemos, �(t; x; 0) = x0(t) = f(t; x).En 
uanto a los m�etodos de Runge-Kutta, s�olo veri�
aremos los dados por las f�ormulas (8.11) y(8.12). El m�etodo de orden 4 dado por (8.15) queda 
omo ejer
i
io.Para Runge-Kutta de orden 2 tenemos:M�etodo de Euler modi�
ado: xi+1 = xi + h�f(ti + h2 ; xi + h2f(ti; xi))�;M�etodo de Heun: xi+1 = xi + h2 [f(ti; xi) + f(ti+1; xi + hf(ti; xi))℄ :Luego �(t; x; h) = f(t+ h2 ; x+ h2f(t; x)); y �(t; x; h) = 12�f(t; x) + f(t; x+ hf(t; x))� respe
tiva-mente. En ambos 
asos resulta �(t; x; 0) = f(t; x):Apli
a
i�on a sistemas de e
ua
iones: Observemos que si en lugar de una e
ua
i�on tenemosun sistema de e
ua
iones dado por8>>><>>>: x01(t) = F1(t; x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));x02(t) = F2(t; x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));... ... ...x0n(t) = Fn(t; x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));
on valores ini
iales x1(t0) = a1; : : : ; xn(t0) = an, podemos pensar el problema en forma matri-
ial llamando X(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))t, y F la matriz que tiene en la �la i-�esima la fun
i�onFi(t;X(t)). Esto nos permite es
ribir el sistema 
omo� X 0(t) = F (t;X(t));X(t0) = (a1; : : : ; an)t:De esta manera, se pueden usar los m�etodos ya estudiados. Por ejemplo usando el m�etodo deEuler queda Xi+1 = Xi + hF (ti;Xi);donde Xi es un ve
tor de n-
oordenadas, i = 1; : : : ; n. En general, los m�etodos a un paso tienenla forma Xi+1 = Xi + h�(ti;Xi; h):



182 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEjemplo 8.15. Se quiere dar la su
e
i�on de re
urren
ias 
orrespondientes al m�etodo de Eulerpara el sistema de e
ua
iones 8<: x0(t) = 3y(t)� 2t
os(x(t));y0(t) = x2(t)� ty(t);x(0) = �1; y(0) = 2:Notar que F1(t; x; y) = 3y � 2t
os(x) y F2(t; x; y) = x2 � ty. Para estas fun
iones el m�etodoviene dado por� xi+1yi+1 � = � xiyi �+ h �� F1(t; xi; yi)F2(t; xi; yi) � = � xiyi �+ h � � 3yi � 2ti
os(xi)x2i � tiyi �de modo que empezando 
on x0 = �1; y0 = 2 el par de itera
iones del m�etodo de Euler vienedado por � xi+1 = xi + h(3yi � 2ti
os(xi));yi+1 = yi + h(x2i � tiyi):3. M�etodos multipaso linealesHasta ahora para aproximar las solu
iones de x0 = f(t; x) nos basamos en el punto inmediatoanterior para 
al
ular el siguiente, es de
ir, empezando en x0 las itera
iones de un paso son dela forma xn+1 = xn + h�(tn; xn; h);donde h es la distan
ia entre dos tiempos 
onse
utivos, es de
ir, para puntos equiespa
iados.La �losof��a de los m�etodos multipaso es usar la informa
i�on obtenida hasta el momento (variasaproxima
iones anteriores a la que se quiere 
al
ular). Es de
ir, se quiere aproximar x en el paso(n + 1)-�esimo, x(tn+1), utilizando algunos de los valores ya 
al
ulados 
omo xn; xn�1; xn�2; : : :Si se 
onsidera un registro de k datos anteriores el m�etodo tiene la forma:�kxn+k = � k�1Xj=0 �jxn+j + h kXj=0 �jf(tn+j; xn+j) (8.20)Un m�etodo 
omo en (8.20) se 
ono
e 
omo m�etodo multipaso de k pasos.Por ejemplo, si aproximamos la derivada porx0(t) � x(t+ h)� x(t� h)2h
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onsiderando puntos equiespa
iados nos quedax0(tn) � xn+1 � xn�12hy 
omo x0(tn) = f(tn; x(tn)) � f(tn; xn)podemos poner xn+1 � xn�12h = f(tn; xn)es de
ir xn+1 = xn�1 + 2hf(tn; xn):�Este, resulta ser un m�etodo multipaso de dos pasos puesto que para 
al
ular xn+1 se usan xn yxn�1.Los m�etodos de integra
i�on tambi�en nos propor
ionan ejemplos de m�etodos multipaso. Porejemplo, partimos del 
�al
ulo de la integralx(tn+2)� x(tn) = Z tn+2tn x0(s) ds;y aproximamos el valor de la integral por la regla de Simpson, obteniendox(tn+2)� x(tn) � h3 (x0(tn) + 4x0(tn+1) + x0(tn+2)):Como estamos resolviendo la e
ua
i�on x0(t) = f(t; x(t)) podemos proponer el siguiente m�etodoxn+2 � xn = h3 (f(tn; xn) + 4f(tn+1; xn+1) + f(tn+2; xn+2))que es un m�etodo multipaso de dos pasos.En adelante, pondremos fn por f(tn; xn). Con esta nota
i�on, los m�etodos multipaso de k pasosadmiten la es
ritura kXj=0 �jxn+j = h kXj=0 �jfn+j; (8.21)



184 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASdonde h es la distan
ia entre dos nodos, �j y �j son 
oe�
ientes 
ono
idos y �k 6= 0.Si �k 6= 0, el t�ermino �kfn+k apare
e en la suma de la dere
ha 
on lo 
u�al el valor a estimarxn+k apare
e involu
rado en la e
ua
i�on en la evalua
i�on de f . Por este motivo se di
e que elm�etodo es impl��
ito.Cuando �k = 0 el valor a en
ontrar xn+k se puede despejar de datos ya 
ono
idos y el m�etodose di
e expl��
ito.Con los ejemplos vistos hasta ahora tenemos que,xn+2 � xn = h3 (fn + 4fn+1 + fn+2) (8.22)es un m�etodo impl��
ito, que se 
ono
e 
omo el m�etodo de Milne, mientras que el que resulta deaproximar la derivada xn+2 = xn + 2hfn+1es un m�etodo de dos pasos expl��
ito.Si usamos una f�ormula del tipoZ tn+ktn+k�1 x0(s) ds � h[A0x0(tn) + � � �+Akx0(tn+k)℄para aproximar integrales obtenemos un m�etodo de la forma,xn+k � xn+k�1 = h[A0fn + � � �+Akfn+k℄Si es expl��
ito se 
ono
e 
omo m�etodo de Adams-Bashforth y si es impl��
ito 
omo m�etodo deAdams-Moulton (ver ejer
i
ios).A menudo se usan estos m�etodos de a pares y se usa la diferen
ia entre las aproxima
ioneshalladas por los dos m�etodos, xi � ~xi para estimar el error lo
al. Este pro
edimiento se 
ono
e
omo \predi
tor-
orre
tor".Para 
omenzar a apli
ar los m�etodos multipaso se ne
esitan los primeros k valores que usual-mente se 
al
ulan 
on m�etodos a un paso.Ejemplo 8.16. Se quiere dar un m�etodo de multipaso que provenga de aproximar Z tn+3tn+1 x0(t) dt;
on una f�ormula de 
uadratura que utili
e los nodos ftn; tn+1; tn+2g.La f�ormula de 
uadratura ser�a Ax0(tn) +Bx0(tn+1) + Cx0(tn+2):



3. M�ETODOS MULTIPASO LINEALES 185Para fa
ilitar el 
�al
ulo de los 
oe�
ientes A;B;C, trasladamos linealmente la situa
i�on a unintervalo 
ono
ido y bus
amos la regla de 
uadratura en di
ho intervalo.Los valores de t 
onsiderados son ftn; tn+1; tn+2; tn+3g que adem�as son equiespa
iados, enton
espodemos 
onsiderar en su lugar lo nodos f�1; 0; 1; 2g. El problema se redu
e a resolver el sistemade e
ua
iones 8<: ~A + ~B + ~C = 2� ~A + + ~C = 2~A + + ~C = 83 ;
on ~A; ~B; ~C los 
oe�
ientes 
orrespondientes a la 
uadratura en [0; 2℄, exa
ta para f1; t; t2g.Puede verse que f13 ;�23 ; 73g son los valores bus
ados, es de
irZ 20 g(s) ds � 13g(�1) � 23g(0) + 73g(1):Ahora, Z tn+3tn+1 x0(t) dt = Z 20 x0(as+ b)a ds;donde a; b 
orresponden al 
orrimiento t = as+ b:� s = 0 ! t = tn+1 = tn + hs = 2 ! t = tn+3 = tn + 3h ) � a = hb = tn + h :Es de
ir, Z tn+3tn+1 x0(t) dt � h[13x0(tn)� 23x0(tn+1) + 73x0(tn+2)℄:Ahora, 
omo x0(tn) = f(tn; x(tn)) se aproxima por fn = f(tn; xn) y adem�asx(tn+3)� x(tn+1) � h[13x0(tn)� 23x0(tn+1) + 73x0(tn+2)℄;proponemos el m�etodo xtn+3 � xtn+1 = h[13fn � 23fn+1 + 73fn+2℄;que es un m�etodo de multipaso expl��
ito de 3 pasos.



186 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS3.1. Convergen
ia de los m�etodos multipaso. Empe
emos por el error de trun
amientopara un m�etodo de k pasos kXj=0 �jxn+j = h kXj=0 �jfn+jSi x(t) es la solu
i�on de x0 = f(t; x) el error de trun
amiento lo
al est�a dado porkXj=0 �jx(t+ jh)� h kXj=0 �jx0(t+ jh) = h�Si x(t) es su�
ientemente regular, podemos expresar h� en la formah� = C0x(t) + C1hx0(t) + C2h2x00(t) + � � � +Cqhqx(q)(t) + � � �Para ver esto, es
ribimosx(t+ jh) = x(t) + x0(t)jh + x00(t)2 (jh)2 + � � �x0(t+ jh) = x0(t) + x00(t)jh + x000(t)2 (jh)2 + � � �Reemplazando en la expresi�on de � e igualando poten
ias de h tenemosC0 = �0 + � � �+ �k;C1 = �1 + 2�2 + 3�3 + � � �+ k�k � �0 � �1 � �2 � � � � � �k;en general para 
ualquier q � 1 los valores a 
onsiderar tienen la formaCq = 1q! (�1 + 2q�2 + 3q�3 + � � �+ kq�k)� 1(q � 1)! (�1 + 2q�1�2 + � � �+ kq�1�k) (8.23)Defini
i�on 8.17. Un m�etodo de multipaso se di
e de orden p, si los valores Cq, q � 1 de�nidospor (8.23) veri�
an C0 = C1 = � � � = Cp = 0 y Cp+1 6= 0.Proposi
i�on 8.18. Para un m�etodo de multipaso de orden p el error � satisfa
e�h = Cp+1hp+1x(p+1)(t) +O(hp+2):



3. M�ETODOS MULTIPASO LINEALES 187Para ver la 
onvergen
ia, 
omo antes, �jamos T y ponemos n y h tales que T = (n+k)h. (Notarque estamos 
onsiderando el intervalo [0; T ℄.) Queremoslimh!0xn+k = x(T ):Veremos qu�e 
ondi
iones debemos imponer al m�etodo para que esto o
urra.Primero pongamos el problema x0(t) = 0, x(0) = 1 (solu
i�on x � 1). El m�etodo apli
ado a esteproblema se redu
e a kXj=0 �jxn+j = 0:Para 
ualquier m�etodo multipaso debemos tener (
omo k est�a �jo y h! 0) que los k pasos delm�etodo sean 
onvergentes, es de
ir, xn+k ! x(T ), . . . , xn ! x(T ). Enton
es podemos es
ribirxn+j = x(T ) + 'j(h) 
on 'j(h)! 0 
uando h! 0.Usando esto se obtiene kXj=0 �jx(T ) + kXj=0 �j'j(h) = 0:Como la segunda suma tiende a 
ero 
on h tenemos que, x(T ) kXj=0 �j = 0:Es de
ir C0 = 0:Para que el m�etodo 
onverja, tambi�en debe ser C1 = 0. Para ver esto 
onsideremos el problemax0(t) = 1, x(0) = 0 que tiene 
omo solu
i�on x(t) = t. El m�etodo para este problema se redu
e akXj=0 �jxn+j = h kXj=0 �jEs f�a
il veri�
ar que la su
esi�on dada por xl = lhMes solu
i�on de este esquema donde M = Pkj=0 �jPkj=0 j�jSi los valores ini
iales se eligen de la forma xl = lhM el m�etodo va a produ
ir la solu
i�onxl = lhM y en parti
ular
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xn+k = (n+ k)hMComo suponemos que el m�etodo es 
onvergente se tiene que lo valores ini
iales satisfa
en xi !x(0) = 0 
uando h! 0, y adem�as xn+k ! x(T ), peroxn+k = (n+ k)hM = TM ! TEnton
es 
on
luimos que M = 1lo que nos da C1 = 0:Esto se denomina 
onsisten
ia del m�etodo multipaso.Un m�etodo de multipaso de k pasos, kXj=0 �jxn+j = h kXj=0 �jfn+j, tiene aso
iados dos polinomiosp(z) = kXj=0 �jzj y q(z) = kXj=0 �jzj: (8.24)Con esta nota
i�on podemos enun
iar el siguiente resultado.Proposi
i�on 8.19. Si p y q son los polinmios de�nidos en (8.24),la 
onsisten
ia de un m�etodode multipaso de k pasos est�a dado por las 
ondi
iones:p(1) = 0; p0(1) = q(1):Para los m�etodos de un paso, la 
onsisten
ia impli
aba la 
onvergen
ia, para los m�etodos mul-tipaso se requiere una 
ondi
i�on adi
ional la 
ondi
i�on de la ra��z.Veamos esto. Ahora 
onsideremos el problema x0(t) = 0, x(t) = 0, 
uya solu
i�on es x(t) � 0.En este 
aso el m�etodo se redu
e a kXj=0 �jxn+j = 0:Esto des
ribe una e
ua
i�on en diferen
ias que admite 
omo solu
i�on a la su
esi�onxm = hrmidonde ri es 
ualquiera de las ra��
es del polinomio p(z) dado en (8.24).



3. M�ETODOS MULTIPASO LINEALES 189Si asumimos que el m�etodo es 
onvergente se tiene quexn+k ! x(T ) = 0 h! 0:Adem�as xn+k = h(ri)n+k:Para veri�
ar que xn+k ! 0, 
omo n = T=h!1 
uando h! 0 se debe tener quejrij � 1:Enton
es la 
onvergen
ia impli
a que todo 
ero de p(z) debe satisfa
erjrij � 1:Adem�as, si ri es una ra��z m�ultiple de p(z) podemos ponerxj = hjq(ri)j
on q � m� 1 (m es la multipli
idad de la ra��z). Tenemosxn+k = h(n+ k)qrn+kiy 
omo h(n+ k) = T para que xn+k ! 0 se debe tenerjrij < 1:Las 
ondi
iones que a
abamos de analizar para la 
onvergen
ia de un m�etodo de multipaso sepueden resumen en la siguienteCondi
i�on 8.20. (de la ra��z)(1) jrij � 1 si ri es un 
ero simple de p(r).(2) jrij < 1 si ri es un 
ero m�ultiple de p(r).Ahora podemos enun
iar el teoremaTeorema 8.21. Un m�etodo multipaso es 
onvergente si y s�olo si el m�etodo es 
onsistente ysatisfa
e la 
ondi
i�on de la ra��z.Ejemplo 8.22. Se quiere estudiar la 
onvergen
ia de(a) el m�etodo hallado en el Ejemplo 8.16.(b) el m�etodo de Milne dado por la e
ua
i�on (8.22).El primer m�etodo a analizar esxtn+3 � xtn+1 = h[73fn+2 � 23fn+1 + 13fn℄;



190 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASPara estudiar la 
onsisten
ia y la 
ondi
i�on de la ra��z es
ribimos los polinomios p y q.p(z) = z3 � z y q(z) = 73z2 � 23z + 13 :La 
onsisten
ia se veri�
a puesto que p(1) = 0 y p0(1) = 3z2 � 1jz=1 = 2 = q(1). Para la
ondi
i�on de la ra��z, vemos que las ra��
es de p son f�1; 0; 1g, todas distintas y de m�odulo menoro igual a 1. Luego, el m�etodo es 
onvergente.Para el m�etodo de Milne tenemosp(z) = z2 � 1 y q(z) = 13z2 + 43z + 13 :La 
onsisten
ia se veri�
a puesto que p(1) = 0 y p0(1) = 2zjz=1 = 2 = 63 = q(1). Para la
ondi
i�on de la ra��z, notar que las ra��
es de p son f�1; 1g sin multipli
idad y de m�odulo menoro igual a 1. Luego, el m�etodo es 
onvergente.Para �nalizar analizaremos el orden de 
onvergen
ia de un m�etodo.Ejemplo 8.23. Se quiere determinar el orden de 
onvergen
ia de(a) el m�etodo hallado en el Ejemplo 8.16.(b) el m�etodo de Milne dado por la e
ua
i�on (8.22).Las 
onstantes Cq 
on q � 1 dependen de �j y �j , j = 0; : : : ; k.Para el ��tem (a), k = 3, (�0; �1; �2; �3) = (0;�1; 0; 1) y (�0; �1; �2; �3) = (13 ;�23 ; 73 ; 0).Como �0 = �2 = 0 y �3 = 0 omitimos es
ribirlos. Cal
ulamos los 
oe�
ientes Cq:C0 = �1 + �3 = 0;C1 = �1 + 3�3 � (�0 + �1 + �2) = �1 + 3� (63) = 0;C2 = 12(�1 + 32�3)� (�1 + 2�2) = 12(�1 + 9)� 123 = 0:C3 = 16(�1 + 33�3)� 12 (�1 + 22�2) = 16(�1 + 27) � 12 (�23 + 283 ) = 0;C4 = 124 (�1 + 34�3)� 16(�1 + 23�2) = 124(�1 + 81)� 16(�23 + 563 ) = 103 � 3 6= 0:Luego, el m�etodo tiene orden de 
onvergen
ia p = 3.Para el m�etodo de Milne, k = 2, (�0; �1; �2) = (�1; 0; 1) y (�0; �1; �2) = (13 ; 43 ; 13).C0 = �0 + �2 = 0;C1 = 2�2 � (�0 + �1 + �2) = 2� (63 ) = 0;C2 = 12(22�2)� (�1 + 2�2) = 12 (22)� (43 + 23) = 0;C3 = 16(23�2)� 12(�1 + 22�2) = 16(23)� 12(43 + 223 ) = 0;C4 = 124(24�2)� 16 (�1 + 23�2) = 124 (24)� 16 (43 + 233 ) = 0;C5 = 1120(25�2)� 124(�1 + 24�2) = 1120 (25)� 124 (43 + 243 ) = 415 � 518 = � 190 6= 0:



4. EJERCICIOS 191El m�etodo resulta 
on orden de 
onvergen
ia p = 4.4. Ejer
i
ios(1) Utilizar el m�etodo de Euler para resolver � x0 = 2x en [0; 1℄;x(0) = 1:empleando pasos h = 0:1, h = 0:05 y h = 0:01. Gra�
ar las tres solu
iones num�eri
asobtenidas junto 
on la solu
i�on exa
ta.(2) Ha
er el mapa de 
urvas integrales en la regi�on [0; 10℄� [0; 10℄ de la e
ua
i�on diferen
ialx0(t) = (x(t)� 5):(
os2(t)� 0:5);gra�
ando simult�aneamente, para k = 0; 1; : : : ; 10, la solu
i�on que se obtiene utilizandoel m�etodo de Euler 
on paso h = 0:01 y 
on 
ondi
i�on ini
ialx(0) = k:(3) Considerar el problema � x0 = �xx(0) = x0 .(a) Probar que el m�etodo de Euler 
on paso h genera la su
esi�on:xi = (1 + �h)ix0 i = 0; 1; : : :(b) Mostrar que si � < 0, la solu
i�on exa
ta tiende a 
ero a medida que x 
re
e.(
) Para � < 0, determinar para qu�e valores de h o
urre que xi ! 0 
uando i!1.(4) Se 
onsidera el problema� x0(t) = x(t) + t2 + 3 en [0; 2℄x(0) = �2(a) Demostrar que la solu
i�on es una fun
i�on 
onvexa.(b) Utilizar los m�etodos de Euler expl��
ito e impl��
ito, 
on paso h = 0:05 para obtenerdos aproxima
iones de la solu
i�on y gra�
arlas. De
idir en que regi�on del gr�a�
odeber�a situarse la solu
i�on anal��ti
a del problema.(
) Gra�
ar la solu
i�on que se logra al utilizar el 
omando ode45 de Matlab.(5) Se 
onsidera la siguiente e
ua
i�on diferen
ial:� x0(t) = 2x(t)� 5 sen(t)x(0) = 1
uya solu
i�on exa
ta es la fun
i�on x(t) = 2 sen(t) + 
os(t). Gra�
ar simult�aneamenteen el intervalo [0; 4℄ la solu
i�on exa
ta y las que se obtienen 
on los m�etodos de Eulery Taylor de orden 2, ambos 
on paso h = 0:05.(6) Es
riba un programa que resuelva la e
ua
i�on diferen
ial del Ejer
i
io 5 por alg�unm�etodo de Runge-Kutta de orden 2 y de orden 4. Agregar estas solu
iones al gr�a�
orealizado en di
ho ejer
i
io.(7) Veri�
ar que la fun
i�on error, erf, puede ser de�nida 
omo la solu
i�on de la e
ua
i�ondiferen
ial ( x0(t) = 2p�e�t2x(0) = 0 :



192 8. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASUtilizar un m�etodo de Runge-Kutta de orden 2 para hallar erf(ti) 
on ti = 0; 0:05; 0:1;0:15; : : : ; 1. Comparar 
on los valores obtenidos dire
tamente 
on el 
omando erf deMatlab.(8) Considerar la e
ua
i�on x0 = x2; x(0) = 0:5(a) Cal
ular el tiempo T en que la solu
i�on anal��ti
a explota.(b) Cal
ular y gra�
ar en el intervalo [0; T � 0:1℄ la aproxima
i�on a la solu
i�on de lae
ua
i�on utilizando el m�etodo de Euler adaptativo de par�ametro � 
on un � talque el tiempo en que explota la solu
i�on num�eri
a T� diste de T en menos que10�1.(
) Agregar al gr�a�
o anterior las aproxima
iones obtenidas en el mismo intervalo 
onel m�etodo de Euler usual 
on paso h = 0:05 y 
on el 
omando ode45.(9) Probar que el m�etodo de Runge-Kutta de orden 4 dado en el Ejemplo ?? es 
onsistente.(10) Hallar el error lo
al para los m�etodos de Euler expl��
ito e impl��
ito.(11) Se quiere estimar, apli
ando el m�etodo de Euler, el valor de e 
omo x(1) donde x(t) essolu
i�on de x0 = x; x(0) = 1. Hallar un paso h de modo que el error 
ometido resultemenor que 10�3. Realizar el mismo trabajo para el m�etodo de Taylor de orden 2.(12) Considerar el problema x0 = �2tx, x(0) = 1, 
on t � 0.(a) Determinar una 
ota, en t�erminos de h, para el error 
ometido si se usa el m�etodode Euler para 
al
ular x(1).(b) >C�omo deber��a tomar h si se desea que el error 
ometido sea menor que 10�2?(
) Cal
ular la solu
i�on en t = 1 usando el valor de h obtenido en el item previo, yveri�
ar las estima
iones previstas 
omparando 
on la solu
i�on exa
ta.(13) Repetir los items (a) y (b) del ejer
i
io anterior para el problema:� x0(t) = t sen2(x(t))x(0) = 1(14) La traye
toria de una part��
ula que se se mueve en el plano est�a dada por las 
ur-va (x1(t); x2(t)), donde las fun
iones x1; x2 son la solu
i�on del siguiente sistema dee
ua
iones diferen
iales: x01(t) = �x2(t)x02(t) = x1(t)� x2(t) :Resolver este sistema en el intervalo [0; 20℄ 
on el m�etodo de Euler utilizando pasoh = 0:05 y gra�
ar la traye
toria de la part��
ula, sabiendo que en tiempo t = 0 seen
ontraba en el punto (1;�1). Realizar nuevamente el gr�a�
o utilizando la solu
i�onobtenida 
on el 
omando ode45.(15) Probar que una e
ua
i�on de orden n se puede es
ribir 
omo un sistema de n e
ua
ionesde primer orden. Mostrar que un problema de valores ini
iales para la primera setransforma en un problema de valores ini
iales para el sistema.(16) Considerar el siguiente problema:x00 � 3x0 + 2x = 0; 
on x(0) = 1; x0(0) = 0:Resolver la e
ua
i�on anal��ti
amente y aproximar el valor x(1) 
on un m�etodo de Runge-Kutta de orden 2 para distintos valores de h.(17) Analizar la 
onvergen
ia de los siguientes m�etodos y 
al
ular su �orden.



4. EJERCICIOS 193� Adams-Bashforth.xn+3 � xn+2 = h12(23fn+2 � 16fn+1 + 5fn):� Adams-Moulton.xn+3 � xn+2 = h12(5fn+3 + 8fn+2 � fn+1):(18) Considerar el m�etodo de 2 pasosxn+2 + axn+1 + axn = h(�2fn+2 + �1fn+1 + �0fn):Determinar a; �2; �1; �0 de modo que el m�etodo resultante tenga orden 4.(19) De
idir si existe alg�un valor de a 2 IR para el 
ual el siguiente m�etodo multipaso sea
onvergente:xn+3 � 3xn+2 + (3� a2)xn+1 + (a2 � 1)xn = h[5fn+2 + (�a2 � 5)fn℄:(20) Mis
el�anea. Considerar la e
ua
i�on x0 =pjxj.(a) Para el valor ini
ial x(0) = 0, seguir las itera
iones del m�etodo de Euler, 
on pasoh = 0:1 hasta llegar al valor de x(10):(b) Gra�
ar la solu
i�on que se obtiene al apli
ar el m�etodo de Euler, si el valor de x(0)es dado 
on un error de 10�6, es de
ir x(0) = 0:000001:Nota: La gran propaga
i�on del error en el dato ini
ial se debe a que esta e
ua
i�ontiene in�nitas solu
iones si x(0) = 0. En parti
ular, 
ualquiera sea � > 0x(t) = 8<: 0 t � �(t� �)24 t > �es solu
i�on de la misma.


