Resolucion de la ecuacion de Laplace por medio de Monte
Carlo
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Considere la ecuaciéon de Laplace en 2-D:
Au =0, x e

con condicién de contorno
ulpq = g(z)

Esta ecuacién modela por ejemplo el potencial eléctrico dentro de un dominio €2 cuyo contorno se
encuentra a potencial g(x), o el estado estacionario de la temperatura en el dominio €2 cuando el
borde se mantiene a temperatura g(z).

El algoritmo de Monte Carlo consiste en lo siguiente. A partir de la discretizacion por diferen-
cias finitas de la ecuacion de Laplace, sobre una malla suficientemente fina, obtener probabilidades
de transicién entre los nodos. Para conocer el valor de la solucion en un nodo de la malla, se larga
una particula desde ese nodo y se la hace evolucionar de acuerdo a las probabilidades de tran-
sicion calculadas, hasta que choca con el borde, almacenandose el valor del dato de contorno en
ese punto. Se repite este procedimiento con una cantidad M de particulas, y se estima el valor de
la solucion como el promedio de esos valores.

En lo siguiente se propone calcular la solucion del Laplaciano en algiin dominio del plano. En
particular, hallar la solucién en la corona circular Q =1 <r <3, 0 <0 < 27 de la ecuacion de
Laplace con dato de contorno u(r = 1,0) = 4, u(r = 3,0) = 6.

i) Defina una malla rectangular, por ejemplo x; = =3+ 6i/N, y; = —3+6i/N, con N un valor
adecuado (podria comenzar con N ~ 10, por ejemplo).

ii) La discretizacién habitual del laplaciano conduce a la siguiente ecuacién:

Uit + Wijpr + Uiorj+ Uicyj1 — AU
Y

h2

Au =0
lo que da las siguientes probabilidades de transicién: una particula en el nodo i, j tiene probabilidad
1/4 de pasar a cualquiera de los cuatro nodos adyacentes.

iii) Utilice estas probabilidades de transicién y el procedimiento descripto anteriormente para
calcular la solucién en el punto (z,y) = (2,0). Compare con la solucién exacta 44 21log(2)/ log(3).
Repita este célculo para varios valores de N, y para varios nimeros diferentes de particulas (valores
de M ~ 1000 o mayores, podrian ser adecuados). Haga graficos del error en funcién de N y de M.
Si lo desea, experimente con algiin otro dominio, donde no sea facil calcular la solucién analitica.



