Consistencia, Estabilidad y Convergencia

1. Meétodos a un paso
Para aproximar la solucién x = x(t) del problema de valores iniciales (PVI)
o = f(t,x) a<t<b
z(a) = «
consideramos el método numérico a un paso (M)

g = «
Tkl — xk—i—hqﬁ(tk,xk,h) k’IO,...,N—l,
donde t,, = a+kh, k=0,...,N con h = (b — a)/N. Esperamos que xj aproxime a z(t;). La
funcién ¢ identifica el método a un paso (M).

Definicién de convergencia. Decimos que (M) es convergente si

Moy brtn) = ] =0

cualquiera sea la condicién inicial z(0) = a. Notar que N (y los t,,) depende de h.

Definicién de estabilidad. (M) se dice estable si existen constantes M; y M, independientes
de h (y entonces de N) tales que para cualquier par de sucesiones {z, }\_, v {y,}_, definidas
por

o dado Yo dado
Tpt1 = Ty + h¢<tn> L,y h) Yn+1 = Yn + h [¢(tn7 Yns h) + En]
se tiene
Ug%>§\[|$n—yn| < Mi|zo — yol +M2O§2H§a]§71|5n|‘ (1.1)

Esta nocién de estabilidad significa que una pequena perturbacion en los datos (condicion
inicial y ¢) no implica més que una pequena perturbacién en la solucién, independientemente
del paso h. Hay que tener en cuenta que siempre se introducen perturbaciones debido a los
errores de redondeo. Entonces esta propiedad es indispensable para un método numérico.

Definicién de error de truncamiento local. El error de truncamiento local en el paso
n-simo, n =0,..., N — 1, es el nimero 7,, dado por

T(tns1) = x(tn) + ho(tn, x(t,), h) + h7,.



Esta definicién depende de la solucién del problema (PVI).

Definicién de consistencia. El método (M) se dice consistente si

lim max |7,| =0
h—0 0<n<N—1

para toda solucién z suficientemente regular de x' = f(t,x).

Theorem 1.1 Si el método a un paso (M) es consistente y estable entonces es convergente.
Demostracion. Hecha en clase. [

Proposition 1.2 Supongamos que ¢ es Lipschitz respecto de la sequnda variable, o sea, existe
M tal que Vt € [a,b],Vx,Z € R, y Vh suficientemente pequeno, se tiene

Entonces el método (M) es estable.

Demostracién. Sean {z,}"_, e {y,}\_, dos sucesiones como en la definicién de estabilidad.
Entonces para 0 < n < N — 1 tenemos usando la lipschitzianeidad de ¢

|xn - yn' + h|¢<tnv L, h) - ¢(tn7ynv h)| + h|€n|
|l’n - ynl + hM|xn - yn| + h|€n|
= (1+hM)|x, — yn| + hlen]. (1.2)

|Tpi1 — Yng1| <
<

Vamos a probar por inducciéon que

(1 + hM)n—i—l -1 )
max |ey|.

|Zns1 = Ynra| < (1+AM)"Hag — yol + M 0<k<n

Para n = 0 es cierto (poner n = 0 en (1.2)). Supongamos que vale para n — 1 y queremos
demostrarla para n. Estamos suponiendo que

=3l < (1 B o — ol + LI g e (13
Insertando (1.3) en (1.2) tenemos
[Tnir = Ynial < (L AM)|zn — yn| + hlen|
< (14+hM) [(1 + hM)"|zo — yo| + (1+ h]\]\j[[)n —! ogriléi{q |5k|] + hlen|
< (14 hM)"™ Mz — yo| + [(1 + hM) (1+ h]\]\f[l)" —! + h] org;?;{n ek ]

(1 + hM)n—i—l -1 )
max |ey,

. n+1 _
= (14+hM)" oo —yo| + M 0<k<n



que es lo que querfamos probar. Cambiando ligeramente la notacion, hemos probado que para
n=20,...,N vale

(1+hM"—1
max ey

— < Mg —
[Zn — Yu| < (L+RM)" |20 — yol + M 0<k<n—1

(el caso n = 0 hay que considerarlo aparte, pero es trivial).
Usando que para s > 0 vale 1 + s < e° tenemos

WM enhM -1
_ < ol _ 4
[@n = yal < w0 = yol + ——— mix ey
(tn—a)M __ 1
_ ()M, _ € !
¢ w0 = ol + M ogrlzlgaf—l &
donde usamos que nh = t, — a. Finalmente como ¢, —a < b — a y maxXo<g<n—1|ek] <
méXnggN—l |8k| resulta
(b—a)M e(b—a)M -1
— < - — B A <n< .
|'Tn yn| S € ‘xO y0|+ M [)gll?ga]sfilkkh O_n_ N7 (1 4)
esto es (2.1) con
(b—a)M __ 1
My=et-oM ¢ % 71 g

M

Corollary 1.3 (de la demostracién) Sea x la solucién de (PVI) y {x,}_, la sucesién gen-
erada por (M). Supongamos que ¢ es Lipschitz respecto de la sequnda variable, con constante
de Lipschitz M. Entonces tenemos la siguiente estimacion del error global
e(b—a)M -1
X [2(tn) — &p| £ ——7—— méx |7
Orgr;ag%v " = M 0<k<N-1
donde, para cada k, 1, es el error de truncamiento local en el paso k.
Estamos suponiendo que no cometemos errores en la condicion inicial, o sea, Ty = .

Demostracién. En la demo de la proposicién anterior, pongamos {x,} la sucesion generada
por (M), e {y,} la sucesién dada por y,, = x(t,,). De la definicién de error de truncamiento local
tenemos

T(tny1) = o(tn) + b [(tn, 2(tn), h) + 7],

o sea, Yy, verifica la misma definicion que en la proposicién, con €, = 7,k = 0,..., N — 1.
Entonces vale (1.4) con y, = z(t,) paran =0,..., N. Notar que z(a) = zo = «, luego
olt) =l < T e )
n) — dn| > m .
. . M ngga]\)f(—l T
Ahora basta tomar maximo en n y notar que el lado derecho no depende de n. O

Observaciéon. Del Corolario anterior, resulta evidente que si ¢ es Lipschitz respecto de su
segunda variable, y (M) es consistente, entonces (M) es convergente. Esto es un caso particular
del Teorema 1.1.



Definicién de orden de un método. Sea p > 0. (M) se dice de orden > p si para toda
solucién suficientemente regular de (PVI) se tiene
£ < OhP — P
i [l O (= 00m)
para alguna constante C' (C' puede depender de la solucién z).

Notar que si un método tiene orden > p con p > 0, entonces es consistente. Asi, si (M)
tiene orden > p con p > 0y si ¢ es Lipschitz respecto de su segunda variable (entonces (M)
es estable), sabemos que (M) es convergente. El siguiente Teorema da idea de la rapidez de la
convergencia.

Theorem 1.4 Si ¢ es Lipschitz respecto de su sequnda variable y (M) es de orden > p, entonces

¢ _ < C'hP — p
X [2(tn) — 2a] < Ch (= O(h")).
para alguna constante C' (C puede depender de la solucion x, y en general es distinta de la
constante de la definicion de orden).

Demostracion. Sigue del Corolario 1.3 anterior y de la definicién de orden de un método. .

Observacion. En la constante C' del Teorema anterior, intervienen la constante del la definicién
de orden (que acota los errores de truncamiento local) y la constante del Corolario 1.3 W*,
donde a su vez aparece la constante de Lipschitz de ¢. En algunos casos se necesita estimar
esta constante C' del Teorema, y esto a veces se puede hacer usando soélo los datos del problema

(PVI), sin conocer la solucién exacta x.

2. Meétodos Multipaso

Consideramos el mismo problema de valores iniciales (PVI) que antes. Sea t, = a + nh,
n=0,...,Nconh=(b—a)/N. Un método multipaso a k (MM) pasos consiste en calcular
Zo,x1,..., TN que verifiquen la siguiente ecuacion en diferencias:

ATtk + W1 Tntk—1 + - -+ QT = B [ B frsk + Be1fork—1 + -+ Bofal

paran =0,..., N—k. Se supone que xg, 1, ..., Tx_1 son conocidos. ag, ay, -+, y Bo, b1, , Ok
son constantes independientes del paso n. Estamos usando la notacién
fo=f(tg, ).

Suponemos oy # 0y |ag| + |G| > 0. Si B = 0 el método se dice explicito, sino es implicito.

Definicién de convergencia. Decimos que (MM) es convergente si cualquiera sea la condicién
inicial z(a) = a vale la siguiente propiedad: Si

lim z; = z(a), i=0,1,...,k—1,

h—0
entonces

M brltn) =l =0



Notar que N (y los t,) depende de h.

Definicién de estabilidad. (MM) se dice estable si existen constantes M; y M, independientes
de h (y entonces de N) tales que para cualquier par de sucesiones {z, }\_, v {y,})_, definidas
por

o, T1,...,Tp_1 dados

k k
Z QT = hz Bif (tntis Tnga) n=0,...,N—k
i=0 i=0

y
Yo, Y1, - - - » Ye—1 dados
k k
Z QYn+i = h Zﬁzf(tn—f—w yn+i) + e, n = Oa .. 7N —k
=0 =0
se tiene
4 —u|l <M ] C— |+ M. ] . 2.1
Ex [Zn — yu| < M o T |z — yil + 2, Iax = (2.1)

Definicién de error de truncamiento local. El error de truncamiento local en el paso

n-simo, n =0,..., N — k, es el numero 7,, dado por
k k
> aiw(tng) =0y Bif (tnsi 2(tnss)) + ho. (2.2)
i=0 i=0

siendo z la solucién de (PVI). Esta definicién depende de la solucién del problema (PVI).

Definicién de consistencia. El método (MM) se dice consistente si

lim max |7,] =0
h—00<n<N—k

para toda solucién z suficientemente regular de =’ = f(t, x).

Theorem 2.1 Si el método a k pasos (MM) es estable y consistente entonces es convergente.

Volvemos a la definicién de error de truncamiento local. Teniendo en cuenta que &'(¢,4;) =
ftnai, 2(tnss)), v que tny; = t, + hi de la ecuacién (2.2) obtenemos

k k
W =Y cua(ty + hi) — b B! (b, + hi).
=0 1=0

Dejando n fijo, ponemos t = t,, y entonces escribimos la ecuacién anterior sin el subindice n:

k k
ht = aga(t+hi) —hY_ Bl (t+ hi).
1=0

1=0

5



Si x es suficientemente regular podemos escribir A7 en la forma

ht = Cox(t) + Crha! (t) + Coh®2"(t) + ... + C,hizx D (t) + .. .. (2.3)
Para ver esto escribimos
. / . :E//(t) 27\2
z(t+jh) = x(t)+2'(t)jh + T(]h) + -
x///(t)

Z'(t+5h) = 2'(t)+2"(t)jh + (jh)* + .

2

Reemplazando en (2.3) e igualando potencias de h encontramos
Co = ag+...+ay,
Cr = (1420 +...+kay) = (Bo+ i +... + Br)

y para g > 2

1
C, = a(al + 2% + ... + Klay,) — (B +27" B+ ...+ KT B,).

L
(q—1)!

Definicién de orden de un método multipaso. Un método multipaso se dice de orden p
Si00201:...20p:0y0p+17é0.

Proposition 2.2 Si (MM) es de orden p entonces el error de truncamiento local en el paso
n-simo verifica
Ty = Cppi PP () + O(h ).

Corollary 2.3 (MM) es consistente si y sélo si Co = Cy = 0, esto es, si y solo si tiene orden
> 1.

Definimos los polinomios

k k
p(z) = Zajzj y q(z) = Zﬁjzj
j=0 Jj=0

Notemos que
Co=p(1) v Ci=p1)—q).
Luego, (MM) es consistente si y sélo si p(1) =0y p'(1) = q(1).

Proposition 2.4 (Condicién de la raiz) El método (MM) es estable siy sdlo si el polinomio
p verifica las siguientes 2 condiciones:

a) Todas sus raices tienen mddulo < 1.
b) Las eventuales raices de mddulo 1 son simples.
Theorem 2.5 Si el polinomio p verifica la condicion de la raiz y si
p)=0 ¢y p1)=q0)

entonces (MM) es convergente.



