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Dado el sistema Az = b con A matriz simétrica y definida positiva, sabemos que (ver
Kincaid, Andlisis Numérico, pag. 210 en adelante) resolver este sistema es equivalente
a minimizar la forma cuadrética

q(x) = (x,Ax) — 2 (x,b).

El método del descenso mas rapido consiste en dar una sucesié (xy); tal que por
todo k, q(rxs1) < q(x) con igualdad unicamente en algin caso especial. La idea
genérica es obtener x,.1 a partir de xy y de otro vector vx que puede ya estar dado o
que se lo vaya construyendo durante la evolucién del método. La idea para construir
Txo1 es la siguiente:

Siendo en x; y moviendonos en la direccién v, minimizamos ¢ restringida a la recta
t — xy, + tug, es decir minimizamos la funcién ¢ — ¢g(zy + tvg). Esta funcién alcanza
su minimo en

= <Uk,b - A:L’k>
B <’Uk, AUk>
(verifiquelo ! Porque podemos dividir por (vy, Avg) ?7), y tenemos
<Uk, b— Al’k>2
t = - < .
q (vx + tpvr) = q(ak) oo Avy) q(zy)

Definimos ahora ;.| por
Tpy1 = T + TpUk.

La eleccién de la sucesion (vg) es la que da origen a los distintos métodos.

Descenso mas rapido El método del descenso més rapido se define tomando vy, =
—Vq(zx) (o un miltiplo positivo de él). La practicidad del método reside en que el
residuo 7, = b — Az apunta en la direccién de —Vq (xy) (comprobarlo). Por lo tanto,
podemos tomar vy = ﬁ



Direccién conjugada La idea es considerar una base {uy,...,u,} ortogonal en el
sentido que (u;, uj) 4 = (u;, Au;) = 0sii # j, y luego definir la sucesion (zy)o<k<n por
<b — Al’k,h Uk>
Ug
(uk, Auk>
arrancando desde un punto xy cualquiera. Una gran ventaja de este método es que, en
teoria, en n pasos alcanza la solucién del sistema, pero en la practica es muy sensible

a los errores.
Un método para encontrar los u; es aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt a la base

1<k<n

Tk = T—1 +

standard {ey,...,e,} de R™ por el producto escalar (.,.)4: definimos u; = e; y luego
por recurencia
Uj = ej - Z(@j, ui>Aui
i<j

por j =2...n.

Gradiente conjugado Se basa en la idea anterior pero no da a priori una base
{uy,...,u,} ortogonal segin el sentido anterior, sino que va construyéndola con la
propiedad adicional que la sucesion de residuos 1, = b — Axy, forman un sistema ortog-
onal en el sentido usual: (r;,r;) = 0si i # j.

El algoritmo es el siguiente: arrancando de un xq cualquiera, se define 1o = b — Axy y
vg = 19. En el paso k-ésimo, ya tenemos definido xy, 1 v vx. Para pasar al k4 1-ésimo
se define, siguiendo el orden,

oo )
<7"k, Avk>
Tpr1 = Tk + kv

Tk+1 = T — tkAUk

{Tha1s The1)

S, —_—
{Tks k)

Vk+1 = Tg+1 + SV

Paramos la iteracién cuando 7y es sufiicientemente pequeno en la norma usual.

Ejemplos Resuelva cada uno de los siguientes sistemas por los distintos métodos
que se mencionaron, y también por los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Compara la
velocidad de convergencia de todos ellos.
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2. Az = b donde A es la matriz de Hilbert de n x n dada por a; = (i +j+1) "y
b; = %Z?ﬂaij paral <i<mn



