ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO - CALCULO NUMERICO
SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2008
(FCEN - UBA)

Métodos Multipaso lineales

Consideramos el problema de valores iniciales (PVI)
vy = fley) a<z<b
yla@) = «a

Dado N, definimos h = (b —a)/N y sea {z,, = a+nh :n =0,..., N} una parcicién de
[a,b]. Un método multipaso a k pasos (MM) consiste en calcular yo,y1,...,yn que verifiquen
la siguiente ecuacién en diferencias:

QpYntk + Ok 1Ynih—1 + - + &oYn = 1 B frsk + Bt fosk—1 + -+ Bo Sl

paran =0,..., N —k. Se supone que ¥, y1, - - -, Yx—1 Son conocidos previamente. ag, aq, . . . ,
y Bo, b1, - - -, Or son constantes independientes del paso n que identifican el método multipaso
bajo consideracién. Estamos usando la notacién

fo=F(24,94)-

Suponemos oy # 0y |ag| + |Bo] > 0. Si B = 0 el método se dice explicito, sino es implicito.

Algunos Ejemplos. A partir de las formulas de cuadraturas se pueden deducir métodos
multipaso. Por ejemplo, usando la ecuacién diferencial tenemos

awsd) = (o) = [ ey P, y(@)) do

Si aproximamos la integral por la férmula de Simpson obtenemos

h

[ ) = S ) + 47 @ y(aa) + F (o o))

n

Si ahora reemplazamos y(z;) por y; (que esperamos sea una buena aproximacién) llegamos al
siguiente método multipaso

h
Ynt2 — Yn = g(f(xn—&-%yn—i-l) + 4f(xn+17 yn—l-l) + f(xmyn)) n=01,...,N -2

Este es el método de Milne para el cual tenemos
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Ejercicio. (Ejemplo 8.16 en el apunte de Durédn, Lasalle y Rossi) Hallar un método multipaso

que provenga de aproximar la integral f;’f’ y'(z) dx por una férmula de cuadratura con nodos

TpyTn41 Y Tp42-

Si se usa una férmula del tipo

Y(Tnin) — Y(Tnpr—1) = /yn+k y'(x)de = LBy (o + k) + ...+ Boy'(2,)]

Yn4k—1

se obtienen los métodos de Adams. Cuando son explicitos se llaman de Adams-Bashforth, y si
son implicitos se llaman de Adams-Moulton.

FEjercicio. Deducir los siguientes métodos de Adams:
Adams-Bashforth

Yn+1 —Yn = hfn (Euler)

h
Yn+2 — Yn+1 = 5(3fn+l - fn)
h
Yn+3 — Ynt2 = E(ngn+2 - 16fn+1 + 5fn)

Adams-Moulton

Ynil — Yn = hfni1 (Euler implicito)

h
Yn+1 — Yn = §<fn+1_fn)

h

Yn+2 — Ynt1 = E(an+2 + 8fn+1 - fn)

Definicién 1 (de convergencia) Decimos que (MM) es convergente si cualquiera sea la condi-
cion inicial y(a) = « vale la siguiente propiedad: Si
lim y; = =0,1,...,k—1
lmy; =y(a), 1=0,1,....k -1,
entonces
Ii A tn) — = 0.
lim méx [y(tn) = yn| =0
Notar que N (y los z,) depende de h.

A continuacién estudiaremos dos propiedades importantes de un método numérico que im-
plican la convergencia: la estabilidad y la consistencia.

Definicién 2 (de estabilidad) (MM) se dice estable si existen constantes My y My indepen-
dientes de h (y entonces de N ) tales que para cualquier par de sucesiones {y,}N_o v {z. 12,
definidas por

Yo, Y1, - - - » Yk—1 dados

k k
Z XiYnti = h Z Bif (@n+is Yni) n=0,...,N—k
i=0 i=0
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20, 215+ -+ 2p—1 dados
k k
E QiZpyi = h E Bif (Tntis Znti) + En n=0,...,.N —k
i=0 i=0
se tiene

) < o )
DA [Yn = 2a| < My max |y —z| + My max e (1)

Definicién 3 (de error de truncamiento local) El error de truncamiento local en el paso

n-simo, n =0,...,N —k, es el numero 1, dado por
k k
Z @Y (Tnii) = h Z Bif (Tntis Y(Tnyi)) + hrn (2)
i=0 i=0

siendo y(x) la solucion de (PVI). Esta definicion depende de la solucién del problema (PVI).

Como ejemplo podemos calcular el error de truncamiento local para el método de Milne.
Usando la féormula del error para la férmula de Simpson tenemos

Tn+2
/
y<$n+2) Yz, = / Yy (:C) dx

= Dy 00) + 4y (@ner) + 9 (ns2) — =B (E)

3 90
= (e yla) + 4 s ylEn) + fnen y(n) = o5 h(E)

(notar que estamos integrando y’, por eso aparece la derivada quinta de y) para algin &, €
(T, Tnyz). Por lo tanto

= B,

90
Si y € C%([a,b]) podemos escribir
= o ) + g (5 ) — (6
Tn = 90 Y Tn 90 Y (Tn Y \Sn
1
= —o=hy(wn) + B, (3)

90
con E, < Ch® donde podemos elegir C' = 2|y | s (a,5/90 (Verificar!).

Definicién 4 (de consistencia) El método (MM) se dice consistente si

lim max |7,] =0
h—00<n<N—k

para toda solucion suficientemente reqular y de y' = f(x,y).
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Teorema 1 Si el método a k pasos (MM) es estable y consistente entonces es convergente.
Demostracion. Hecha en clase. 0

Volvemos a la definicién de error de truncamiento local. Teniendo en cuenta que y'(z,4;) =
f(@nai, y(Tnas)), v que T,y = x,, + hi de la ecuacién (2) obtenemos

Zaly (x, + hi) — hZﬁ ", + hi).
1=0

Dejando n fijo, ponemos x = x,, y entonces escribimos la ecuacion anterior sin el subindice n:

k

ht =Y aw(x+hi) —h > By (a + hi). (4)

=0 i=0

Si y(z) es suficientemente regular, digamos g + 1 veces derivable, podemos escribir A7 en la
forma

ht = Coy(x) + Chy/ (x) + Cob®y" (x) + ... + C,hy'D (z) + hE,, (5)

con E(x) = O(h?™). Para ver esto escribimos

e (9) T (g+1) (¢,
ot at) = o)+ LG T Gy S e
e (9) T (g+1)
Vietit) = o)+ @i+ S e D Gy

con &;,m; € (x,x + jh). Reemplazando en (4) e igualando potencias de h llegamos a (5) con

CO — (]{O—i-..._'—()ék,
Cr = (a1 +2m+... +kay) = (Bo+ B+ ...+ B)

y para2 <p<gq

1
Cp = o+ oyt hay) - (B + 2P 0 4.+ KPIG,),

1
(p—1)!

y ademas

_ q+l q+1 q+l

Notemos que si y € Cq“([a, b]) entonces existe una constante C independiente de h y n tal que
E,<Chl, n=0,1,... N—F

En efecto, basta elegir

||yq+ ||oo[ablzy it 4 ||oo[ablz|mq



Proposiciéon 1 (MM) es consistente si y solo si Cy = Cy =0, esto es, siy solo si tiene orden
> 1.

Demostracidn. Suponiendo que y(x) es al menos C*([a,b]), poniendo ¢ = 1 en el desarrollo
anterior tenemos

th = COZ/('rn) + Clhy/<xn) + hEn

con
E, < Ch, VYn=0,1,...,N — k.
con C independiente de h. Asi, si Cy = C} = 0 resulta 7,, < C'h y por lo tanto max{|7,| : n =
0,...,N—k}—0sih—0.
Reciprocamente, supongamos que el (MM) es consistente, y demostremos entonces que
Cy = C; = 0. Consideremos el caso particular en que f(z,y) =0y a = 1, esto es, consideramos
el problema

y'(x) = 0
y(a)

La solucién de este problema es y(x) = 1. El error de truncamiento local viene dado por la

definicién en la ecuacién (2):
k

Z a; = th.

1=0

Por lo tanto

0<n<N—k

1o 1
max |7m,| = ’ g ;= ﬁCO
i=0

tiende a 0 cuando h — 0 si y solo si Cy = 0.
Ahora consideremos el problema

y(z) =1

y(a) = 0.
cya solucion es y(x) = x — a. Asi y(x;) = x; — a = ih. Poniendo estos datos en la definicién del
error de truncamiento local 75 tenemos

k

k
ZZhO&l = hZﬁ@ + hTO
=0

1=0

de donde 19 = C (que no depende de h). Siendo el método consistente, en particular, 7, debe
tender a 0 si h — 0, y esto ocurre solamente si C; = 0. Asi concluimos la demostracién. 0

Definicién 5 (de orden de un método multipaso) Un método multipaso se dice de orden

p8i00201:...20p:0pr_H?AO.



Proposicion 2 Si (MM) es de orden p, y la solucién y(x) es CP*%([a,b]), entonces el error de
truncamiento local en el paso n-simo verifica

Ty = Cp+1hpy(p+1)(xn) + O(RPY).

Demostracion. Sigue de la expresién (5) con ¢ = p + 1. O

Como ejemplo, para el método de Milne, tenemos

1
OO:O’ C(1 207 02:07 03:07 04:Oa 05:_%7

y por lo tanto el método es consistente, su orden es 4 y una expresién para el error de trun-
camiento local es

__l4v 5
Tn = QOhy (zn) + O(R?)

que conincide con lo que ya habfamos obtenido en (3).

Definimos los polinomios

k k
p(z)=> a7y qlz) =) B
j=0 j=0

Como veremos, estos polinomios resultaran utiles para estudiar la estabilidad de (MM). Tam-
bién notemos que

Co=p1) v Ci=pQ1)—q@).
Luego, (MM) es consistente si y s6lo si p(1) =0y p'(1) = ¢(1).

Proposicién 3 (Condicién de la raiz) El método (MM) es estable si y sélo si el polinomio
p verifica las siguientes 2 condiciones:

a) Todas sus raices tienen mddulo < 1.

b) Las eventuales raices de médulo 1 son simples.
Demostracion (de la parte “solo si”). Supongamos que (MM) es estable, y, en la definicién de
estabilidad consideremos el caso particular de f(z,y) =0y ¢, =0 paran =0,1,...,N — k.

Sean {y, }2_o v {2, }2_, las suceciones de la definicién de estabilidad para este caso particular,
esto es

Yo, Y1, - - -, Yp_1 dados

k
Zaiynﬂ- =0 n=0,...,N—k
i=0



20, 21y« - -, 2x—1 dados
k
g Qizpnri = 0 n=20,...,N — k.
i=0

Elijamos zg = 23 = ... = 2;_1 = 0. Por lo tanto de la segunda ecuacién resulta que z, = 0 para
todo n. Por la estabilidad, existe una constante M; independiente de h (y entonces de N), tal
que, para este caso muy particular,

) - Tl
Ogggvlw <M, Og&{llyzl

Recordemos que si h — 0 entonces N — oco. Resumiendo estamos en la siguiente situacion: si

la sucesién {y,}>2, es definida por

Yo, Y1, - - -, Yx—1 dados
k
S = 0 n=01,.. (6)
i=0

entonces

max < M; max |y

0<n |yn| = 10§i§k—1 ’yz‘
Sea r una raiz de p(z). Sabemos que la sucesién {y,} definida por y,, = r™ verifica la ecuacién
en diferencias (6), y por lo tanto debe ser

méx |r"| < M; méx |r').
0<n<N 0<i<k—1

Esto ocurre solamante si || < 1 (;por qué?). Por otro lado, si r fuera raiz doble de p(z), entonces
la sucesién {y,} definida por y, = nr™ también seria una solucién. Por lo tanto tendriamos

max |nr"| < M; méx |ir').
0<n<N 0<i<h—1

Esto ocurre solamente si |r| < 1 (;por qué?).
Asi demostramos que si (MM) es estable, entonces deben verificarse a) y b). La demostracion
de la parte reciproca es mas dificil y no la haremos aqui. ([l

Volviendo al ejemplo del método de Milne, para el cual tenemos p(z) = 2% — 1, vemos que
es estable, pues las raices de p son 1 y —1, que son de mdédulo 1 y simples.

Como consecuencia de las Proposiciones 1 y 3 y del Teorema 1 obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2 Si el polinomio p verifica la condicion de la raiz y si
p(1)=0 y  p'(1)=q(1)

entonces (MM) es convergente.



