Estimacién puntual

1 Introduccidon

Teoria de probabilidad Estadistica
Parametros conocidos A partir de los datos

Inferencia sobre los parametros
desconocidos

Una vez que se estimaron los parametros, el modelo debe ser com-
parado con la informacién dada por los datos para ver si es razonable.

X = (X1,....X,) ~F,
FeF={F(x,...,x,,0) donde 8 = (64,...,0,) € © C IR"}

Interesa conocer aproximadamente q(@), donde ¢(-) : © — IR.

Definicion. Un estimador puntual de q(0) sera cualquier funcion
0(X) de las observaciones, o sea, una funcion 0 : IR" — IR que se
usa para conocer el valor de ¢(0).

Por ejemplo, en el caso de una N (u, o) uno puede querer estimar

@1 (1, 0?) = p o qp,0?) = o,

Usualmente X; son i.i.d. con densidad f(z, @) y por lo tanto, su
densidad conjunta serd 117, f(z;, 0).



Un estimador de 6, o més generalmente de (@) serd una funcién
de X4,...,X, y por lo tanto, sera una variable aleatoria con una
distribucion llamada distribucion muestral.

Daremos aproximaciones a la distribucion muestral para conocer
la variabilidad del estimador que se conoce usualmente con el nombre
de error estandar.

Un buen estimador §(X) deberd tener la propiedad de que cualquiera
sea el valor de @, que es desconocido, la diferencia §(X) — ¢(8) sea
pequena. En qué sentido esta diferencia es pequena sera especificado
mas adelante.

Ejemplo 1. Fuerza de compresion de 45 Muestras de Aleaciones
de Aluminio-Litio. El conjunto original tenia 4152 observaciones.
El siguiente grafico muestra un estimador de la densidad basado en
nucleos con una abertura de ventana igual a 1.5 al que se sobreimpuso
en rojo la densidad normal.

En Negro: Estimador de Nucleos, h=1.
En Rojo Densidad N(119.34 354 28)

T
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Fuerza de Compresion



Ejemplo 2. Tiempo de falla de cables Kevlar 49/epoxy sometidos
a presion sostenida.

90% de Presion

0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04
0.05 0.06 0.07 0.07 0.08 0.09 0.09 0.10
0.10 0.11 0.11 0.12 0.13 0.18 0.19 0.20
0.23 0.80 0.80 0.83 0.85 090 0.92 0.95
099 100 1.01 102 1.03 1.05 1.10 1.10
1.11 1.15 1.18 1.20 129 131 1.33 1.34
1.40 143 145 1.50 1.51 152 1.53 1.54
1.54 155 158 160 1.63 1.64 1.80 1.80
1.81 202 205 214 217 233 3.03 3.03
3.24 420 4.69 7.89

80% de Presion

0.18 3.1 4.2 6 7.5 8.2 8.5 10.3 10.6  24.2
296 31.7 419 441 495 50.1 59.7 61.7 644 69.7

70 778 805 823 835 84.2 871 873 932 1034
104.6 1055 108.8 112.6 116.8 118 122.3 123.5 1244 1254
129.5 1304 131.6 132.8 133.8 137 140.2 140.9 148.5 149.2
152.2 152.8 157.7 160 163.6 166.9 170.5 1749 177.7 179.2
183.6 183.8 194.3 195.1 1953 202.6 220 221.3 227.2 251
266.5 267.9 269.2 2704 2725 2859 292.6 295.1 301.1 304.3
316.8 329.8 334.1 346.2 351.2 353.3 369.3 372.3 381.3 393.5
451.3 461.5 574.2 656.3 663 669.8 739.7 759.6 &894.7 974.9




El grafico siguiente muestra los histogramas de estas observaciones
a los que se sobreimpuso un ajuste de la densidad I'(a, A).
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Diferencias entre las distribuciones entre los tiempos de falla a
presién sostenida del 90% v 80% pueden describirse a través de difer-
encias en los parametros.



2 Propiedades asintoticas de un estimador

2.1 Consistencia de estimadores

Una propiedad deseable para un estimador 0,, de 8, es que cuando
n es grande la sucesion @,, se aproxime en algtin sentido a 6.

Sea F = {F(z,0) con 8 € ©} una familia de distribuciones y su-
pongamos que para cada n se tiene un estimador 8, = 0,,( X1, ..., X},
de @ basado en una muestra aleatoria, X, ..., X, de tamano n.

—

Definiciéon 1. 6, es una sucesion fuertemente consistente de

estimadores de 0 si
- c.t.p.

0 sea si Pg(@n — @) =1 para todo 8 € O.

—

Definicién 2. 0, es una sucesion débilmente consistente de
estimadores de 0 si

0, 0

Es decir, para todoe >0y @ € ©
Jim PH(@” —0|>¢)=0.

Observaciéon 1. Puesto que convergencia en c.t.p. implica con-
vergencia en probabilidad, entonces toda sucesion fuertemente con-
vergente también lo serda débilmente.

Ejemplo. Seca Xj,..., X, una muestra aleatoria de una funcién
de distribucion F(x) totalmente desconocida, tal que Fr(X7) existe.
Supongamos querer estimar u = Ep(X;). Si g = X, por la ley
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fuerte de los grandes numeros este estimador resulta fuertemente
consistente para pu.

Observacion 2. Si Xi,..., X, es una muestra aleatoria de una
distribucién N (i, 0?) se tiene que X, es fuertemente consistente para

wy sfl es fuertemente consistente para a2,

El siguiente Teorema nos da una condicién suficiente para que una
sucesion de estimadores sea débilmente consistente.
Teorema 1. Sea 0, un estimador de 0 basado en una muestra

aleatoria de tamano n. Si Vary(0,) — 0y Ey(0,) — 0, entonces
0, es débilmente consistente.

2.2 Estimadores asintoticamente normales

Definicién 1. Se dice que 0, es una sucesion de estimadores

Ny . 5 D
asintéticamente normal si /n(0, —0) — N(0,0?%). o? se llama
la varianza asintética.,

il

Dados dos estimadores, 8! v #? asintéticamente normales con var-

ianzas asintéticas of y o5 respectivamente, se define la eficiencia

~ ~ 2

. . . o
asint6tica de 62 respecto de 6} como el cociente 7.
92



3 Criterios para medir la bondad de un estimador

Para poder elegir el estimador §(X) de ¢(0) que se utilizara, se debera
dar un criterio para comparar dos estimadores cualesquiera.

La funcion de pérdida cuadratica fue la primera utilizada en Es-
tadistica, y aun hoy la mas difundida. La pérdida media, o riesgo,
correspondiente esta dada por

R(5,0) = E(3(X) — q(6))’
y sera llamada en adelante error cuadratico medio, e indicada por
ECMg(9). Luego
ECMy() = R(6,0) = Ep(3(X) — q(0))’ (1)

Un estimador §;(X) de € es mejor que do(X) si
ECMQ(él) < ECMQ(ég) Vo eo

Diremos que 0* es un estimador 6ptimo si para cualquier otro
estimador ¢ se tiene

ECMy(6*) < ECMy(8) VO e O (2)

Salvo en casos triviales no existiran tales estimadores éptimos. Por
lo tanto, una manera de obtener estimadores éptimos consistira en
restringir primero la clase de los estimadores ¢ considerados, y luego
buscar aquél con error cuadratico medio uniformemente menor den-
tro de esta clase. Otra forma de obtener estimadores 6ptimos con-
sistird en minimizar algun criterio general basado en la funcién de
riesgo, como el maximo riesgo o el riesgo bayes.
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3.1 Estimadores insesgados

Una propiedad “razonable” que se puede exigir a un estimador esta
dada por la siguiente definicion que hemos mencionado anterior-
mente.

Definicion 1. Se dice que §(X) es un estimador insesgado para

q(0) st Ey(6(X)) =q(0) VO € 0O.

Definicién 2. Si un estimador no es insesgado, se dice sesgado,
definiéndose el sesgo del estimador como b(0) = Ep(§(X)) — q(0).

Cuando 6(X) es un estimador insesgado, su ECM coincide con su
varianza ya que

ECMy(6) = By [(8(X) — q(0))*] = Ep [(8(X) — Eg(8(X)))?] = Varg(d(X)).

Ejemplo H. Sea X, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de F' con
Er(|X]|) < 0oy supongamos que se quiere estimar = Ep(X). Un
posible estimador para g es X = (1/n) =, X;. El estimador X es
insesgado ya que

Ep(X) = ! 5 Er(X;) = Er(X) = p

n ;=1

Ejemplo J. X ~ F tal que Ep(X?) < oo. Supongamos que
se quiere estimar 0% = Varp(X) a partir de una muestra aleatoria
X1, Xo,...,X,. Ya hemos visto que un estimador adecuado podria
ser



2

que en el caso de observaciones normales 0“ es el estimador de

maxima verosimilitud.

2

Sin embargo, &2 no es un estimador insesgado de o2 ya que

—1
Ep(3?) = ”Ta2 ,

aunque el sesgo tiende a 0 cuando n tiende a infinito. El sesgo puede
corregirse dividiendo &2 por (n — 1)/n, obteniendo asf el estimador

insesgado
2 no 1 ~

= = X, - X)*.
° n—la n—1¢;< )

Si nos restringimos a la clase de los estimadores insesgados, se
podra encontrar frecuentemente, estimadores éptimos.

Definicion 2. Se dird que §(X) es un estimador insesgado de
minima varianza para ¢(6), uniformemente en § € © (IMVU) si:

(a) 0(X) es insesgado para q(0)

(b) dado otro estimador insesgado para g(6), 6*(X), se cumple Varg(d(X)) <
Varg(6*(X)) V6 € 0.

Sin embargo, en algunos casos, un estimador IMVU puede ser
mejorado en su error cuadratico medio por otro estimador no inses-
gado.

3.2 Consistencia de estimadores IMVU

El siguiente teorema muestra que si 6, (X1, ..., X,) es una sucesion
de estimadores IMVU para ¢(6) entonces cumple la hipétesis del
Teorema 1.



Teorema 2: Sea 0,(X1,...,X,) una sucesién de estimadores
IMVU para q(0), donde X1, ..., X, es una muestra aleatoria de
una distribucion perteneciente a la familia F'(z,0), 0 € ©. Luego
Vary(6,(X1,...,X,)) = 0sin — oco.

Corolario 1: Si §,(Xy,...,X,) es una sucesion de estimado-
res IMVU para 0 donde X, ..., X, es una muestra aleatoria de
una distribucion perteneciente a la familia F = {F(x,0) con
6 € ©} entonces 9,(X1,...,X,) es una sucesion de estimadores
débilmente consistentes.
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4 Método de los momentos

Definicion 1. Se define el momento de orden & de una distribucion

F como pup = E <X k) donde suponemos que la esperanza existe y
que X ~ F'.

Definicion 2. Dadas X4,..., X, 1.i.d. X; ~ F'. se llama momento

muestral de orden & a
1 n
ie=— % X}
n =1

i es un estimador de py y por la L.G.N. 1y GEA Lb:.

El método de los momentos estima parametros buscando expre-
siones de ellos en términos de los momentos de menor orden posible
y luego sustituye los momentos por los momentos muestrales en esas
expresiones.

4.1 Caso de un parametro

Sea g : IR — IR, luego el método de los momentos estima 6, por el
valor 6§ = 6(X) que satisface la ecuacion

~ 5 glx0) = Bylg(X). 3)

donde Fy(X) significa la esperanza de X cuando X ~ F(x,6).
g(z) = 2 para algin k > 1.
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Justificacion heuristica: Por la ley de los grandes ntimeros si
Ey|g(X1)| < o0

L c.t.p.
-2 g(X) =5 Blg(X1)

y por lo tanto, si # puede expresarse como una funcién continua de
Ey(g(X1)), se puede esperar que cuando n es grande el valor 6 que
satisface la ecuacion (3) estara cerca de 6.

Ejemplo A. Sean X1, Xy, ..., X, iid. X; ~ N(u,1). Cong(z) =
x

—ZX Ea(Xy) =

n ;=

(1/n)xl X; es el estlmador de p resultante y sabemos que la
~ N, 3)

Ejemplo B. Sea X1, Xs,..., X, iid. X; ~ N(0,0%). Con g(z) =

12

- z X7 = E5(X7) =35

n ;=

72 =0(Xy,...,X,) = (1/n) > X2 es el estimador de o2 resul-

~

o 2
tante. Por otra parte, tenemos que n o2 ™~ Xn-

Ejemplo C. Sea X1, Xs,..., X, iid. X; ~ P(\), El estimador
de los momentos resultantes usando el momento de orden 1 resulta

——ZX

n =

Fl estimador de los momentos resultantes usando el momento de

12



orden 2 es

2

Ao = 00(X1, Xy .., X)) = —1+J1+ 5 A7

2 4 3In
Luego observamos que eligiendo distintas funciones g, obtenemos
diferentes estimadores. Todavia no estamos en condiciones de com-

parar uno con otro.

Estudio hecho en el Instituto Nacional de Ciencia y Tecnologia de
U.S.A. Fibras de asbesto en filtros. Se tomaron muestras de 3 mm de
diametro del filtro y mediante un microscopio electrénico, se contaron

el nimero de fibras en cada una de las 23 grillas obteniéndose

31 29 19 18 31 28 34 17 27 34 30 16
18 26 27 24 27 18 24 22 28 24 21

A =24.913 Ay = 24.988

Si repitieramos la experiencia, los resultados y por lo tanto, el
estimador \; de A no serfan exactamente iguales.

Distribucién de A\

n nye—n)\
P(S\lzu):P(S:ny):< )811/)! si nveNy. (4

S ~ P(n\) = E(S) =nA\, Var(S) = nA.

E(M)=r  Var(i)="

E (5\1) = \ dice que \; es un estimador insesgado de .
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Por otra parte, Var ()\1> = % dice que la distribucion es mas con-
centrada a medida que n aumenta.

El error estandar de \; es

A A1
O3, = | — — 85, = | —
M n M n
0 sca, en este caso 3 = ,/%%13 = 1.04.

Si usamos el Teorema Central del Limite obtenemos que A; es

aproximadamente normal con media A y con un desvio estandar que
puede estimarse por 1.04.

Distribucién de Ay y As

Distribuciones de los estimadores
obtenidas por simulacion para una distribucion Poisson

| — --I I- R = —-II I--
T T T T T T T 1
22 24 26 28 22 24 28 28 50

03

0.3

02

Densidad
0z

Densidad

0.1

0o

20

1
50 20
“alores del Estimador de Momentos de orden 1

“alores del Estimador de Momentos de orden 2

Como se observa ambos tienen un aspecto semejante.
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Para su comparacién se grafica a constinuacion la funcion de prob-
abilidad puntual de una variable con probabilidad puntual dada por

(4) donde X = \;

Funcion de Probabilidad Puntual del estimador de Maxima verosimilitud

A=24913

0.015

0.010

0.005

0.0

SimﬂmmnwuﬂTéﬂanaCanmﬂddIﬂnﬁeaizgﬂkfﬂﬁﬂmmxb
que si X ~ P(\)
E(XY) =M 4+60° + 702+ )

podriamos obtener que A9 es aproximadamente normal con media A
y con un desvio estandar
02

N

A+ 62+ 4)3
1 +4X\+4)2

15

donde

2 _
09 =



que puede estimarse por 1.05. Es decir, el estimador basado en el
segundo momento es un poco mas disperso asintoticamente que el
basado en el primer momento. Veremos que este hecho se debe a que
\; es el estimador de mdxima verosimilitud.

4.2  Generalizacion cuando hay varios parametros

X, Xo, ..., Xpiid Xy~ F e F ={F(x,6h,...,0,) con @ =
(61,...,0,) € ©C IR}

Para estimar 6y, ..., 0, por el método de los momentos se procede
como sigue: Se consideran k funciones g, ..., g, de IR en IR y se
resuelve el siguiente sistema

1 n
2 Y gi(X) = Ea(gi(X —1.2....p.
nz’;gj( ) 9(9]( 1)) J p

Podemos tomar, por ejemplo, g;(z) = /.

Ejemplo D. Sea X, X»,..., X, iid. X; ~ N(u,o?). Considere-

mos g1(x) = x vy go(x) = 2°. Luego,
_ I n
p=—->X
n i=1
1 n —
7= Y (X;—-X)
ni=1

Ejemplo E. Sea X1, Xo,..., X, iid. X; ~ I'(a, \). Conside-
remos gi(z) = x y ga(x) = 2% Luego, si X = 157, X; y por
G2 = %2?21 (X; — X)? los estimadores de los momentos para A y «
resultan ser

L[ >
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Consideremos los datos del Ejemplo 2 sobre el Tiempo de Falla de
cables Kevlar 49/epoxy sometidos a presion sostenida del 80%. Para
esos 100 datos obtenemos X = 209.1828 v 62 = 37640, con lo cual
a = 1.1625 y A = 0.00556.

Distribucién de @ y A

La podemos obtener por simulaciéon generando muchas muestras
de tamano 100 de una distribucion I'(1.1625, 0.00556).

Distribuciones de los estimadores obtenidas por simulacion

0
= _.I Ill-- =_| —.I I.——
=
E

0,007 0010 s
Valores del Est[mador de Mornentos de Valores del Estlmador de Momentos de 0'.

500

Densidad
QIUD
Densidar
1‘0

0
1

Estos graficos muestran que los estimadores parecen tener una
distribucion aproximadamente normal. La variabilidad mostrada en
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los histogramas puede resumirse calculando los desvios de las 1000
estimaciones, lo que provee el error estandar estimado de @y de A y
que en este caso son 0.2093 y 0.00114 respectivamente.

Este uso de la simulacion es un ejemplo de lo que en estadistica se
denomina bootstrap.

En conclusion, de los ejemplos anteriores vemos que los pasos
basicos para estimar @ € IRP son:

a) Calcular p momentos de la distribucion de las observaciones
b) Expresar @ en funcion de ellos

¢) Reemplazar los momentos por los momentos muestrales en la
expresion obtenida en b) para obtener 6.

Bajo condiciones de regularidad los estimadores de los momentos
resultan consistentes.

La consistencia de los estimadores de los momentos sirve de justi-
ficacion para el procedimiento dado en el Ejemplo C para estimar el
error estandar.
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5 Método de maxima verosimilitud

X = (X1, Xy, ..., X,) discreto o continuo cuya funcién de densidad
discreta o continua pertenece a una familia f(x,0), @ € © y que se
quiera estimar 0.

Definicién 1. Diremos 8 = 6(X) es un estimador de méxima
verosimilitud (E.M.V.) de 0, si se cumple

F(X,0) = pax f(X. 6)
€0

5.1 Cémputo del E.M.V..
Supongamos

e O C IR? abierto,

e ¢l soporte de f(x,0) no depende de 6

e f(x,0) tiene derivadas parciales respecto a ;.

Luego, el EM.V. 6 debe verificar

dln f(X,0)

) =0 i=1,2...,p. (5)

En particular, si Xq,...,X,, son ii.d. con funcién de probabilidad
puntual o densidad f(z, 8), se verifica

f(X,H):f(CUl,...,CUn,H): ﬁ f(xﬁe)

J=1
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y bajo las condiciones dadas anteriormente, el sistema de ecuaciones
(5) se transforma en

ndln f(X;,0) :
= =1.2,... )
o o1 f(x,0)
In f(z,0
¢j($7 0) - = aej

entonces (6) puede escribirse como
;@DJ(XZ,H):O ]:1,2,,]?

Esta ecuacion corresponde a la forma general de los denominados
M —estimadores que han visto para el caso de posicion y escala.

Ejemplo D. Continuacién. Sea Xi,...,X,, X; ~ N(u,0?).
Los ENMM.V. de iy 02 son

6’2 = i(XZ—YY/n

que son los mismos estimadores que encontramos por el método de
los momentos.
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Ejemplo E. Continuacion. Sean X; ~ I'(a, A), 1 <1i <mn. Los
E.M.V. de a y A verifican

- (@)
ninA+ Y In(X;,) —n =0
El (i) ['(@)

n}\oz -nX =0,

donde I'"(a) indica la derivada de la funcion I'(a).
Eiste sistema no tiene una solucion explicita aunque

< a
)\ —_- = .
X
Al reemplazar el valor de \ obtenemos la ecuacién no lineal

Ma)
(@)

que puede resolverse, por ejemplo mediante, el algoritmo de Newton-

n(lna —In(X)) + Zn: In(X;) —n =0,
i=1

Raphson. Para iniciar el proceso, se puede tomar como estimador
inicial el estimador de los momentos, por ejemplo.

En este caso, el estimador de maxima verosimilitud no coincide
con el estimador de los momentos.

Datos sobre el Tiempo de Falla de cables Kevlar 49/epoxy someti-
dos a presion sostenida del 80%. Para esos datos los E.M.V. resultan
ser @ = 1.0774 y A = 0.00515.
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0.004
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Histograma del Tiempo de Falla de Cables Kevlar sometidos a 80% de Presion
En Rajo: Ajuste por Maxima Verosimilitud
En Azul: Ajuste por el Metodo de los Momentos
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Los E.M.V. no tienen una forma explicita en el caso de la distribucién

100 muestras cada una de tamano

n = 100 de una variable I'(1.0774,0.00515).

Distribuciones de los estimadores de maxima wverosimilitud obtenidas por simulacion

Densidad
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&00
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400

200

100

=

Densidad
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o
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I |
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Comparamos los histogramas obtenidos con los estimadores de los
momentos utilizando nr = 100

Distribuciones de los estimadores obtenidas por simulacion

w2
=

II. = I
=

0.0 0.010
Valores del Estlmador de Momentos de A Valores del Estlmador de Momentos de (x

SIDU

15

Densidad
QIDD
Densidad
10

= 0.2172 S5 = (0.00109

omentos

Sayy = 0.1344 S 0.00072

SaMomentos
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Ejemplo F. X; ~ U(0,0).

1
fx0) =g o 0 <min) < mix(z) <0
0 ofro caso

El EM.V. de 6 es 0, = max;<j<,,(X;). El siguiente es el grifico de
la funcion de verosimilitud, f(x,#) correspondiente a n = 8 obser-
vaciones tales que maxj<;j<,(X;) = 5.

Funcién de verosimilitud para una distribucion U(0.0)

25106

flx, 0)
106  1.5*10"6

54087

0

S|

La distribucion de 6,, = max;<j<,(X;) estd dada por
tn

an (t, 19) =1 gn

0 otro caso

si 0<t<éb
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con lo cual
N A n 2
B (msx0) = 50 Ve () = gy

Por lo tanto, por el Teorema 1, 6, es débilmente consistente para 6.

5.2 Consistencia de los estimadores de maxima verosimilitud

Sea 6, el EIM.V de 6, o sea,

max [ f(zi, 0) = II f(zi,0n) (7)
El siguiente Teorema da condiciones muy generales bajo las cuales
0,, definido por (7) es fuertemente consistente.

Teorema 3. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una dis-
tribucion discreta o continua con densidad en la familia f(x,0)
con # € O, donde © es un intervalo abierto de IR. Suponga-
mos que f(x,0) es derivable respecto de 6 y que el conjunto
S ={x: f(x,0) # 0} es independiente de 6 para todo 6 € ©.
Sea 0, el estimador de médxima verosimilitud de 6, que satisface
i dIn f(Xu én)
i=1 00
Supongamos finalmente que la ecuacion (8) tiene a lo sumo una
solucion y que 6 # 0 implica que f(x,0) # f(x,0). Entonces

A c.t.p. . A ., .
0, —= 0, es decir, 0, es una sucesion de estimadores fuertemente

=0 (8)

consistente.

Un resultado anédlogo de consistencia se puede obtener bajo condi-
ciones de regularidad para los M—estimadores.
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Sea W(z,#) una funcién de escores, continua en §. Sea T(F) la
solucion de la ecuacion

ErV(X,0)=0 (9)

donde E'r indica la esperanza cuando X ~ F'.
Supongamos que tenemos observaciones de una distribuciéon F'(z, 0),
con 6 € ©. Se dice que T es Fisher—consistente si T(F'(-,0)) = 6.

Teorema 4. Sean Xi,...,X, iid. con distribucion en la fa-
milia F'(x,0) con § € ©, donde © es un intervalo abierto de IR.
Supongamos ademds que el soporte de F(z,0) no depende de 6.
Sea 6, la solucién de la ecuacién

> W(X,,0,) =0 (10)
=1

Supongamos finalmente que la ecuacion (9) tiene tinica solucion.
Entonces, 6, <25 T(F(-,0)).

En particular, si T" es Fisher—consistente para 6 se obtiene que

~ t.;.
6, =50
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6 Método de cuadrados minimos

Supongamos que Y7, ..., Y, son variables aleatorias de la forma
donde @ = (64, ...,6,) es un vector de parametros desconocido, del

cual lo inico que se conoce es que esta en un conjunto © C IR y ¢;
son variables aleatorias tales que

(i) E(e;) =0
(ii) Var(g;) = o2

(iii) €1, ..., &, son variables aleatorias independientes.

Ejemplo G. Supongamos tener el modelo de regresion simple, o

sea,
Y. =60,X; + 05 + ¢ 1 <1< n

donde las variables g; satisfacen (i), (ii) y (iil). Luego, si llamamos
gi(01,02) = 61.X; + 0 1<i<n

estamos en la situacion descripta por la ecuacion (11).

Definicién 1. Llamaremos estimador de minimos cuadrados
(E.M.C.) al valor 8 = 0(Y7,...,Y,) que hace minima la expresion
P (Yi— gi(0y,...,0,))? es decir

é(Yé — gi(0))* = gleig é(Y; — gi(0))* . (12)

Si ademas de satisfacer (i), (ii) y (iii), los &; tienen distribucion nor-
mal, entonces el E.M.C. coincide con el E.M.V.
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6.1 Calculo de los E.M.C.

Si © es abierto y si las funciones g;(61, . . ., 6,) son derivables respecto
a cada 6;, 0 debera satisfacer el sistema de ecuaciones siguiente

O, (Yi — g:(0))°
00,

=0 j:1727'°'7p7

0 sea,

—

n ~.00g(0)

EO” m@ﬁéw

=) i=1,2,....p.

Ejemplo G. Continuacion. Como g;(01,05) = 01X, + 05, se
tiene

09:(6) 0g:(6)
96, T o0,
Luego, (12) se transforma en el sistema
iM—&&—@Mgzo
i=1
S (Yi—6X,—6,) = 0.
i=1
con solucion
s SV -
Al = 1(X Y) 7
0y =Y -0, X,

Geométricamente larecta y = 6,2+0, tiene la propiedad siguiente:
Minimiza la suma de los cuadrados de las distancias de los puntos
(X;,Y;) ala recta, si esta distancia se la mide paralelamente al eje
de las y. Por otra parte, pasa por el punto (X,Y)
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Otra posible técnica es la que minimiza la distancia ortogonal
de los puntos a la recta, es decir, si Z; = (X;,Y;), el método de
componentes principales busca la recta L,: y = 61,2 + 09, tal
que P, [|Z; — P(Z;, L)||* sea minima, donde P(Z, L) indica la
proyecciéon ortogonal del punto Z a la recta £, es decir,

$11Z = P(Zi, £ = min ¥ 12— P(Z, £)]

Esta recta tiene la propiedad de que su direccion 3, es la direccion
que maximiza la variabilidad de los puntos proyectados 3/ Z. Ambos
procedimientos no dan los mismos resultados.

Ejemplo 3. La Tabla siguiente muestra los valores observados
del Médulo de Young (G) medido a varias Temperaturas (T') para
varillas de zafiro.

T G| T |G| T |G
500 | 328 | 550 | 296 | 600 | 266
603 | 260 | 603 | 244 | 650 | 240
650 | 232 | 650 | 213 | 700 | 204
700|203 | 700 | 184 | 750 | 174
50| 175 | 750 | 154 | 800 | 152
800 | 146 | 800 | 124 | 850 | 117
850 94 | 900 | 97 | 900 | 61
950 | 38 [ 1000 | 30 | 1000 | 5

El grafico siguiente muestra el ajuste obtenido mediante mimimos
cuadrados de la recta G = 01T + 0. Se indica ademas en verde la
distancia vertical que se ha minimizado.
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Modulo de Young -3000

100 150 200 250 300

50

Ajuste por Minimos Cuadrados y=628.6288 -0.6136894 x

500

600 700 800 900

Temperatura
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En el grafico siguiente se muestra la recta obtenida mediante el
procedimiento de componentes principales. Se indica ademaés la dis-
tancia que se ha minimizado

Ajuste de Componentes Principales y=630.9191 -0.6167421 x

Modulo de Young -3000
150 200 250 300
| | | I

100
|

50

I l I I l l
500 600 700 800 900 1000

Temperatura
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6.2 Sensibilidad a observaciones atipicas.

Al igual que el método de méaxima verosimilitud y que el de los
momentos, el método de minimos cuadrados es altamente sensible
a observaciones atipicas. ya han visto la sensibilidad de la media
y mediana a observaciones atipicas y como la mediana y los M-
estimadores proveian alternativas mas robustas.

Ejemplo 4. Los datos de la Tabla siguiente forman el diagrama
de Hertzsprung—Russell del cluster de estrellas CYG OB1, que con-
tiene 47 estrellas en la direccion de Cygnus. X es el logaritmo de
la temperatura en la superficie de la estrella e Y es el logaritmo de
intensidad luminica.

obs | X Y |obs| X Y

437523 25 | 4.38 | 5.02
456 | 5.74 | 26 | 4.42 | 4.66
4.26 | 4.93 | 27 | 4.29 | 4.66
4.56 | 5.74 | 28 | 4.38 | 4.90
4.30 | 5.19 | 29 | 4.22 | 4.39
4.46 | 5.46 | 30 | 3.48 | 6.05
3.84 | 4.65| 31 | 4.38 | 4.42
4.57 | 5.27 | 32 | 4.56 | 5.10
4.26 | 5.57 | 33 | 4.45 | 5.22
4.37 (512 34 | 3.49 | 6.29
3.49 | 5.73 | 35 | 4.23 | 4.34
443 | 545 | 36 | 4.62 | 5.62
448 | 5.42 | 37 | 4.53 | 5.10
4.01 | 4.05| 38 | 4.45 | 5.22
4.29 (1 4.26 | 39 | 4.53 | 5.18
4.42 | 4.58 | 40 | 4.43 | 5.57
4231394 | 41 | 4.38 | 4.62
442 | 418 | 42 | 4.45 | 5.06
4.23 | 4.18 | 43 | 4.50 | 5.34
3.49 | 5.89 | 44 | 4.45 | 5.34
4.29 | 4.38 | 45 | 4.55 | 5.54
4291422 46 | 4.45 | 4.98
4.42 | 4.42 | 47 | 4.42 | 4.50
4.49 | 4.85

O 1 O Ui W N

DO DO N DD DD 2 s e e e e o
= W N/ OO0 Utk WhNhH—HO
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El siguiente es el grafico del ajuste por minimos cuadrados de la
recta g(x) = 01 x + 05

Diagrama de Hertzsprung--Russell del cluster de estrellas CYG OB1.
Ajuste por Minimos Cuadrados

6.0

55
\

Logaritma de intensidad luminica
50
I
0 0
0
0
olg©O
o © o
o
o0
)

45

o o)
o o
< 7 o
1 1 1 T T 1
3.6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6
Logaritmo de la
Temperatura
Los estimadores de minimos cuadrados #; = —0.4133039 y 6 =

6.793467 no parecen dar un buen ajuste del grueso de los datos. Para
resolver esta situacion una manera simple consiste en reemplazar
la suma de cuadrados por la mediana de los cuadrados, es decir el
estimador propuesto por Rousseeuw (1984) es la solucién de

med (YZ — [ég + 9~1 XZD2 = IHDin med (Yz - [92 + 0 XZD2
€O

y se denomina least median of squares. El ajuste para este conjunto
de datos resulta ser ; = 3.970588 6y = —12.62794 v a continuacién
se da el grafico con el ajuste obtenido.
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Diagrama de Hertzsprung--Russell del cluster de estrellas CYG OB1.
En Azul: Ajuste por Minimos Cuadrados
En Rojo: Ajuste por LMS
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Logaritmo de la Temperatura

La desventaja de este estimador es su velocidad de convergencia
. 1 1
ya que converge a velocidad n3 en lugar de n2.
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Diagrama de Hertzsprung--Russell del cluster de estrellas CYG OB1.
En Azul: Ajuste por Minimos Cuadrados y=6.793467 -0.4133039 x
En Rojo: Ajuste por componentes principales y=35.42935 -7.05736 x
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En Rojo: Ajuste por LMS y=-12.62794 + 3 970588 x
En Verde: Ajuste por Componentes Principales Robustas y=-22.39207+6.219925 x

<

I I I l l I
3.6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6

Logaritmo de la Temperatura

35




Logaritmo de intensidad luminica
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En Azul: Ajuste por Minimos Cuadrados y=6.793467 -0.4133039 x
En Rojo: Ajuste por LMS y=-12.62794 + 3.970588
En MNegro: Ajuste por Componentes Principales y=35.42935 -7.05736 %
En Rosa: Ajuste por Componentes Principales Robustas y= -22.39207+6.2198925 x
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