Chapter 3

Estimacion puntual

3.1 Introduccion

En este capitulo introduciremos algunos conceptos de la teoria de estimacién
puntual. Los resultados que se desarrollaran, se aplican al problema de ajus-
tar distribuciones de probabilidad a los datos. Muchas familias de distribu-
ciones, como la normal, N (u1, 0%), o la Poisson, P()), dependen de un ntimero
finito de pardmetros y salvo que éstos se conozcan de antemano, deben ser
estimados para conocer aproximadamente la distribucién de probabilidad.

Consideremos el siguiente problema de inferencia estadistica paramétri-
ca. Supongamos se ha observado un vector muestra X = (X1, Xo,...,X},)
de cuya distribucién sdlo se conoce que pertenece a una familia
F = {F(x1,22,...,25,0) donde 8 = (01,...,6,) € © C IRP}. Suponga-
mos que interese conocer aprorimadamente q(0), donde ¢(0) es una funcién
de © en [R. La unica informacién que se tiene sobre 0 es el vector X, por lo
tanto cualquier estimacién que se haga de 6, deberd estar basada en X. Un
estimador puntual de q(0) serd cualquier estadistico §(X) de IR" en IR.

Un buen estimador §(X) debera tener la propiedad de que cualquiera sea
el valor de 6, que es desconocido, la diferencia §(X) — ¢(0) sea pequena. En
qué sentido esta diferencia es pequena sera especificado mas adelante.

Asi en el ejemplo 1 de 2.4 se tenia para el problema (a) necesidad de
estimar qi(u,0%) = py q2(p,0?) = o2, para el problema (b) se requeria
estimar q(u,0?) = 1000 g. En cambio el problema (c) no era de estimacién,
ya que lo que se buscaba no era aproximar q(u,c?) que vale 0 6 1 segin
@< 200 6 p > 200, sino decidir si q(u,0?) era 06 1.
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También podemos considerar problemas de estimacién puntual no
paramétrica. En este caso sélo se conoce que el vector muestra
X = (X3, Xo,...,X,) tiene una distribucién F'(zq, z9,...,x,) perteneciente
a una familia F, pero esta familia no puede indicarse con un numero finito
de pardmetros, y quiere estimarse una funcién ¢(F') que va de F en IR. El
ejemplo 2 de 2.4 es un ejemplo de este tipo.

El ejemplo 3 de 2.4 es otro ejemplo de estimacién puntual paramétrica.

Comenzaremos describiendo distintos métodos de estimacién que intui-
tivamente parecen razonables, su justificacion queda diferida para mas ade-
lante.

3.2 Meétodo de los momentos

Sea X = (X1, Xs,...,X,,) una muestra aleatoria de una familia de distribu-
ciones F(z,0), donde § € ©® C IR, y supongamos que se quiera estimar
0.

Sea g una funcién de IR en IR, luego el método de los momentos estima
6, por el valor § = 6(X) que satisface la ecuacién

1 n
30X = Bylg(X1)), (3.1)
i=1
donde Ey(X) significa la esperanza de X cuando X tiene la distribucién
F(z,0). La justificacién heuristica de este método se basa en el hecho que
de acuerdo a la ley de los grandes nimeros

n

% Zg(Xi) — Fy(9(X1)) ct.p.
i=1

y por lo tanto, si # puede expresarse como una funcién continua de Fy(g(X7)),
se puede esperar que cuando n es grande el valor 0 que satisface la ecuacién
(3.1) estara cerca de 6.

En general, se toman como funciones g las funciones generadoras de mo-
mentos, ya que se supone que los parametros de la distribucién se relacionan
con los momentos a través de alguna funcién continua.

Ejemplo 1: Sea Xi, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
de la cual sélo se conoce que esta en la familia N(u,1). Usando el método
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de los momentos y usando g(x) = x se obtiene

- ZX EL(Xy) =

=1

Luego i = (1/n) >"1"; X; es el estimador de p resultante.

Ejemplo 2: Sea X1, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(0,0%). Usando el método de los momentos con g(x) = x? se obtiene

—ZX2 Ex(X7) =

Luego 62 = §(X1,...,X,) = (1/n) 1, X2 es el estimador de o2 resultante.

Ejemplo 3: Sea X1, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
P(\), usando la funcién g;(z) = x se obtiene como estimador de A

~

1 n
EEXZ- = E5(Xi) =\
Luego el estimador de los momentos resultantes usando la funciéon g; resulta
~ 1&
A= 01(X1, Xo, ., X)) = EZXZ- .

También podemos usar la funcién go(z) = 22. Recordando que
E)\(Xlz) = Var,(X1) + (E)\(Xl))2 = A+ \? ,
obtenemos

—ZXI = B;(X?) =X+ 2%,

y resolviendo esta ecuacion de segundo grado el valor resulta

~ 1 1 X2
A=——+ |= -
2 4+;n

Como el pardmetro A\ es positivo, la solucién que interesa es la positiva.
Luego el estimador correspondiente a gy vendra dado por

X2:(52(X1,X2,...,Xn):———|- ——I-Z—
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Luego observamos que eligiendo distintas funciones g, obtenemos diferentes
estimadores. Todavia no estamos en condiciones de comparar uno con otro,
por lo que dejamos este punto sin resolver hasta més adelante.

Generalizacién cuando hay varios parametros: Supongamos que se
tiene una muestra aleatoria X1, Xo, ..., X, de una distribucién perteneciente
a la familia F = {F(x,61,02,...,0,) con 6 = (61,6,,...,0,) € © C IRP}.

Para estimar 61,0-,...,6, por el método de los momentos se procede
como sigue: Se consideran k funciones g1, g2, ..., gy de IR en IR y se resuelve
el siguiente sistema

_Zg] (g](Xl)) ]:17277]9

Ejemplo 4: Sea X, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(p,0?). Consideremos g (x) = z y g2(z) = 2. Como se tiene

Buo2(1(X0) =1y Eup2(92(X0)) = o + 47,

para estimar u y o2 se debera resolver el sistema

1 & .
-y X; =[
N4
1 n
[t

Luego, se tiene

2
1 n n 1 n
6% = 69(X1, X2, ..., Xy, —;Z < ZX2> :;Z(Xi—ﬂ)Z

que coinciden con los estimadores que habiamos propuesto en el ejemplo 1
de 2.4.

Ejemplo 5: Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
I'(a, A). Consideremos g1(z) = x y go(z) = 2. Como se tiene
«o ala+1
Eop(01(X1)) = 7 v Ean(2(X1)) = % )
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para estimar o y A se deberd resolver el sistema
1 n

XX =
i=1

1 2@

S3 x2 = ety
(3 )\2 *

N4

>R)

Indiquemos por X = %Z?zl X; y por 62 = %Z?:l (X; — X)2. Entonces,
despejando del sistema anterior, los estimadores de los momentos para A y
« resultan ser

X
A=061(X1, Xoy ooy X)) = 52
y
2
~ X
a = 03(X1, Xo,...,Xp) = =7

Estimacién de ¢(€). Silo que interesa estimar es una funcién de 6, ¢(0)
y esta funcion es continua, el método de los momentos consistird en estimar
primero 6 por 0 y luego ¢(0) se estimard por q(a) La justificacién de esto
reside en que si 0 esté préximo a 6, entonces como ¢ es continua, q(@) estara
préxima a q(6).

3.3 Meétodo de maxima verosimilitud

Supongamos que se observa un vector muestra X = (X1, Xo,...,X,) dis-
creto o continuo cuya funcién de densidad discreta o continua pertenezca a
una familia p(x,8), @ € © y se quiera estimar 6.

En el caso discreto p(x, @) representa la probabilidad de observar el vector
x = (x1,%2,...,Ty), cuando el valor del pardmetro es 8. Es razonable pensar
que si hemos observado el vector x, este tendra alta probabilidad. Luego se
podria estimar 6 como el valor que hace maxima p(x, ). Un razonamiento
analogo se puede hacer en el caso continuo, recordando que la probabilidad
de un hipercubo con centro en x y de arista A, cuando A es pequeno tiene
probabilidad aproximadamente igual p(x,80) A™. Esto sugiere la siguiente
definicién:



6 CHAPTER 3. ESTIMACION PUNTUAL
Definicién 1: Diremos 8(X) es un estimador de méxima verosimilitud
(E.M.V.) de 6, si se cumple

anmﬁzggmxﬁ)

Ejemplo 1: Supongamos que 8 puede tomar valores 8 =16 6 =0 y que
p(z,0) viene dado por

0
T

0 1
0 0.3 0.6
1 0.7 0.4
by 1 1

Supongamos que se observe una muestra de tamano 1 con valor X. Luego
el estimador de maxima verosimilitud viene dado por

~ 1 siX =0
G(X)_{O siX=1

Coémputo del E.M.V.: Supongamos ahora que © es un subconjunto
abierto de IRP, que el soporte de p(x,0) no depende de 8 y que p(x,6)
tiene derivadas parciales respecto a todas las componentes 6;.

Como la funcién In(p) (logaritmo natural) es mondétona creciente, maxi-
mizar p(x,8) serd equivalente a maximizar In p(x, 8). Luego el EXM.V. 8(X)
debe verificar:

0lnp(X,0) .
g =0 i=1,2,....p. (3.2)
1
Hasta ahora hemos supuesto que X es un vector con una distribucién
arbitraria. Supongamos ahora que X = (X1, Xs,...,X,,) es una muestra

aleatoria de una distribucién discreta o continua con densidad p(x, 8). Luego
se tiene

p(X7 0) :p(wla‘%?r .. 7xn70) = Hp(wjug)
j=1
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y bajo las condiciones dadas anteriormente, el sistema de ecuaciones (3.2)
se transforma en

-~

" 91 i, 0
ZMZO i=1,2,....p. (3.3)
— 06,
=1
Supongamos que indicamos por v;(x,0) = %0(?0), entonces (3.3) puede
escribirse como
n
> ¥;(xi,08) =0 j=12....p.

i=1
Esta ecuacion corresponde a la forma general de los denominados M —estimadores,
que veremos mas adelante.
Por supuesto que tanto (3.2) como (3.3) son condiciones necesarias pero
no suficientes para que 6 sea un maximo. Para asegurarse que 0 es un
maximo deberian verificarse las condiciones de segundo orden respectivas.
Ademads debe verificarse que no se trata de un méaximo relativo sino absoluto.

Ejemplo 2: Sea X1, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
Bi(6, k), con k conocido, luego cada variable X; tiene funcién de densidad

P, 0) = ( ) ) 6° (1 — )+

y
Olnp(z,0) = k—z x—k0¢
a0 9 1-60 1-6)°
Luego (3.3) se transforma en la ecuacién
"X — kO
Z /\7/7/\ - 0 3
iz 0(1—10)
y despejando 0 resulta
~ 1 &
0(X1,Xo,.... Xn)=—>_ X;.
nk =
Ejemplo 3: Sea Xi, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién

N(u,0?). Busquemos los E.M.V. de 11y 0. La funcién de densidad de cada

variable X es
1 1 2
2y _ — 57 (z—p)
plx, u, o —< ) e 202 .
(x, p,07) s
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Por lo tanto,
Omp(z,p,0%) x—p
2

ou o

Olnp(z, u,o?) B 1 92 1 9
80’2 __202+(0) 5(1"_”) .

Luego el sistema (3.3) se transforma en el sistema

) L lxi-p? = o
2952 T gpt T T

=1

que tiene como solucién

(X1, Xa, .., Xn) = > Xi/n=X
32(X17X27"'7Xn) = Z(XZ_Y)2/TL

que son los mismos estimadores que encontramos por el método de los mo-
mentos.

Ejemplo 4: Sea X1, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
I'(o, A). La densidad de X; esta dada por

p(z,a,\) = —F(loz) A\ go—lemAe
con lo cual 9 1np( N I(0)
np(z,q, a
JEASAY lnz —
Do nA+Inx o)
y
Olnp(z,a,N) a
B A

donde I"(«) indica la derivada de la funcién I'(a). Luego el sistema (3.3) se
transforma en el sistema
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SN I'(a)
nln/\—l—Zln(Xi)—n — = 0
= (@)
E—ny = 0,

A

con X = % 1 X;. Luego A = £. Pero, este sistema no tiene una solucién

explicita ya que al reemplazar el valor de X obtenemos la ecuacién no lineal

=2

n (Ina - (X)) + Y In(X;) = n FF’((S)) ~0,
i=1

que puede resolverse, por ejemplo mediante, el algoritmo de Newton-Raphson.
Para iniciar el proceso, se puede tomar como estimador inicial el estimador
de los momentos, por ejemplo.

En este caso, el estimador de méxima verosimilitud no coincide con el
estimador de los momentos.

Invarianza de los E.M.V. Supongamos que A = ¢(0) es una funcién
biunivoca de © sobre A, donde A C IRP. Luego la densidad p(x, @) se puede
expresar en funcién de X ya que @ = ¢~'(\). Denominemos a la densidad
de X como funcién de A por p*(x, ). Claramente se tiene

P*(%,A) = p(x,47 (V)
Luego se definen los E.M.V. 0 y P por

o~

p(x,6) = max p(x, 0) (3.4)
Oco
y ~
p*(x,A) = max p*(x, A) (3.5)

El siguiente teorema muestra que los estimadores de méxima verosimili-
tud son invariantes por transformaciones biunivocas.

Teorema 1: Si 6 es E.M.V. de 6, entonces A = q(8) es E.M.V. de .

DEMOSTRACION: Como 8 es EM.V. de 0 se tendréd que (3.4) vale. Como

o~ -~

A =q(0), (3.4) se puede escribir como

p(x,q7'(N)) = Ig\laxp(x, ')
€A
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pero, esta ecuacion de acuerdo a la definicién de p* es equivalente a
p*(x, A) = maxp*(x,A) ,
AeA

luego X satisface (3.5) y por lo tanto es un E.M.V. de A.

Ejemplo 5: De acuerdo al Teorema 1, en el ejemplo 2, el EXM.V. de A =
q(0) = In 6 sera

En general, si A = ¢(0), aunque ¢ no sea bunivoca, se define el estimador
de méxima verosimilitud de A por

Ejemplo 6: Supongamos que en el ejemplo 3 interese encontrar el E.M.V.
de A = q(u,0?) = p/o®. Aunque esta transformacién no es biunivoca, el
E.M.V. de A serd

X D =p.¢
(X — Y)2/" a (X — Y)2

o~

A= Q(ﬁ782) =

pues basta completar la transformacién dada a una transformacién biunivoca,
tomando por ejemplo, q1(u, 0%) = pu.

3.4 Método de cuadrados minimos

Supongamos que X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias de la forma
XZ:SZ(Hl,,Hp)-I-EZ 1<1<n (36)
donde @ = (61,02, ...,0,) es un vector de parametros desconocido, del cual

lo tinico que se conoce es que esta en un conjunto © C IR? y ¢; son variables
aleatorias con

(i) E(e) =0
(ii) Var(g;) = o2
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(iii) e1,€9,...,&, son variables aleatorias independientes.

Ejemplo 1: Consideremos el ejemplo 3 de 2.4. Luego, en este caso, poniendo
01 en lugar de a y 05 en lugar de b, se tiene

Xi=01G;i+02+¢; 1<i<n

donde las variables ¢; satisfacen (i), (ii) y (iii).
Luego si llamamos:

Si(01,02) = 01G; + 0, 1<1<n
estamos en la situacién descripta por la ecuacion (3.6).

Ejemplo 2: Podemos generalizar el ejemplo 1 por la siguiente situacion.
Supongamos que la variable X depende de otras dos variables Gy H y que
la forma de la dependencia es

XZU(G,H,@LQQ,...,QP)—I-E

donde 8 = (6,,...,0,) se conoce que pertenece a un conjunto © C IR?, y
donde ¢ es una variable aleatoria que aglutina todos los otros factores que
determina X y que son desconocidos.

Por ejemplo se pueden tener

ul(G, H,O) =60:G+ 0>,H + 03

us(G, H,0) = 0,G? + 0, H* + 03HG + 0, H + 05G + 05

us(G, H,0) = 0,2 + 95¢%41

Supongamos que se hagan n experimentos. En el experimento i-ésimo
se fijan G y H iguales respectivamente a G; y H; y se observa un valor X;.
Luego se tendra

XZ':U(Gi,Hi,el,eg,...,ep)—l-ei 1<i1<n

donde se puede suponer que las ¢; satisfacen (i), (ii) y (iii). Luego, si lla-
mamos

Si(61,62, ce ,Hp) = U(Gi,Hi, 91, 92, e ,Qp)
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obtenemos que las variables X; satisfacen (3.6).

_ Llamaremos  estimador de cuadrados minimos (E.C.M.) al valor
0(X1, Xo,...,X,) que hace minima la expresion Y7 1 (X;—Si (61,62, ..., 0,))?,

es decir si
n n

S (X - 5i(6)) = i (X; — 5:(6))? . (3.7)
i=1 €0 =1

Este estimador tiene la siguiente justificacion intuitiva: Se desea que
S;i(61...6,) “ajuste” bien a X;, y por lo tanto los términos residuales &;
deberian ser pequenos. Esto se logra minimizando la suma de los cuadrados
de las desviaciones respectivas.

Se puede demostrar que si ademds de satisfacer (i), (ii) y (iii), los &;
tienen distribucién normal, entonces el E.M.C. coincide con el E.M.V. Esto
se verd en el problema 3 de 3.4.

Computacién de los E.C.M.: Si O es abierto y si las funciones
Si(61,02,...,0,) son derivables respecto a cada 6;, 8 debera satisfacer el
sistema de ecuaciones siguiente

O (X; — Si(0))?

=0 =1,2,...
80] j M ) 7p7
que es equivalente a:
& . 0S;(0
i=1 89]’

Tgual que en el caso de los E.M.V. estas condiciones son necesarias para el
E.M.C. pero no son suficientes. También se deberan cumplir las condiciones
de segundo orden, y se deberd verificar que se trata de un minimo absoluto
y no local.

Ejemplo 3: Volvemos al ejemplo 1. Luego se tiene

95i(0)
064

05;(0)

=1.
005

=G, y

Luego (3.7) se transforma en
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SUX —0:Gi—02)G; = 0
=1
S(Xi—0:G;—63) = 0.

i=1

Es fécil ver la que la solucién de este sistema viene dada por

)
Il
i M s
B
|
s
Q
|
Q
\
Q
Q

donde
. 1 n . 1 n
X:;ZX,- y G:EZG,-.

Geométricamente la recta X = 0;G + 05 tiene la propiedad siguiente:
Minimaza la suma de los cuadrados de las distancias de los puntos (G;, X;)
a la recta, si esta distancia se la mide paralelamente al eje de las X. Es decir
si X = 601G + 02, la recta X = §1G + §2 hace minimo Y 7 ;(X; — X;")Q.

Para un mayor desarrollo de los métodos de cuadrados minimos, consul-
tar Draper y Smith [2].

3.5 Ciriterios para medir la bondad de un estima-
dor

Supongamos que se tenga una muestra X = (X3, Xo,...,X,,) de cuya dis-
tribucion sélo  se conoce que  pertenece a la  familia
F = {F(x,60) donde 8 € © C IRP}. Supongamos ademds que se estd in-
teresado en estimar una funcién real ¢(@). Para poder elegir el estimador
d(X) que se utilizara, se debera dar un criterio para comparar dos estima-
dores cualesquiera. Esto se hard como sigue:

Es razonable pensar que dado un estimador §(X) de ¢(0), el error
d(X) — ¢(0) producird un perjuicio o pérdida dado por un real no nega-
tivo, que dependerd por un lado del valor del estimador §(X) y por otro del
valor verdadero del vector 8 de parametros.
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Asi llamaremos funcion de pérdida a una funcién £(6, d) no negativa que
nos indica cuanto se pierde cuando el valor del estimador es “d” y el valor
verdadero del vector de parametros es 8. Entonces si usamos el estimador
d(X) la pérdida serd

0(0,0(X))

y esta pérdida serd una variable aleatoria ya que depende de X. Para eva-
luar globalmente el estimador 6(X) se puede utilizar el valor medio de esta
pérdida, que indicara de acuerdo a la ley de los grandes ntimeros aproximada-
mente la pérdida promedio, si estimamos ¢(@) muchas veces con vectores X
independientes. Luego, definimos la funcién de pérdida media del estimador
d o funcion de riesgo R(9,0) a

R(6,0) = Eg(£(0,6(X)))

Un primer ejemplo de funciéon de pérdida puede obtenerse tomando el error
absoluto, es decir
(1(0,d) = |d — q(0)|

y en este caso, la pérdida media corresponde a un estimador §(X) viene dada
por
Ri(6,0) = Eg(|6(X — q(8)])

Si consideramos como funcién de pérdida el cuadrado del error tenemos
(5(6,d) = (d — q(8))”

que es una funcién que desde el punto de vista matemaético es més sencilla
que /1, ya que es derivable en todo punto.

La funcién de pérdida cuadratica fue la primera utilizada en Estadistica,
y aun hoy la méas difundida. De ahora en adelante, salvo mencién en contrario
supondremos que la funcién de pérdida es f5. La pérdida media, o riesgo,
correspondiente estd dada por

R(6,0) = E(6(X) — (8))?

y serd llamada en adelante error cuadrético medio, e indicada por ECMg ().
Luego
ECMg(8) = R2(3,8) = Eg(3(X) — q(6))” (3.8)

La funcién ECMg (0) nos proporciona un criterio para determinar si un es-
timador 01(X) de ¢(€) es mejor que otro d2(X), basta verificar

ECMg(6) < ECMg(5) VOe€©
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En este orden de ideas, un estimador éptimo §* podria definirse mediante la
siguiente condicién: Para cualquier otro estimador § se tiene

ECMg(5*) < ECMg(5) VO e© (3.9)

Sin embargo, salvo en casos triviales no existiran tales estimadores 6ptimos.
Para mostrar esto definamos para cada posible valor @ € O, el estimador
constante g (X) = ¢(#) que no depende del valor de la muestra. Luego si
0* satisface (3.9), debe cumplirse:

ECMg(6*) < ECMg(dg) = Eg((¢(0) — q(8))*) =0 VO €O
Pero como ECMg(6*) > 0y £2(0,d) = 0 implica que d = ¢(8), se obtiene
Pp(6"(X) =q(6)) =1 YOO (3.10)

(donde Pg(A) indica la probabilidad del evento A cuando el valor de los
parametros estd dado por el vector 8). La ecuacién (3.10) significa que a
partir de la muestra se puede estimar sin error ¢(0). Esta situacién sélo se
da muy raramente, por ejemplo, cuando ¢(8@) es constante.

Otro ejemplo algo diferente de funciéon de pérdida, corresponde a la
funcién

03(0.d) = 11,0y -aj>c)

donde Iy ) _g>¢ s la funcién que vale 1 si lg(@) —d| > cy 0 en caso
contrario. Esta pérdida da origen a la funcién de riesgo

Rs(5,0) = Py(I5(X) — q(0)] > ¢).

A diferencia de las anteriores, en este caso, ¢3(68,d) = 0 no implica implica
q(@) = d. Por otra parte, esta pérdida no es convexa como funcién de d
mientras que ¢1 y £» lo son. En muchas situaciones, se podran obtener
procedimientos de estimacion mas efectivos para pérdidas convexas.

El estimador §* con E.C.M. minimo uniformemente en  como se indica
en (3.9) no existe, salvo en casos excepcionales, debido a que la clase de
todos los posibles estimadores es muy amplia y contiene estimadores poco
razonables como los dg(X) definidos anteriormente. Por lo tanto, una man-
era de obtener estimadores 6ptimos consistird en restringir primero la clase
de los estimadores d considerados, y luego buscar aquél con E.C.M. uni-
formemente menor dentro de esta clase. Otra forma de obtener estimadores
optimos consistird en minimizar algin criterio general basado en la funcién
de riesgo, como el maximo riesgo.
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Antes de empezar el estudio de las clases de estimadores daremos una
nocién importante.

Definicién 1:  Se dice que un estimador §(X) de ¢(€) es inadmisible
respecto de la pérdida £(0, d), si existe otro estimador & (X) mejor que él, es
decir, si existe §'(X) tal que

R(8,0) < R(5,0) VYOcoO

El estimador 6(X) se dird admisible si no es inadmisible, es decir, si no existe
ningun otro estimador que sea uniformemente mejor que él.

El siguiente Teorema muestra la ventaja de utilizar pérdidas convexas.

Teorema 1. Supongamos que £(0,d) es una pérdida estrictamente convexa
en d y que §(X) es admisible para q(0). Si ¢'(X) es otro estimador de q(6)
con el mismo riesgo que 6(X) entonces Pg(6(X) = ¢'(X)) = 1.
DEMOSTRACION. Supongamos que Py(d(X) = ¢'(X)) < 1y sea 6*(X) =
(0(X) + ¢(X)) /2. Luego, por ser £(0,d) convexa se cumple

0(0,6(X)) +£(0,0' (X))

06,5 (X)) < 5

(3.11)

salvo si 0(X) = ¢'(X). Luego, tomando esperanza en ambos miembros de
(3.11) se obtiene

R(>*,0) < T0.9) ZR(‘S/’ %) reo.0) (3.12)

lo que contradice el hecho de que §(X) es admisible.

3.6 Estimadores insesgados

Una propiedad “razonable” que se puede exigir a un estimador estd dada
por la siguiente definicion:

Definicién 1: Se dice que §(X) es un estimador insesgado para q(0) si
Eg(6(X)) =q(0) VO cO.

Esto significa que si calculamos el estimador § para varias muestras in-
dependientes, y luego promediamos los valores asi obtenidos, entonces de
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acuerdo a la ley de los grandes ntimeros el promedio converge al valor ¢(0)
que queremos estimar.

Definicion 2: Si un estimador no es insesgado, se dice sesgado, definiéndose
el sesgo del estimador como Eg(d(X)) — q(8).

Cuando 0(X) es un estimador insesgado, su ECM coincide con su va-
rianza ya que

ECMg(8) = Eg[(3(X) — ¢(6))*] = Eg[(6(X) — Eg(6(X)))?] = Varg(3(X)).
Para ilustrar estas definiciones veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Supongamos tener una variable X de cuya distribucién F' en la
poblacion sélo se sabe que tiene esperanza finita, es decir sélo se conoce que
pertenece a F, donde F es la familia de todas las distribuciones con esperanza
finita. Sea X1, X5, ..., X,, una muestra aleatoria de F' y supongamos que se
quiere estimar ¢ (F') = Ep(X). Estamos frente a un problema de estimacién
no paramétrica, ya que la familia no puede indicarse con un ntmero finito
de pardmetros. Un posible estimador para q;(F) es X = (1/n) > 1, X;. El
estimador X es insesgado ya que

Er(X) = EF(% zn:Xz) = %zn:EF(Xz) = Ep(X) = q(F)
i=1 i=1

X se denomina media muestral.

Ejemplo 2: Supongamos ahora que se conoce que la distribucion F' de X en
la poblacién pertenece a la familia F de todas las distribuciones que tienen
segundo momento finito, es decir tales que Er(X?) < co. Supongamos
que se quiere estimar go(F) = Varp(X) a partir de una muestra aleatoria
X1, X9,..., X, Ya hemos visto que un estimador adecuado podria ser

Veremos que 52 no es un estimador insesgado de go(F). Desarrollando el

cuadrado del segundo miembro en la definicién obtenemos

n 2 2
52 — 21 X; —nX

n
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Luego, se tiene

Er(62) = Ep(X?) — Ep(X?) (3.13)
Por otro lado, se tiene
" 1
V Vi = —V. X).
arp ; arF n aTF( )
Como o ., -
Varp(X) = Ep(X") — (Er(X))?
resulta

Er(X2) = Varp(X) + (Bp(X))? = %VarF(X) +(ERX)? (3.14)
y reemplazando (3.14) en (3.13) resulta

Er(6?) = Ep(X? - (Ep(X))? - %VarF(X) = Varp(X)(1 — 1/n)

—1 —1
-z VarF(X):n

n

q2(F).

Esto prueba que 2 no es un estimador insesgado para Varp(X), aunque

el sesgo es —Varp(X)/n, y por lo tanto, tiende a 0 cuando n tiende a infinito.
El sesgo puede corregirse dividiendo 62 por (n — 1)/n, obteniendo asi el
estimador insesgado

n
2 n 9 1 2
s° = = X; — X
n—1 n—1 Z( ! )
i=1
que denominaremos varianza muestral.
Ejemplo 3: Sea X7, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién

de la cual se conoce tnicamente que pertenece a la familia N(u,0?) y su-
pongamos que se quieran estimar p y o2. Como se tiene

p=FE,»(X); o = Var,, ,2(X)

por lo visto en Ejemplos 1y 2, resulta que X y s2 son estimadores insesgados
de p y o? respectivamente.

Si nos restringimos a la clase de los estimadores insesgados, se podra en-
contrar frecuentemente, estimadores 6ptimos. Daremos la siguiente definicién:

Definicién 2: Se dird que §(X) es un estimador insesgado de minima
varianza para ¢(0), uniformemente en 8 € © (IMVU) si
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(a) 0(X) es insesgado para ¢(0)

(b) dado otro estimador insesgado para ¢(8), 6*(X), se cumple Varg(6(X)) <
Varg(6*(X)) V6 cO.

3.7 Estadisticos suficientes

Consideremos un vector aleatorio X de dimensién n cuya distribucién pertenece
a una familia F = {F(x,60) con 8 € © C IRP}. El vector X interesa en
cuanto nos provee informacion sobre el valor verdadero de 6. Puede ocur-
rir que una parte de la informacién contenida en X carezca de interés para
el conocimiento de 8, y por consiguiente convenga eliminarla simplificando
asi la informacién disponible.

Al realizar esta simplificacion, eliminando de X toda la informacién irre-
levante, se obtendra otro vector T que puede ser de dimensién menor que
n.

Llamaremos estadistico a cualquier funcién medible T = r(X) con valores
en un espacio euclideo de dimensién finita.

Si la funcién r no es biunivoca, del conocimiento de T no se podra
reconstruir el valor de X, por lo que T conservard sélo una parte de la
informacién que hay en X. El estadistico T sera llamado suficiente cuando
conserve toda la informacion relevante para el conocimiento de 6. Esto se
formalizard en la siguiente definicién.

Definiciéon 1: Sea X un vector aleatorio de dimensién n cuya distribucién
es F(x,0) con 8 € O. Se dice que un estadistico T = r(X) es suficiente
para 6 si la distribuciéon de X condicional a que T =t es independiente de
0 para todo t.

Esto puede interpretarse como afirmando que una vez conocido el valor t
de T, la distribucién de X es independiente de 6 y por lo tanto no contiene
informacién suplementaria sobre 8. En otros términos: una vez conocido
el valor de T podemos olvidarnos del valor X, ya que en T estd toda la
informacién que X tiene sobre 6.

Ejemplo 1: Supongamos que una méquina produce cierto articulo, exis-
tiendo la probabilidad 8 de que lo produzca defectuoso. Supongamos ademas
que se observa un lote de n articulos producidos sucesivamente por la maquina,
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de manera que la aparicion de uno defectuoso resulte independiente del re-
sultado obtenido para los restantes articulos del lote.

Consideremos las variable aleatorias X;, 1 < i < n, que valen 1 6 0
segun el i-ésimo articulo observado sea o no defectuoso. Entonces cada una
de las variables X7, Xo, ..., X, sigue una ley binomial Bi(¢, 1), de modo que
la funcién de probabilidad puntual conjunta es igual a

p(x1, 0, ..., 2y, 0) = =17 (1 — §)V i1 Ti

donde z; vale 0 6 1.

Si queremos estimar el parametro @, parece razonable pensar que sélo se
deberd utilizar la cantidad total de articulos defectuosos del lote, ya que el or-
den en que han aparecido los mismos parece irrelevante para el conocimiento
de 6. Por lo tanto, es de esperar que el estadistico T = Y ; X; sea suficiente.

Para ver si esta conjetura es correcta, calculemos la distribucién de
X =(X1,...,X,)dado T =t:

_pxr(T1, w2, ., w,,t,0)

T1,...,Tn,0lt) = 3.15
pX\T( 1 ’ ) pT(t,H) ( )

El numerador de este cociente es la probabilidad conjunta:

Po(Xi=m1,..., Xp = 2, 7(X1,..., Xp) = 1)

B 01— 0"t sir(wy,...,zn) =t
N 0 sir(zy,...,zn) #t

y como el estadistico T = 3 _;* ; X; sigue una ley binomial Bi(#,n) el denom-
inador de (3.15) vale

pr(t.6) = ) —o""
Asi resulta

n .
pxr(T1, T B) = 1/(t ) sir(zy,...,zp) =t

0 sir(xy,...,zn) #t.

De esta manera px r es independiente de 6 y por lo tanto el estadistico
T =¥ X, es suficiente para 6.

Una caracterizacion 1til de los estadisticos suficientes es la proporcionada
por el siguiente teorema:



3.7. ESTADISTICOS SUFICIENTES 21

Teorema 1 (de factorizacién): Sea X un vector aleatorio con funcién de
densidad o funcién de probabilidad puntual p(x,6), @ € ©. Entonces, el
estadistico T = r(X) es suficiente para 0 si y sélo si existen dos funciones g
y h tales que

p(x,0) = g(r(x),0)h(x) (3.16)

DEMOSTRACION: La haremos sélo para el caso discreto. Supongamos primero
que existen dos funciones g y h tales que p(x,0) se factoriza segin (3.16).
Entonces la funcién de densidad conjunta vale

pxT(X,t,0) = { g(t=0)h(x) S% r(x)

y la densidad marginal pr(t, 6) estd dada por

pr(t,0) = Z pxT(x,t,0) = Z g9(r(x), 8)h(x)

r(x)=t r(x)=t
= g(t,0) > h(x)=g(t,0)h*(t)
r(x)=t
donde las sumatorias se realizan sobre todos los x = (z1,x2,...,z,) tales

que 7(x) = t. Asi resulta la funcién de densidad condicional

h(x)/h*(t) sir(x)=t
pxT(x,6[t) = { 0( /i (®) s rgx; £t
y por lo tanto la distribucién de X dado T = t es independiente de 8 para
todo t.
Reciprocamente, si suponemos que T = r(X) es suficiente para 6, se
tiene

Py(X=x) =Py X=x,T=r(x)) =pxr(xr(x),0)
= px|r(%, 0|r(x))pr(r(x), 0)

El primero de los factores del tltimo miembro es por hipétesis indepen-
diente de € y por eso podemos llamarlo h(x); mientras que el segundo —que
depende de x a través de t— puede denominarse g(r(x),8). El teorema queda
demostrado. Para una demostracién general, ver Teorema 8 y Corolario 1
de Lehmann [4]. También se puede ver Bahadur [1].
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Ejemplo 2: Supongamos que las variables aleatorias X, Xo,..., X, son
independientes y que estan uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 05]
de manera que su funcién de densidad conjunta vale

(v Tp,01,02) = (62— 01)™" sifh <2< Vi 1<i<n
P(E1, s T, 01,02) =4 en el resto delR"

Si definimos los estadisticos
r1(X) =min{X;: 1 <i<n} y ro(X) =max{X;: 1<i<n}

y si denotamos con I}y, 4,1(y) a la funcién caracteristica del intervalo [f1, ]
(que vale 1 para todo y del intervalo y 0 fuera del mismo), resulta:

(21500 T, 01,02) = (02— 01) " Ljg, 6o) (r1(z1, - ., 20)) L9, 05) (2 (1, - -, 1))

Por lo tanto la funcién de densidad p(x, @) se factoriza como en (3.16) con
h(x) = 1. La funcién g que depende de X a través de r1(x) y rao(x) vale en
este caso

g9(ri(x),2(x),0) = (02 — 01) " 119, 0,)(r1(x)) L5, 6,] (r2(x))
Esto demuestra que el estadistico
T = (n(X) , r2(X))
es suficiente para 67 y 0s.
El siguiente resultado es Corolario inmediato del Teorema 1.

Corolario. Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad o funcién de
probabilidad puntual p(x,0), @ € ©. Supongamos que la familia {p(x,0)}
tiene soporte comin, independiente de 0. Entonces, una condicion necesaria
y suficiente para que T sea suficiente para 0 es que fijados 61 y 05 el cociente

p(x’—gl) sea funcion de T.

p(x,02)

El siguiente Teorema muestra que una funcién biunivoca de un estadistico
suficiente es también un estadistico suficiente. Esta propiedad es intuitiva-
mente razonable: si T contiene toda la informacién relevante acerca de 6, y
T* es una funcién biunivoca de T, entonces también T* la contiene ya que
el vector T puede reconstruirse a partir del vector T*.
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Teorema 2: Si X es un vector aleatorio con una distribucién F(x,80), con
0 € O si T = r(X) es un estadistico suficiente para 6 y si m es una funcion
biunivoca de T entonces el estadistico T* = m(T) también es suficiente para
0.

DEMOSTRACION: Apliquemos el teorema de factorizacién a la funcién de
densidad del vector X:

p(x,0) = g(r(x),0)h(x) = g(m™" (m(r(x)),0)h(x)

El primer factor del tltimo miembro es una funcién ¢*(r*(x),0), donde
r*(x) = m(r(x)), y esto prueba que T* = r*(X) es suficiente para 6.

3.8 Estadisticos minimales suficientes

De la nocién intuitiva de suficiencia, se deduce que si T es suficiente para
0 y T = H(U) entonces U es suficiente para 8, ya que el conocimiento de
U permite conocer T que es el que contiene toda la informacién relevante
sobre 8. Més ain, salvo que H sea biunivoca T da una mayor reduccién de
la muestra original que U. Este hecho motiva la siguiente definicién.

Definiciéon 1: Sea X un vector aleatorio de dimensién n cuya distribucién
es F(x,0) con 8 € O©. Se dice que un estadistico T = r(X) es minimal
suficiente para 6 si dado cualquier otro estadistico U = g(X) suficiente para
0 existe una funciéon H tal que T = H(U).

En muchas situaciones, es ficil construir estadisticos minimal suficientes.
Sea S(0) = {x : p(x,0) > 0}, S(0) se llama el soporte de la densidad
o de la probabilidad puntual p(x, 0), segin corresponda. Para simplificar,
supondremos que las posibles distribuciones del vector X tienen todas el
mismo soporte, es decir, que el conjunto S(0) no depende de 6.

Teorema 1. Supongamos que X tiene una distribucién perteneciente a una
familia finita de distribuciones F = {F(x,0;) 1 < i <k} con densidades
o probabilidades puntuales p(x,0;), 1 < i < k todas con el mismo soporte.
Entonces el estadistico

es minimal suficiente.
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DEMOSTRACION. Obviamente, para todo 1 < i < j < k el cociente

p(x,0;)/p(x,0;) es funcién de T. Por lo tanto, por el Corolario del teo-

rema de Factorizacion, T es suficiente.

Sea ahora U un estadistico suficiente para 6. Entonces, utilizandg el Coro-
p(x,0:)

lario anterior se cumple que para todo 2 < i < k, el cociente p(xBy) 5 Una
YUl

funcién de U. Luego, T es funcién de U y T es minimal suficiente.
En muchas situaciones, se pueden obtener estadisticos minimales sufi-
cientes combinando el Teorema 1 con el siguiente Teorema.

Teorema 2. Supongamos que X tiene una distribucién perteneciente a una
familia de distribuciones F = {F(x,0) 6 € ©} con densidades o probabil-
idades puntuales p(x, @), todas con el mismo soporte. Sea

Fo={F(x,0) 0€©yCO}CF.

Supongamos ademas que T = r(X) es un estadistico minimal suficiente para
0 € O¢ y suficiente para 8 € ©, entonces T es minimal suficiente para @ € ©.
DEMOSTRACION. Sea U un estadistico suficiente para 6, entonces U es
suficiente para @ € ©y. Por lo tanto, T es funcién de U, con lo cual T es
minimal suficiente.

Ejemplo 1. Sean Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
Bi(#,1), 0 < 6 < 1. Hemos visto que T" = > ; X; es suficiente para
6 € (0,1). Queremos ver que es minimal suficiente.

Para ello consideremos la familia finita Fy = {Bi(1/4,1), Bi(3/4,1)}.
Luego, un estadistico minimal suficiente para esta familia estd dado por

que es una funcién biunivoca de T'. Por lo tanto, T es un estadistico min-
imal suficiente para Fy y suficiente para 6§ € (0,1), con lo cual es minimal
suficiente para 6 € (0,1).

3.9 Estimadores basados en estadisticos suficientes

Supongamos que X es un vector correspondiente a una muestra de una
distribucién que pertenece a la familia F'(x,80) con € € ©. Supongamos que
T = r(X) es un estadistico suficiente para 6. Luego de acuerdo al concepto
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intuitivo que tenemos de estadistico suficiente, para estimar una funcién ¢(@)
deberan bastar estimadores que dependan sélo de T, ya que en T estd toda
la informaciéon que X contiene sobre el pardmetro 6. Esto es justamente lo
que afirma el siguiente teorema.

Teorema 1 (Rao-Blackwell): Sea X un vector de una distribucion pertene-
ciente a la familia F'(x,0) con 8 € ©. Sea T un estadistico suficiente para
0 y 6(X) un estimador de q(0). Definamos un nuevo estimador

0*(T) = E(6(X)|T).
Luego se tiene
(i) ECMg(6*) < ECMg(d), VO €O
(ii) La igualdad en (i) se satisface si y sélo si

Py(0*(T) =6(X)) =1 VOcO
(iii) Sid(X) es insesgado, entonces §*(T) también lo es.

DEMOSTRACION: Podemos escribir

ECMg(0) = Eg((6(X) - q(6))%)

= E([(0°(T) — q(8)) + (6(X) — (T ))] )

= Ep((5"(T) - (0))2)+E0((5(X) §*(T))%)

+ 2Eg((6"(T) - ¢(0))(6(X) — 0%(T))) (3.17)

Luego, usando

Eg((0"(T) — q(0))(6(X) = 0%(T))) = EglE((6"(T) —¢(8))(6(X) — 6"(T))|T]
= Eg[(0"(T) — ¢(0))E(5(X) — &"(T)|T]

Eg(5(X) — 8"(T)|T) = B(5(X)|T) — 5"(T) = "(T) - §"(T) = 0,

se obtiene
Eg((6°(T) — q(0))(6(X) — 6*(T))) =0.
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Luego (3.17) se transforma en
ECMg(6) = ECMg(5*) + Eg((6(X) — 6*(T))?)

y resulta
ECMg(6) > ECMg(d*) .
Ademads igualdad se cumple sélo si Py(6(X) = 0*(T)) =0 VO cO.

Luego ya se ha demostrado (i) y (ii). Para mostrar (iii) supongamos que
0 es insesgado, luego se tiene

Eg(5°(T)) = Eg(E(O(X)[T)) = Eg(5(X)) = q(6)
Luego se cumple (iii).

Observacion: El estimador 6*(T) = E(§(X)|T) es realmente un estimador
ya que depende sélo de T (y por lo tanto de X) y no de 8, ya que por ser T
un estadistico suficiente la distribucién de §(X) condicional T = t es inde-
pendiente de 6, por lo tanto lo mismo sucede con la esperanza condicional.

Ejemplo 1: Sea Xi, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
Bi(6,1). Luego 6(Xi,...,X,) = X1 es un estimador insesgado de 6. Un
estadistico suficiente para 6 es T = >_1"; X; (ver ejemplo 1 de 3.7). Por lo
tanto, de acuerdo al teorema de Rao—Blackwell, §*(T") = E(§(X1,...,X,)|T)
serd otro estimador insesgado de 6 y Varg(0*) < Varg(d). Vamos a calcular
entonces §*(7T).

Por ser X1, Xo, ..., X, idénticamente distribuidas y como T es invariante
por permutaciones entre X1, Xo, ..., X,, la distribucién conjunta de (X;,T")
es la misma para todo i. Por lo tanto, E(X;|T) serd independiente de ¢ (ver
Problema 1 de 3.9). Luego

E(X;|T) = BE(X)|T)=6(T) 1<i<n.
Sumando en 7 se tiene

Y E(X|T)=né"(T).
=1

Pero ademas vale que

é (X,|T) = (ZX T) = B(T|T) =
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luego

Es facil ver que
Varg(6*(T')) < Varg(d(X))

ya que

Varg(6*(T)) =60(1 —6)/n y Varg(d(X)) =6(1—-90).

3.10 Familias exponenciales

Definicion: Se dice que una familia de distribuciones continuas o discretas
en IR, F(x,0), donde x = (x1,...,24) vy 8 € © C IRP es una familia
exponencial a k pardmetros sila correspondiente funcién de densidad discreta
o continua se puede escribir como

p(x,0) = A(@)eSim1c @iy (x) (3.18)

donde ¢1(0),...,cx(0) son funciones de © en IR, A(0) es una funcién de ©
en IRT (reales no negativos), 71(x),...,7t(x) son funciones de IR? en IR y
h(x) es una funcién de IR? en IR™.

Ejemplo 1: Sea la familia Bi(6,n) con n fijoy 6 en (0,1). Luego

n
x

p(e.0) = (" )era -y = -0 (+2)" (

= (1-g)rer/0-0) (")

) r=0,1,...,n

Luego esta familia es exponencial a un pardmetro con A(f) = (1 — 0)™;

r(z) = 3 e(6) = m(0/(1 - 0) y h(z) = ( Z ).

Ejemplo 2: Sea la familia N(u,02) con u € IR y o2 real positivo. Luego,
su densidad viene dada por

1

2mo?

o~ 3oz (@—m)?

plz, p,0?) =
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(3.19)

Luego esta es una familia exponencial a dos pardmetros con A(u,0?) =
2 2

12 1\ora? oi(1,0%) = (<1/20%); ea(u,0?) = pfo® mlx) = 2%

ro(z) = x; h(z) = 1.

Ejemplo 3: Sea la familia P()). Se puede mostrar que es exponencial a un
pardametro. Ver problema 2.i) de 3.10.

Ejemplo 4: Sea la familia e(\). Se puede mostrar que es exponencial a un
parametro. Ver problema 2.ii) de 3.10.

Ejemplo 5: Sea la familia de distribuciones normales bivariadas
N(p1, p2,0%,03,p). Es exponencial a 5 pardmetros. Ver problema 2.iii)
de 3.10.

Teorema 1: Una familia exponencial a k parametros cuya funcion de den-
sidad viene dada por (3.18) tiene como estadistico suficiente para 6 el vector
T =r(X) = (ri(X),...,r(X)).

DEMOSTRACION. Inmediata a partir del Teorema 1 de 3.9.

El siguiente teorema establece la propiedad més importante de las fami-
lias exponenciales.

Teorema 2: Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion
que pertenece a una familia exponencial a k parametros, cuya funcién de den-
sidad viene dada por (3.18). Luego la distribucién conjunta de X1,...,X,
también pertenece a una familia exponencial a k pardmetros y el estadistico
suficiente para 6 es el vector
n
T = (T7,...,T}), donde T} = > ri(X;), 1<i<k
j=1
DEMOSTRACION: Es inmediata, ya que por (3.18) se tiene
p(Xl,Xg,...,Xn,O) = ;L:lp(xiag)
— (A(6))reet Oy )+ en O yreC) [0 ()

— A*(e)ecl(O)ri‘ (x1,...,xn)—l—---—1—0116(0)7";;(x1,...,xn)h*(xl7 o 7Xn)
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donde A*(0) = A(0)"; ri(x1,...,%xn) = > 7q7i(x5), h*(x1,...,%n) =
i1 h(x5), y por lo tanto el Teorema 2 queda demostrado.

Este dltimo Teorema nos afirma que para familias exponenciales de k
parametros, cualquiera sea el tamano de la muestra, siempre existe un es-
tadistico suficiente de sélo k componentes. FKEs decir, que toda la infor-
macién se puede resumir en k variables aleatorias. Se puede mostrar que
esta propiedad bajo condiciones generales caracteriza a las familias expo-
nenciales. Para esta caracterizacién se puede consultar Seccion 2.5 de Zacks
[7] y Dynkin [3].

Ejemplo 3: Volvamos al ejemplo 1. Supongamos que tomamos una muestra
aleatoria X1, Xo,..., X, de una distribucién Bi(f,n) con n fijo. Luego la
distribucién conjunta de la muestra pertenecera a una familia exponencial a
un parametro con estadistico suficiente 7' = Y ;" ;| Xj.

Ejemplo 4: Sea Xi,...,X, una muestra de una distribucién pertene-
ciente a la familia N(u,0?). Luego, de acuerdo a lo visto en el ejemplo 2 y
al teorema 2, la distribuciéon conjunta de Xip,Xo,...,X,, pertenece a
una familia exponencial a dos parametros y con estadistico suficiente

T= (Z?:l X7, Y Xi)-

El siguiente teorema establece que las familias de distribuciones de los
estadisticos suficientes de una familia exponencial a k pardmetros también
forma una familia exponencial a k£ parametros.

Teorema 3: Sea X un vector cuya distribucion pertenece a una familia
exponencial a k pardmetros cuya funcién de densidad satisface (3.18). Luego
la funcién de densidad de los estadisticos suficientes T = (r1(X),...,rt(X))
es de la forma

Pt ta, .. 1y, 0) = A@)er Ottt @tipx g

Por lo tanto la familia de distribuciones de T también forma una familia
exponencial a k parametros.

DEMOSTRACION: Sélo se hard para el caso discreto. Para el caso general se
puede consultar Lema 8 de 2.7 en Lehmann [4]. En el caso particular elegido
se tiene:

k
p(x,0) = A(@)ed—i—1 5O )
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Luego si T =r(x) = (r(X),..., (X)) y si t = (t1,...,tx), se tendrd

k
pr (tv 0) = Z p(x, 0) = Z A(Q)ezg':1 cj(@)r; (x)h(x)
{x: r(x)=t} {x: r(x)=t}
- A(e)ezf:l € (O)tj h('x_) = A(g)eZ;C:l cj(o)tj h* (t)
fx: 7(R)=t)

con h*(t) = Z{x:r(x):t} h(X)

El siguiente lema es de caracter técnico y nos serd 1til en lo que sigue.

Lema 1: Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio cuya distribucion
pertenece a una familia exponencial a un parametro discreta o continua con
densidad dada por p(x,0) = A(#)e“ O™ n(x); con § € O, donde © es un
abierto en IR y ¢() infinitamente derivable. Luego, si m(x) es un estadistico
tal que

/.../\m(x)\p(x,@)dml...dazq <oco VfeO

Yy - B, m(x)|p(x,0) < oo

segiin sea X continua o discreta, entonces las expresiones
/. . ./m(x)ec(a)r(x)h(x)dazl codrg 0 X ... qum(x)ec(e)r(x)h(x)

seguin corresponda, son infinitamente derivables y se puede derivar dentro
de los signos integral o sumatoria, respectivamente.

DEMOSTRACION: No se dara en este curso, puede consultarse en el Teorema
9 de 2.7 de Lehmann [4].

Teorema 4: Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio cuya distribucion
pertenece a una familia exponencial a un parametro con densidad dada por
p(x,0) = A0)e?O" X h(x) con § € ©, donde O es un abierto en IR y c(6) es
infinitamente derivable. Luego se tiene:

(i) A(0) es infinitamente derivable.
(ii)
A'(0)

Ey(r(X)) = TAD0)
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(iii)
OEp(r(x))

arg(r(x)) = —2%—
Var(r(x)) =~

DEMOSTRACION: Supongamos que X sea continuo. El caso discreto es
totalmente similar. Como

/.../A(H)ec(e)r(x)h(x)dxl codrg =1

se tiene

1
= c(O)r(x)
A0 /.../e h(x)dxy ...dxq

Como el segundo miembro de esta igualdad satisface las condiciones del
Lema 1 con m(x) = 1, resulta infinitamente derivable y luego también A(6),
con lo cual queda demostrado (i).

Por otro lado se tiene

A(0) / . ./ec(e)r(x)h(a;)dazl c.dxg=1 VOO
y usando el Lema 1 que nos permite derivar dentro del signo integral resulta

A'(9) / . / O p(x)day .. . dag +
A(G)c’(@)/.../r(x)ec(e)r(x)dznl...dxq =0
y esta ultima ecuacién se puede escribir

A'(0)
A(9)

+d(0)Ey(r(x)) =0

y luego

y se ha demostrado (ii).

(iii) se deja para resolver en el Problema 3 de 3.10.
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3.11 Estadisticos completos

Sea X un vector aleatorio cuya distribucién pertenece a la familia F(x, )
con @ € ©. Hasta ahora hemos visto que tomando estimadores insesgados
de una funcién ¢(€) basados en estadisticos suficientes se logra mejorar la
estimacién. Lo que no conocemos es si puede haber mas de un estimador
insesgado, basado en un estadistico suficiente T dado. Veremos que bajo
ciertas condiciones hay uno solo.

Definicién 1: Sea X un vector aleatorio cuya distribucién pertenece a una
familia F(x,0) con @ € ©. Un estadistico T = r(X) se dice completo si
Ey(9(T)) = 0 para todo € implica que Pg(g(T) = 0) = 1 para todo 8 € ©

Ejemplo 1: Sea X una variable aleatoria con distribucién Bi(6, k) con k
fijoy 0 <6 < 1. Sea g tal que Fy(g(X)) = 0, para todo §. Mostraremos que
g(x) =0,z =0,1,...,k. Tenemos

k
Ep(9(X)) = Y g(a)( i 0" (10" =0 voelo1] (3.20)

=0

Sea A = 6/(1 — 0); luego cuando 6 € [0,1], A toma los valores en IR™ (reales
no negativos).
Poniendo (3.20) en funcién de A resulta

(1—9)kzk:g(3:)( ’; )X =0 vieR*

z=0

Luego
k
Q) = g(a)( i )AT=0 VieR*
=0

Pero Q()\) es un polinomio de grado k con infinitas raices, luego todos sus
coeficientes deben ser 0. Por lo tanto,

g(az)(z)zo z=0,1,...,k,

y entonces
g(x) =0 x=0,1,...,k.

Con lo que queda probado que T'(X) = X es un estadistico completo.
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Ejemplo 2: Sea X1, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
que pertenece a la familia Bi(0,k). Sea T' = r(X1,...,X,) = X1 + Xo +
-+ X,,. Luego T es un estadistico suficiente y tiene distribucién Bi(6, nk),
por lo tanto de acuerdo a lo visto en el ejemplo 1 es completo.

Ejemplo 3: Consideremos una variable X con distribucién U[0, 6], § € IR™.
Sea T' = X. Luego se puede demostrar que 1" es un estadistico completo. La
demostracién de este hecho estd fuera de los alcances de este curso. De todos
modos, veremos una proposicion mas débil relacionada con completitud. Sea
g de IRT en IR una funcién continua. Luego veremos que si Ey(g(X)) = 0
para todo  en IR", entonces g(z) =0

Fo(g(X)) = el)/oeg(a;)da; —0, V8>0,

luego

0
/ g(z)dx =0, VOecIR"
0

Sea G(0) = foe g(z)dz, entonces se tiene
G)=0 Vo e IR
Usando el Teorema Fundamental del Céalculo Integral se tiene que

0G(0)
00
Lo que faltarfa ver es que en el caso en que g no es continua, Fy(g(X)) =
0 V6 € IR implica g(z) = 0 con probabilidad 1.

—g(0) =0 VOeIR"

El siguiente teorema muestra que bajo condiciones muy generales el es-
tadistico suficiente correspondiente a una familia exponencial es completo.

Teorema 1: Sea una familia exponencial a k parametros, discreta o continua
con funcion de densidad dada por

p(x,0) = A(g)eq(0)7‘1(X)+...+6k(0)m(x)h(x)
ysea A ={A= (A, ..., k) : \i = ¢(0); 0 € ©F.

a) Si 'A contiene k + 1 puntos )\(1), e ,/\(kﬂ) tales que
{)\(J) AW 2 < i<k+ 1} son linealmente independientes, entonces
el estadistico suficiente T = (r1(X),...,rt(X)) es minimal suficiente.
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b) Si A un conjunto que contiene una esfera en IR*, entonces estadistico
suficiente T = (r1(X),...,rt(X)) es completo.

DEMOSTRACION: a) Como T es suficiente para
F = {p(x,0) = A(O)ecl(0)7’1(")+"'+ck(0)’"k(x)h(x) 0 € O}, de acuerdo al
Teorema 2 de la seccién 3.8 bastara probar que T es minimal suficiente para
una subfamilia finita de F. Sean 8U) , 1 <j<k+1, tales que

AD = () = (89, e (89)))
Consideremos la subfamilia

Fo={p(x,00) = AOD)eZir @it p ()
— AOWD)e NTOp(x) 1< < kA1)

Luego, por el Teorema 1 de la seccién 3.8 un estadistico minimal suficiente
para Fy esta dado por

(2) (k+1)
™ = r*(x)= p(x,91)7...7p(X,9 : )
p(x, 60) p(x, 60)

A(O(z))e/\§2)7‘1(x)+---+>\§f)7‘k (x) A(e(k+1))€)\gk+l)7«1 (x)+...+)\§€k+1)m(x)

) (A(em)eki”n<x>+---+k£”m(x> T 40N 004X ()

que es equivalente a

T = () (x) = (ijm@’ ~2Pri(x), ... ,iw’“*” - AE”]m(x)) :

i=1 =1

Como T** = MT donde la matriz M € IR*** es no singular, ya que su
j—ésima columna es el vector AU )\(1), T es equivalente a T** y por lo
tanto, es minimal suficiente para Fy, de donde se obtiene el resultado.

b) Para una demostracion general se puede ver Teorema 1 de Seccién 4.3 de
Lehmann [4]. En este curso sélo se demostrard para el caso que k = 1, y
que T = r(X) toma un numero finito de valores racionales. De acuerdo al
teorema 3, en este caso la funcién de densidad de T serd de la forma:

p(t.0) = A0)e"D'h(t)

|
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Supongamos que los posibles valores de 1" que tienen probabilidad positiva
es el conjunto A = {t1,ta,...,t,} U{~t}, —t5, ..., —t} donde los t; y los t}
son racionales no negativos.

Sea v un multiplo comin de los denominadores de todos los racionales t;
y t; ysean w; =vt; 1<i<ryw; =uvt;,1<i<s. Luego los w;y los wj
son naturales. Finalmente sea w = maxj<;j<sw}, z; = w; +w, 1<i<r
y 2z = —wl+w, 1 < i < s. Luego los z; y los z/ son naturales y todos
diferentes.

Supongamos que

Eg(g(T)) =0 VvOc®

luego
T S

S g(t)p(t 0) + > g(—t)p(—t,0) =0 VOeO

i=1 i=1

con lo cual

5 gt A@) O ht) + 3 g~ A@)eONin(—t) =0 Vo co,

i=1
de donde se obtiene
Zg (@) LS g iyn(—t) (@)t =0 veee.
i=1

Llamando A = ¢“@)/v resulta que como hay infinitos posibles valores

de ¢(@), el conjunto A de posibles valores de A, también es infinito. Luego
tenemos

S gt + 3 g(—EIh(—A =0 YA€ A
Multiplicando por AY la ultima ecuacion resulta
=Y g(t)h(t )\Z1+Zg =0 VYieA

Luego el polinomio P(\) tiene infinitas ral'ces y por lo tanto, todos los coe-
ficientes deben ser 0, es decir, g(t;)h(t;) = 1<i<ryg(—thh(-t) =
0, 1<i<s. Comoh(t) >0 1<i <7’yh( t) >0, 1<i<s,
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resulta que g(t;) =0 1 <i<ryg(—t;)=0 1<i<s. Con lo cual,
Pg(g(T) = 0) = 1 para todo 8 € O.

Ejemplo 4: Sea X; una variable N(u,0?) y X, independiente de X; una
variable N(u,03), luego si @ = (u,0%,02) la densidad de X = (X7, X»)
puede escribirse como

1 1 (o —5ar) (Cym)att(—go)ed+(L)r+(Ly)

2 o7 202 e 1 3 ay o

M

T1,22,0) = —e
p(@1,22,0) 2mo109
Por lo tanto es una familia exponencial a 4 pardmetros, pero no satisface
la condicién del Teorema 1 ya que el conjunto

1 1 % %
A= A= =B
20% 2 2032 s o? ! O’%}

A= {A = ()\1,/\2,/\3,)\4) con )\1 = —
estd en una superficie de dimensién 3, ya que depende de 3 parametros,
02, 03 y p, y por lo tanto no contiene ninguna esfera de IR*. Como el
Teorema 1 de la seccién 3.11 da un condicién suficiente pero no necesaria
para completitud, no se deduce que T = (X1, X2, X2, X3) no sea completo.
Sin embargo, dado que Eu,crf,og (X1 —X9)=p—p=0y X1 — X2 no es igual
a 0 resulta que T no es completo.

El Teorema 1 nos permite, sin embargo, deducir que T es minimal sufi-
ciente.

Por lo tanto, hemos visto un estadistico minimal suficiente no necesari-

amente es completo. El siguiente resultado establece la reciproca.

Teorema 2: Sea T un estadistico suficiente y completo para 6. Si existe
un estadistico minimal suficiente para 6 entonces T es minimal suficiente.
DEMOSTRACION. La haremos sélo en el caso en que el estadistico minimal
suficiente y el estadistico suficiente y completo T tienen dimensién 1. Sea U
el estadistico minimal suficiente para 6, luego por ser T suficiente se cumple
que U = m(T). Queremos ver que m es biunivoca.

Sea 1(t) la funcién arcotangente. Luego v : IR — [0, 27] es una funcién
estrictamente creciente y acotada. Por lo tanto, Eg (¢(T')) < oo y bastard
mostrar que (7") es funcién de U.

Definamos n(U) = E (¢(T)|U). Como U es suficiente n(U) es un es-
tadistico. Luego, si
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se cumple que FEg[g(T)] = 0 para todo &8 € ©. Por lo tanto,
Py (¢(T) =n(U)) = 1 para todo 6§ € ©, y entonces T es equivalente a
U.

El siguiente Teorema es util en muchas situaciones, donde probar inde-
pendencia entre estadisticos puede resultar laborioso.

Teorema 3: (Teorema de Basu) Sea T un estadistico suficiente y completo
para 0. Sea U = ¢(X) un estadistico cuya distribucién no depende de 0
entonces U es independiente de T.

DEMOSTRACION. Sea A un suceso, como U tiene distribucién independiente
de 8, p4 = P(U € A) no depende de 6.

Seana(t) = P(U € A]T =t). Como T es suficiente 74 (T) es un estadistico.
Por otra parte, Eg (na(T) —pa) = 0 para todo 8 € ©, con lo cual la com-
pletitud de T implica que Pg (n4(T) = pa) = 1 para todo 8 € © y por lo
tanto, U es independiente de T.

3.12 Estimadores insesgados de minima varianza
uniformemente

El siguiente teorema nos da un método para construir estimadores IMVU
cuando se conoce un estadistico que es a la vez suficiente y completo.

Teorema 1 (Lehmann-Scheffé): Sea X un vector aleatorio de cuya dis-
tribucién pertenece a la familia F'(x,0) con @ € ©. Sea T un estadistico
suficiente y completo. Luego dada una funcién q(€) de © en IR, se tiene que

(i) Existe a lo sumo un estimador insesgado de q(0), basado en T.
(ii) Sid(T) es un estimador insesgado de q(@), entonces §(T) es IMVU.

(iii) Sid(X) es un estimador insesgado para q(8), luego 6*(T) = E(§(X)|T)
es un estimador IMVU para q(8).

DEMOSTRACION:

(i) Sean 6;(T) y d2(T) dos estimadores insesgados de ¢(@). Luego

Eg(61(T) — 65(T)) = ¢(8) — q(6) =0 YO €O
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luego como T es completo

P9(51(T) — 52(T) = 0) =1,V0 €0

(ii) Sea 6(T) un estimador insesgado de ¢(@), y sea 01(X) otro estimador
insesgado. Si llamamos 07 (T) = E(6;(X)|T) sabemos por el Teorema
1 de la seccién 3.9 que 07(T) es insesgado y

Varg(d7) < Varg(é1) VO c©O (3.21)

Pero de acuerdo a (i) se tiene que §7(T) = §(T) con probabilidad 1.
Luego
Varg(67) = Varg(6)

y luego de 3.21 resulta que
Varg(6) < Varg(1)
y (ii) queda demostrado.

(iii) Como §*(T) es por el Teorema 1 de la seccién 3.9 insesgado, de (ii) se
deduce que es un estimador IMVU para ¢(8).

De acuerdo al punto (ii) de este teorema, en el caso de tener un estadistico
suficiente y completo T, cualquier estimador insesgado basado en T es un
estimador IMVU. El punto (iii) nos indica cémo construir un estimador
IMVU de ¢(0) a partir de cualquier estimador insesgado.

Teorema 2: Sea X un vector aleatorio cuya distribucion pertenece a una
familia exponencial a k parametros con funcién de densidad dada por

p(x,0) = A(g)eq(0)7‘1(X)+---+6k(0)m(x)h(x)
donde 6 toma valores en el conjunto ©. Supongamos ademds que
A={x=A1,A2,...,2) 1 A = ¢(0); 6 € O}

contiene una esfera en IR®. Sea T = (r1(X),..., (X)), luego si §(T) es
un estimador insesgado de q(@), entonces §(T) es un estimador IMVU para

q(0).
DEMOSTRACION: Inmediata a partir de los Teoremas 3 de seccién 3.10 y 1
de seccién 3.12.
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Ejemplo 1: Sea Xi, X»,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia Bi(6, k) con k fijo. Luego, la distribucién conjunta
de la muestra viene dada por

plar o ant) = (5 () (P ) - gy

x1 T2 In

= (1 )" (P 0/ 1-0) ( k )( k ) k )

x1 Z2 In

Esta familia constituye una familia exponencial, con estadistico suficiente
T =", X;. Por otro lado ¢(d) = Inf/(1 — 6) toma todos los posibles
valores de IR cuando 6 varia en el intervalo (0,1). Luego T' es un estadistico
suficiente y completo. Como §(T) = T'/nk es un estimador insesgado de 6,
resulta un estimador IMVU de 6.

Ejemplo 2: Sea X1, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia N(u,0%). Luego usando (3.19) resulta que la
distribucién conjunta de la muestra viene dada por

1 np? 1 n 2 M n .
2\ — > ——22.7 X+—227 X;

= 2 2 =1 1 =1
p(z1, ... Tp, b, 0°) 27102)"/26 0T ¢ 202 2ui o2 2ui
Luego constituye una familia exponencial a dos pardametros con estadistico
suficiente T = ( KD G XZ-). Mostraremos ahora que T es com-
pleto. Bastara mostrar que

1
202’

A={( A, X)) : N = AzZ%,AGIR, o2 e IR"}
contiene una esfera.

Mostraremos que A contiene todo (A1, \s) € IR? con M\ < 0.

Sea (A1, A2) con A\; < 0, tenemos que mostrar que viene de un par (i, o2)
con 02 > 0. Para ver esto basta tomar 02 = —1/2 A1 y 1 = Aa0? = —X\a/2)1.
Luego T es completo.

Como X es un estimador insesgado de p, y como depende de T, resulta
que es IMVU de p.

Por otro lado 2 = 31 (X; — X)?/(n—1) = ( X2 n72)/(n -1)
es un estimador insesgado de 02 y ademds depende de T, luego es IMVU
para 2.

Ejemplo 3: Sea X; una variable N(u,0?) y X» independiente de X; una va-
riable N (u,03). Vimos en el Ejemplo 4 de la secciéon 3.11 que
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T = (X1, X2, X?, X2) era minimal suficiente pero no era completo. Se puede
mostrar que en este caso no hay ningin estimador IMVU (ver Problema 7
de 3.11).

Ejemplo 4: El siguiente ejemplo muestra que no siempre existen estima-
dores IMVU. Volvamos al ejemplo 1 y supongamos que se quiera estimar
q(f). Como T = > ; X; es un estadistico suficiente, un estimador IMVU
de ¢(#) debera estar basado en T. Supongamos que §(T") es un estimador
IMVU para ¢(f). Como T tiene distribucién Bi(0, kn) y §(T) es insesgado
se tendra

kn
a(0) = Eo(6(1)) = Y- s(0)( ¥ )or(a — oyt
=0

Luego una condicién necesaria para que ¢(#) tenga un estimador IMVU
es que sea un polinomio de grado menor o igual a kn. Se puede mostrar que
es también una condicién suficiente aunque no lo demostraremos.

Por lo tanto no existen estimadores IMVU, por ejemplo, para e’ In#,
sen 6. Esto no quiere decir que no existen buenos estimadores. Si ¢(f)
es continua, un buen estimador serd d(7') = ¢(T/nk) ya que T/nk es un
estimador IMVU de 6.

Ejemplo 5: En este ejemplo veremos que un estimador IMVU puede ser
mejorado en su error cuadratico medio por otro estimador no insesgado.
Volvamos al ejemplo 2 y supongamos que se desea estimar o2. Hemos visto

que un estimador IMVU para 02 es s2 = 3. ; (X; — X)?/(n—1), sin embargo

veremos que s> no es admisible.

Sea 62 = cU donde U = 3.7 (X; — X)2. Luego, s> = 6%, . Sabemos

que U/o? tiene distribucién x2_;, por lo tanto, E,2(U) :mn - 1oty
Var,2(U) = 2(n — 1) ¢*. Con lo cual,
ECM,2(62) = Eg2|(32 - 0%)?]
= Var,(82) + [E(62) 0]
= AVargs(U) + [ Epa(U) - 02]2
= 22 (n—1)o' + {c(n —1)o? — 02}2

= of {62(71 +1)(n—1)—2(n—1)c+ 1}
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Luego, el ECM de 62 es un polinomio de grado 2 en ¢ que alcanza su minimo
cuando ¢ = 1/(n + 1). Por lo tanto, U/(n + 1) tiene menor ECM que el
estimador IMVU s2.

Cémo caraterizamos los estimadores IMVU cuando no existe un es-
tadistico suficiente y completo?

Lema 1: Sea §p un estimador insesgado de q(f). Dado cualquier otro
estimador 0 insesgado de q(f), se cumple que 6 = 09 — U con Ey(U) = 0
Vo € O.

Luego como ECMy(8) = Varg(d) = Varg(sy — U) = Eg{(dg — U)?} —
q(6)?, para encontrar el estimador IMVU basta minimizar Ey{(5p — U)?}, o
sea, basta encontrar la proyeccién de §g sobre el espacio de los estimadores
del 0.

Teorema 3: Supongamos que X es un vector aleatorio de cuya distribucién
pertenece a la familia F(x,0) con 8 € ©. Sea A = {§(X) : Ep6*(X) < oo},
Sead = {{0(X) € A: Epo(X)} =0V € ©. Una condicién necesaria y
suficiente para que 6 € A, insesgado, sea IMVU para q(0) es que Ey(0U) = 0,
Ve O, VU clU.

3.13 Desigualdad de Rao—Cramer

FEn esta seccion mostraremos que bajo hipdtesis muy generales, la varianza
de un estimador insesgado no puede ser inferior a cierta cota.

Supongamos que X = (X1,...,X,) es un vector aleatorio de cuya dis-
tribucién pertenece a la familia de distribuciones discreta o continua con
densidad p(x,6), con § € O; donde © es un conjunto abierto de IR. Su-
pongamos ademds que se cumplen las siguientes condiciones (en lo que sigue
suponemos que X es continuo, para el caso discreto habra que reemplazar
todos los signos [ por >°):

(A) El conjunto S = {x: p(x,0) > 0} es independiente de 6.
(B) Para todo x, p(x, ) es derivable respecto de 6.

(C) Si h(X) es un estadistico tal que Ey[|h(X)|] < oo para todo 6 € ©
entonces se tiene

% [/_Z.../_Zh(x)p(x,@)dx} :/_Z.../_Zh(x)de
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donde dx = (dz1,...,dz,) (o sea se puede derivar dentro del signo
integral)

(D)

< 00

2
0< 1(0) = By [(W)

I1(0) se denomina nimero de informacién de Fisher.

Lema 1: Supongamos que se cumplan las condiciones A, B, C y D. Sea
»(x,0) = 8p(x % . Entonces,

(i) Egtp(X,0) =0 y Vargy(X,0) = I1(0).

(ii) Si ademds existe la derivada segunda de p(x,0) respecto de 6 y si para
todo estadistico h(X) tal que, Ey[|h(X)|] < oo para todo 6 € ©, se
cumple que

aa?[/ /h Xedx} / /h 62592)

(3.22)

entonces
9% 1n p(X,0) B

06?

P(X,0)

1(6) = —E, =

_EG

DEMOSTRACION: (i) Por ser p(x, §) una densidad, si S es el conjunto definido
en la condicién (A) se tiene

/ / x6dx—/ / x6dx—/ / p(x,0)Is(x)dx =1

donde Ig es la funcién indicadora del conjunto S.
Luego aplicando la condicién (C) a h(x) = Is(x) se obtiene derivando ambos

miembros que
/OO /OO ap(g;,e) T(x)dx = 0,
y por lo tanto

/ / [829 = 9 ( 79)} Is(x)p(x,0)dx = 0.
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Esta ultima ecuacién es equivalente a

o [P rsopt 03 = 0

la cual implica

00

Como 1(0) = Egy*(X, ), (3.23) implica que Vargy(X,0) = 1(9)
(i) De la igualdad

Egb(X,0) = B <w> =0 (3.23)

2 X
82 lnp(x, 9) — %ﬁ —¢2(X 9)
962 p(x,0) ’
se obtiene que
0% Inp(X, 6) 0?p(
E ap o / / 5 92 — Eg?(X,0). (3.24)

Utilizando (3.22) con h(x) = Ig(x) se obtiene que el primer término del lado
derecho de (3.24) es igual a cero, de donde el resultado.

Teorema 1 (Rao—Cramer): Bajo las condiciones A, B, C'y D si 6(X) es un
estimador insesgado de q(0) tal que Egd?(X) < oo se tiene

(1)
7' (0)1?

Var ¢(6(X)) = T(0)

(ii) (i) vale como igualdad si y sélo si 6(X) es estadistico suficiente de una
familia exponencial, es decir si y sélo si

p(x,0) = A(0)e?D°®) p(x) (3.25)
DEMOSTRACION: (i) Sea 9(x,6) = % Por el Lema 1 tenemos que
Epp(X,0) =0 'y Vargy(X,0) = 1(0). (3.26)

Por otro lado, como §(X) es insesgado se tiene

/ /a p(x, 0)I5(x)dx = q(6)
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y luego aplicando la hipétesis C, tomando h(X) = §(X)Ig(X) se obtiene
derivando ambos miembros que

[ a0 ik = g'6)

de donde
EBEUEO] = [ [ suix 0)p(x,6)dx
_ /_O:O / 5(x alnp Impx,0) 1 orp(x, 0)dx
= 40 (3.27)
Teniendo en cuenta (3.26), (3.27) se puede escribir como
Cov (3(X), (X.0)) =¢'(0) (3.28)

De acuerdo a la desigualdad de Cauchy—Schwartz,
Cov(X,Y)? < Var(X),Var(Y), y vale la igualdad si y sélo si
P(Y = aX +b) = 1 para algunas constantes a y b. Por lo tanto, usando
(3.28) resulta

[¢(8)]° < Varg(6(X)) - Varg (1(X, 6)) (3.29)
v la igualdad vale si y sélo si
W ¥(x,0) = a(0)5(x) + b(8) con probabilidad 1. (3.30)

Usando (3.26) y (3.29) resulta

Vary(6(X) > (3.31)

que es lo que se afirma en (i).

(ii) (3.31) valdra como igualdad si y sélo si cumple (3.30). Mostraremos que
(3.30) se cumple si y sélo si se cumple (3.25).
Integrando respecto de 6 en (3.30), se obtiene

Inp(x,0) = 6(x) / a(6)dd + g(x) + / b(0)do
que se puede escribir como

Inp(x,6) = 0(x)c(0) + g(x) + B(H)
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donde ¢(0) = [a(0)df y B(6) = [b(0)dh. Luego, despejando p(x,6) resulta
p(x,0) = eB(0) 5(x)c(0) pg(x)
y lamando A(#) = e y h(x) = e9™); resulta (3.25).
Supongamos ahora que se cumple (3.25), mostraremos que se cumple

(3.30).
Si se cumple (3.25), tomando logaritmos se tiene

Inp(x,0) =In A(f) + ¢(0)d(x) + In h(x)
y derivando se obtiene

Olnp(x,0) A'(9)
00 —A(®9)

y por lo tanto se cumple (3.30). Esto prueba el punto (ii).

+ ' (0)d(x)

Observacion 1: Si §(X) es un estimador insesgado de ¢(6) y Varg(d(x)) =
[¢'(0))%/1(6) para todo 6 € ©. Entonces del punto (i) del Teorema 1 resulta
que §(X) es IMVU. Por lo tanto esto da otro criterio para verificar si un
estimador insesgado dado es IMVU.

Observacién 2: Si p(x,0) = A(0)e“ D™ h(x), v si §(X) es un estimador
insesgado de ¢(0), entonces 0(X) es un estimador IMVU de ¢(#). Esto resulta
de (i) y (ii).

Observacion 3: Si §(X) es un estimador de 6, su varianza debe ser mayor
oigual que 1/1(0). Luego se puede esperar que cuanto mayor sea I(#) (como
1/1(0) sera menor) existe la posibilidad de encontrar estimadores con menor
varianza y por lo tanto ma&s precisos. De ahi el nombre de “nimero de
informacién” que se le da a I(6). Es decir cuanto mayor es I(f), mejores
estimadores de # se pueden encontrar, y por lo tanto se puede decir que mas
informacién da el vector X sobre 6. El hecho de que se pueden encontrar
estimadores con varianza aproximadamente igual a 1/I(6) serd cierto para n
grande. Para esto consultar seccién 3.13 y el apéndice (B) de este capitulo.
Para una generalizacién del Teorema de Rao—Cramer el caso en que 6 es un
vector puede consultarse el Teorema 4.3.1 de Zacks [7] y el Teorema 7.3 de
Lehmann [5].

El siguiente teorema nos indica que una muestra aleatoria de tamafio
n Xi,Xa,...,X,, de una familia con densidad p(X, @) nos da n veces més
informacién que una sola observacién.



46

Teorema 2: Sea Xq, ...

de informacién de X1, Xo, ...

CHAPTER 3. ESTIMACION PUNTUAL

entonces se tiene I,,(0) = nl(0).

DEMOSTRACION: Se tiene que

y entonces

Por lo tanto,

Con lo cual, por ser Xq,...

0lnp(Xy,

I(0) = Vary (

Ejemplo 1: Sea X1, X5, ...,

n

p(X17X27 s 7XTL70) = Hp(XZ,G)
i=1

Inp(xy,...,%,,0) = Zlnp(x,-,@)

Olnp(xy,...,X,,0) z": 0lnp(x;,0)

26 L

, X,, independientes, se tiene

X 0))
a6 )_;V‘W( a6

perteneciente a la familia Bi(#,1). Luego se tiene

luego

y por lo tanto

luego

p(x,0) = 0°(1 — 0)'~

Inp(z,0) =xInf+ (1 —x)In(1 —0)

Olnp(z,0) =

z 11—z z—0
00 0 1—9_9(1—9)

L(0) = E<(alnpa(‘;(1’9)))

= [9 ] 5(X — 0)?
[ }Varg(X 6)?

9

9(1 —0)

, X, una muestra aleatoria de una distribucién con
densidad p(x,0) con § € © C IR. Luego, si se denomina I,,(0) al niimero
, X, y I1(0) al nimero de informacién de Xy,

w> = nly(0).

X,, una muestra aleatoria de una distribucién
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y por lo tanto,
n

0(1—0)

1,(0) =

Consideremos el estimador insesgado de 6, X = (1/n) > | X;. Se tiene

que
— 6(1-90) 1
Varg(X) = 10

y por lo tanto, de acuerdo con la observacién 2 es IMVU. Esto es un ejemplo
donde el estimador IMVU satisface la desigualdad de Rao—Cramer como
igualdad. Esto podriamos haberlo visto directamente mostrando que X es
el estadistico suficiente de una familia exponencial.

Veremos ahora un ejemplo donde el estimador IMVU satisface la de-
sigualdad de Rao—Cramer estrictamente.

Sea q(0) = 6(1 — 0) = Varg(X;). Conocemos por el ejemplo 2 de la
seccion 3.3, que

1
n—1

§(X1,Xo,...,X,) =52 =

zn:(Xz' - X)?
i=1

es un estimador insesgado de ¢(#). Adem4s se tiene

1 (& _
§(X1,.... Xn) = n_1<ZX§—nX2>
i=1
S zn:Xi—nXQ
n—1\i=
= T X01-X)
n—1

Luego §(X1,...,X,) depende del estadistico suficiente y completo X y
por lo tanto es IMVU.
Sin embargo se tendra que

Varg(6(X1, ..., X)) > L0 (3.32)
0 17 MR n ’I’LII (9) .
ya que 0(Xq,...,X,) no es el estadistico suficiente de una familia exponen-

cial.
Para la verificacién directa de (3.32) ver Problema 11 de 3.13.
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3.14 Consistencia de estimadores

La teoria asintética estudia las propiedades de los procedimientos de infe-
rencia estadistica cuando el tamano de la muestra n que se utiliza es grande,
mas precisamente, en el limite cuando n tiende a infinito.

Una propiedad deseable para un estimador, es que cuando n es grande la
sucesién 0, (X1, ..., X, ) se aproxime en algin sentido al valor que queremos
estimar. Para precisar estas ideas introduciremos el concepto de consistencia.

Sea F = {F(x,0) con 8 € ©} una familia de distribuciones y supongamos
que para cada n se tiene un estimador 9, (X1, .., X,) de ¢(0) basado en una
muestra aleatoria de tamano n. Daremos la siguiente definicién:

Definicién 1: §,(X1,...,X,,) es una sucesion fuertemente consistente de
estimadores de q(0) si

Jim o (X1,..., X)) =q(0) c.t.p.
o sea si Pg(6,(X1,...,Xn) — q(8)) = 1 para todo 8 € ©.

Definicién 2: §,(Xi,...,X,) es una sucesidn débilmente consistente de
estimadores de q(0) si

lim 6, (X1,...,X,) =q(@) en probabilidad.

n—o0

Es decir, paratodoe >0y 8 € ©

lim Pg(|6,(X1,...,Xn) —q(0)] >¢)=0.

n—oo

Observacion 1: Puesto que convergencia en c.t.p. implica convergencia
en probabilidad, entonces toda sucesion fuertemente convergente también lo
serd débilmente.

Ejemplo 1: Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una funcién de dis-

tribucién F'(z) totalmente desconocida, tal que Er(X;) existe. Llamemos
q(F) a Ep(Xy). Si

_ 1
on(X1,..., X)) =X, = EZXZ-,
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por la ley fuerte de los grandes nimeros este estimador resulta fuertemente
consistente para q(F).
Si ademés Er(X?) < oo, entonces

1 _ n_ 2
2 2
6n(X17---7Xn):3n:n_lz(Xi_X n_lzX Xn

i=1

es fuertemente consistente para q(F') = VarpX;. En efecto,

n 1<& n  —2
2 _ X2 e
Sp = - i n -

n—lnzl n—1

Por la ley fuerte de los grande ntimeros

—ZX2—>EF(X1) c.t.p. y —ZX — Ep(Xi) ct.p.
z 1 z 1

Luego, Yi — Ep(X1)? ct.p. y como n/(n — 1) converge a 1 se tiene que

lim s2 = Varp(X;) c.t.p.

n—0o0

Observacion 2: Si Xi,..., X, es una muestra aleatoria de una distribucién
N(p,0?) se tiene que X, es fuertemente consistente para u y S% es fuerte-
mente consistente para o2, ya que por lo visto recién

lim X, = E(X;) ct.p.

n—o0

lim s = Var (X1) c.t.p.

n—oo
y sabemos que E(X1) = u y Var(X;) = o2.
El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que una sucesion
de estimadores sea débilmente consistente.

Teorema 1: Sea, para todo n, 0, = 6,(X1,...,X,) un estimador de q(0)
basado en una muestra aleatoria de tamano n. Si Varg(d,) — 0y Eg(d,) —
q(0), entonces 6,(X1,...,Xy) es débilmente consistente.

DEMOSTRACION: Debemos ver que

lim Pg(|6n(X1,...,Xn) —q(@)] >¢) =0 Ve>0.

n—0o0
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Por la desigualdad de Markov se tiene

Py(|0n(X1,...,Xpn) —q(0)] > ¢)

Varg(0,) + [Eg(6n) — ‘1(0)}2

Como por hipétesis Eg(d,) —q(@)) — 0y (Varg(d,)) — 0 se obtiene el
resultado.

El siguiente teorema muestra que si §,,(Xy,...,X,) es una sucesién de
estimadores IMVU para ¢(0) entonces cumple la hipdtesis del Teorema 1.

Teorema 2: Sea d,(Xy,...,X,) una sucesién de estimadores IMVU para
q(0), donde X3, ..., X, es una muestra aleatoria de una distribucién perte-
neciente a la familia F(x,8), 8 € ©. Luego Varg(0,(X1,...,Xy,)) tiende a
cero si n tiende a infinito.

DEMOSTRACION: Sea

S5 (X1, .., Xy) = == Y 01(Xs)
n
luego Eg(d;,) = Eg(d1) = q(0), es decir 6;; es un estimador insesgado de
q(6).
Por otro lado, Varg(d,(X1,...,Xn)) = Varg(éi(X1))/n. Por ser
on(X1,...,X,) IMVU de ¢(6) se cumple

Varg (0n(X1,...,Xn)) < Varg(6,(X1,...,X,)) = Varg(d1(X1))/n

y por lo tanto,
lim Varg(d,(X1,..., X)) =0.

n—oo

Corolario 1: Sid,(X1,...,X,) es una sucesion de estimadores IMVU para
q(0) donde X1, ..., X, es una muestra aleatoria de una distribucién perte-
neciente a la familia F = {F(x,0) con 8 € O} entonces 6,(X1,...,X,) es
una sucesion de estimadores débilmente consistentes.

DEMOSTRACION: Resulta inmediatamente de los teoremas 1 y 2.
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3.15 Consistencia de los estimadores de los mo-
mentos

En este parrafo demostraremos la consistencia de los estimadores de los
momentos.

Teorema 3: Sea X,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucion per-
teneciente a la familia F = {F(z,0) con § € © C IR}, h(x) una funcién
continua con valores en IR y supongamos que Ep(h(X1)) = g() es, como
funcion de 6, continua y estrictamente mondtona. Sea el estimador de mo-
mentos én definido como la solucién de

n

%Z h(X;) = Eg(h(X1)) = g(6).
=1

Luego con probabilidad 1 existe ng tal que para todo n > ng la ecuacién que
define 0, tiene solucién y es fuertemente consistente para 6.

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Hay que demostrar que, con probabilidad 1,
existe ng tal que
|0, — 0] < e paran > ny.

Supongamos que g(f) es estrictamente creciente. El caso contrario se de-
muestra en forma andloga. Luego, se tiene,

9(0 —¢) <g(0) <g(0+e).
Sea § = min(g(0 +¢) — g(0), g(0) — g(8 — €)); luego
g(0 —e) <g(0) =6 < g(0) <g(0) +0 <g(0 +¢).

Por otro lado, por la ley fuerte de los grandes ntimeros

lim lzn: h(X;) =g¢g(0) c.t.p.

n—00
n i=1

Luego, con probabilidad 1, dado § > 0 existe ng tal que para todo n > ng se
tiene
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De esta desigualdad se infiere que
1
0—e)<—)» h(X;)<g(0 >
90 -) < LSTh(X) < g0 +2) paran >

y como ¢(f) es continua y estrictamente creciente, para n > ng existe un

'~

Unico valor 6,, que satisface
1 .
EZ h(Xi) = E5 (h(X1)) = g(0n)

Ademas dicho valor debe estar entre 8 —e y 8-+¢, es decir que —¢ < 0, < 0+¢
para n > ng que es lo que queriamos demostrar.

3.16 Consistencia de los estimadores de maxima
verosimilitud

En esta seccién enunciaremos un teorema que establece la consistencia de
los estimadores de maxima verosimilitud para el caso de un solo parametro.
La demostracién se dard en el Apéndice A.

max Hp(:ni, 0) = H p(x;, 5n) (3.33)
Oco ;) i=1

Se puede demostrar que bajo condiciones muy generales @n definido por

(3.33) es fuertemente consistente.

Teorema 1: Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
discreta o continua con densidad en la familia p(x,0) con 6 € ©, donde © es
un intervalo abierto de IR. Supongamos que p(x, ) es derivable respecto de
0 y que el conjunto S = {x : p(x,0) # 0} es independiente de 6 para todo
0 € ©. Sea 0, el estimador de maxima verosimilitud de 0, que satisface

" 9l p(z;i, 0,,) B
> — g =0 (3.34)

1=1

Supongamos finalmente que la ecuacién (3.34) tiene a lo sumo una solucién
y que 0 # 0" implica que p(z,0) # p(z,0'). Entonces lim, .« 0, = ¢ c.t.p.,
es decir, 0, es una sucesion de estimadores fuertemente consistente.
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Con el objetivo de simplificar la demostracién, la condiciones utilizadas
en el Teorema 1 son més fuertes que las estrictamente necesarias para que
el teorema sea valido. El teorema también vale en el caso de que haya mas
de un parametro. Para una demostracién més general se puede consultar el
Teorema 5.3.1 de Zacks [7] y en Wald [6].

3.17 Estimadores asintéticamente normales y efi-
cientes

Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién con densi-
dad perteneciente a la familia p(x,0) con § € ©, donde O es un intervalo
abierto de IR, y sea 0,(X1,...,X,) un estimador insesgado de ¢(#). Luego
suponiendo las condiciones A, B, C y D del Teorema 1 de la seccién 3.13 se
tiene

Ealon(X1, ..., X0)] = a(0) (3.35)
Varg(6n (X1, ..., X)) > [73/1(19(2)2 (3.36)
(3.35) y (3.36) son equivalentes a:
Eolv/i(6a(X1, .., X0) — a(8))] = 0 (3.37)
Varg [V (0n (X1, - .. Xn) — q(60))] = [q;l(fe)f (3.38)

El mismo Teorema 1 de 3.13, establece que sdlo excepcionalmente habra
estimadores que satisfagan simultaneamente (3.37), y la igualdad en (3.38)
para n finito. En efecto, esto sucede unicamente si se cumplen

q(0) = Bg(6,(X1,..., X)) v p(x,0) = A@)ecOon@randp(zy . x,)

Sin embargo, bajo condiciones muy generales, existen estimadores (por ejem-
plo, los de méaxima verosimilitud), que para n grande satisfacen aproximada-
mente (3.37) y la igualdad en (3.38). Para precisar estas propiedades dare-
mos la siguiente definicién:

Definicién 1: Se dice que §,(Xy,...,X,) es una sucesiéon de estimado-
res asintdticamente normal y eficiente (AN.E.) si /n(d,(X1,...,X,) —
q(0)) converge en distribucién a una normal con media cero y varianza

[7'(0))/11.(6).
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Es decir que si §,(Xy,...,X,) es AN.E., para n grande se comporta
aproximadamente como si tuviese distribucién N(q(6), [¢'(9)]* /nI1()), es
decir como si fuera insesgado con varianza [¢/(8)]? /nIi(6), que es la menor
varianza posible de acuerdo con el Teorema de Rao—Cramer.

El siguiente Teorema, demostrado en el Apéndice B, establece que bajo
condiciones muy generales los estimadores de méxima verosimilitud son
AN.E.

Teorema 1: Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
discreta o continua con densidad perteneciente a la familia p(z,0) con § € ©
y © un abierto en IR. Supongamos que p(x, 0) tiene derivada tercera respecto
de 0 continua y que satisface las condiciones A, C'y D del Teorema 1 de 3.13.
Sea ¢ (x,0) = %ﬁf’@ y supongamos ademads que

‘ 03 Inp(z,0) ‘ _ ’ 0 (x,0)

963 o | <K

para todo x € S y para todo 0 € © (S es el mismo que en la condicién A).
Sea ¢y, un estimador de mdxima verosimilitud de ¢ consistente y sea q(0)

derivable con ¢'(0) # 0 para todo 0. Entonces q(6,,) es A.N.E. para estimar
q(6)-

Las hipdtesis que se han supuesto en este teorema son més fuertes que
las estrictamente necesarias con el objetivo de simplificar la demostracion.
También se puede demostrar un teorema similar para el caso de més de un
parametro. Una demostracién més general se puede ver en la seccion 5.5 de
Zacks [7].

3.18 Apéndice A: Demostracion de la consistencia
de los estimadores de maxima verosimilitud

Comenzaremos probando algunas propiedades de funciones convexas.

Definicién 1: Sea f(z) una funcién definida sobre un intervalo de IR y que
toma valores en IR. Diremos que f(x) es conveza si:

JO& + (1= A)y) < Af(@)+ (1-Nfy) con0<A<1



3.18. APENDICE A 55

y diremos que f(x) es estrictamente convexa si:

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 —=N)f(y) 0<A<1.

Teorema 1: Sea f(x): IR — IR una funcién convexa. Sean A1, ..., \, tales
que 0 < \; <1y >, N\ =1. Entonces se tiene:

f(i/\ﬂi) < z": Aif (i)
i=1 i=1

Ademads, si f(x) es estrictamente convexa y hay al menos un \; que cumple
0 < N\ < 1 (esto es equivalente a que haya por lo menos dos \; > 0),

entonces: " "
f(z )\ﬂi) < Nif (@)
i=1 i=1
DEMOSTRACION: Por induccién (para n = 2 se obtiene la definicién 1).

Teorema 2 (Desigualdad de Jensen): Sea Y una variable aleatoria y h :
IR — IR una funcién convexa, luego se tiene

E(h(Y)) = M(E(Y))

Ademads si h es estrictamente convexa y Y no es constante con probabilidad

1 se tiene:
E(MY)) > h(E(Y))

DEMOSTRACION: Sélo haremos el caso en que Y es discreta y toma un
nimero finito de valores.

Supongamos que Y toma los valores yi,¥o,...,yr con probabilidades
P1,P2, ..., PE. Luego aplicando el Teorema 1 se obtiene:

k n
hME(Y)) = h(zyipi) < Z h(yi)pi = E(h(Y))
i=1 i=1

En el caso en que h sea estrictamente convexa y Y no sea constante, hay al
menos dos p; mayores que cero, luego también por el Teorema 1 obtenemos:

k k
WEY)) = (> ymi) < 3 hly)pi = E(h(Y))
=1 =1
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Teorema 3: Sea f : IR — IR tal que f”(x) > 0 para todo x; luego f(z) es
convexa.

DEMOSTRACION: Puede verse en cualquier libro de calculo.

Teorema 4: Sean p y q dos densidades o dos funciones de densidad discretas
o continuas distintas. Luego se tiene:

X
Ep(anEX;) <0

(donde E, significa que se calcula la esperanza considerando que X tiene
una distribucion discreta o continua cuya densidad o probabilidad puntual
es p).

DEMOSTRACION: Primero veremos que ¢(X)/p(X) no es constante con prob-
abilidad 1. La demostracién se hara suponiendo que X es continua. El caso
discreto es totalmente andlogo. Supongamos que ¢(X)/p(X) = k c.t.p.,
donde k es una constante. Luego E,(¢(X)/p(X)) = k. Esto es:

@ ptaptars = i (3.39

— o
pero

| @@t =1 (3.40)

— 0o
pues ¢(x) es una densidad. Luego, de (3.39) y (3.40) resulta £ = 1. Entonces
p(X) = q(X) c.t.p. y esto contradice la hipétesis. Por lo tanto ¢(X)/p(X)
no es constante.
Por otro lado — In(z) es una funcién estrictamente convexa ya que:
d*(—=Inz) 1
—=—>0.
dx? x2

Luego, estamos en condiciones de aplicar la desigualdad de Jensen (Teorema
2), con Y = q(X)/p(X) y h(x) = —Inz. En estas condiciones obtenemos

E, {— In I%} > —In [Ep;]%] = —ln/_;oo %p(x)dm =—Inl1=0.

Luego E,[—In(¢(X)/p(X))] > 0y Ep[In(¢(X)/p(X))] < 0 con lo que obte-
nemos la tesis.



3.18. APENDICE A 57

Demostracion del Teorema 1 de Seccién 3.16

Sea Ln(X1,...,Xy,0) = (1/n) 20, Inp(X;,0). Luego 6, satisface
Ln(X17- .. 7Xn79n) = mMaXgco Ln(Xla o 7Xn79) Yy
AL, (X1, ., Xn,0p)

90 =0

Adems3s se tiene

p(Xi 0+ 3
Ln(X1,. o Xn,0+08) — Ln(X1,..., X0, 0 Zln( o) )) (3.41)

Ln(X1s s X0 — 8) — Ln(X1, .-, X, 0) = Y In (%) (3.42)

Como 6 # ¢ implica p(X1,0) # p(X1,0’), aplicando el Teorema 4 resulta

£y (i [AO00]) o
Ey <ln [%D <0 (3.44)

Entonces, de (3.41), (3.42), (3.43) y (3.44) y de la ley fuerte de los grandes
numeros resulta que con probabilidad igual a 1 existe un ng tal que n > ng
implica:

Lo(X1,..., Xn,0 — 0) < Ln(X1,..., X, 0)

Lo(X1,..., Xn,0+0) < Ln(X1,...,X,,0) .

Luego, para n > ng en el intervalo (6 — §,60 + §) existe un méximo relativo,
digamos 6, que satisface

OL,(X1,...,Xn,0%)
00

=0,

pero hemos supuesto que @L era el unico que satisfacia esta igualdad. Luego,
0, = 0 y por lo tanto 0, € (0 — 4,6 + 9).
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3.19 Apéndice B: Demostraciéon de la normalidad
y eficiencia asintética de los estimadores de
maxima verosimilitud

Demostraremos previamente un lema.

Lema 1: Sea Xi,...,X, una sucesién de variables aleatorias tales que
Vn(X, — ) converge en distribucién a N(0,0?). Sea g(z) una funcién
definida en IR tal que ¢'(u) # 0 y ¢'(x) es continua en x = u. Luego
se tiene que \/n(g(X,) — g(n)) converge en distribucién a una distribucién

N(0,0%(g'(1))?).

DEMOSTRACION: Primero demostraremos que X,, — p en probabilidad.
Sean ¢ > 0y § > 0 arbitrarios y X una variable aleatoria con distribucién
N(0,0%). Luego existe K suficientemente grande tal que P(|X| > K) < 6.
Por otro lado, P(|X,, — p| > ¢) = P(v/n|X, — p|| > /ne). Sea ng tal que
Vnge > K. Luego si n > ng:

P(1X0 — | 2 &) < P(Va X, — i 2 K).

Como /n(X,, — p) converge en distribucién a una variable con distribucién
N(0,0?%), se tiene

Jim P(X, — il > 2) < lim P(VAIX, i > K) = P(X] > K) <.

Luego
nlin;O(P]Xn —pul >¢e)<d paratodod >0,

por lo tanto, lim,,_,o, P(| X, —u| > ) = 0y resulta X,, — p en probabilidad.
Por otra parte, el teorema del valor medio implica que

Vi(g(Xn) = g(u) = Vng (&) (Xn — 1) (3.45)

con &, un punto intermedio entre X, y p. Luego, &, — u en probabilidad y
como ¢'(x) es continua en u, ¢'(§,) — ¢’ (1) en probabilidad.

Por lo tanto, como por hipétesis y/n(X, — u) converge en distribucién
a una N(0,0%) y ¢'(¢&,) — ¢'(1) en probabilidad, aplicando la propiedad
5 de 1.8, resulta que /n(g(X,) — g(n)) converge en distribucién a una
N(0,0%(g'(1)?).
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Demostracién del Teorema 1 de la seccion 3.17. Indiquemos por

/ a 79 i 82 ,9
W)= LIy gy = TULO)

El estimador de méxima verosimilitud satisface:

> (Xi,0,) =0
i=1

Desarrollando en serie de Taylor alrededor de € se obtiene:

i lee (ZT/) Xhe) 9 _9 <Z¢// X27£n>(§n_9)2:
=1

donde &, es un punto intermedio entre 0,, y 0. Despejando (én —0) y mul-
tiplicando ambos miembros por /n se obtiene:

Vn(@, —0) = — 2 v(Xi,0)/v/n _
(1/n) iy '(X3,0) + (1/20) (i (X, 60)) 0 — 6)

Sea D(Xy,...,X,,0) el denominador de esta ultima expresién. Vamos a
demostrar que:

(a)

D(X1,...,Xn,0) — —I1(0) = —Ey [(X,0)]* en probabilidad.
(b) i, ¥(Xi,0)/+/n converge en distribucién a una distribucién N (0, I1(0))
Probemos (a). Como [¢"(X;,0)| < K para todo 0, se tiene que
1 & ~ K -
% ZT/JH(thn)(Hn - 9) < ?’(en - 9)’
i=1

y luego como 6, es consistente se deduce que:

— Z V" (Xi,60) (0, —0) — 0 en probabilidad. (3.46)
i=1

Por otro lado, como 9’(X;, ) son n variables aleatorias, independientes igual-
mente distribuidas, por la ley de los grandes nimeros implica que

1 n
- Z¢’(Xi, 0) — E(¢'(X1,0) en probabilidad. (3.47)
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Pero de acuerdo con el Lema 1 de la seccién 3.13
Eo(¢/(X1,0)) = —11(0) .
Luego, usando (3.46) y (3.47) se obtiene:
D(Xy,...,X,,0) - —1;(0) en probabilidad,

con lo que queda probado (a). Para probar (b) observemos que, como las
variables aleatorias 910 p(X;.6)
nplaq,
X, )= ————=
¢( (2] ) 69
son independientes e igualmente distribuidas con esperanza 0 y varianza
I,(0) (ver Lema 1 de la seccién 3.13), por el Teorema Central del limite

1 n
%;W&,@)

converge en distribucién a N(0, I (6)).
Luego /n(6, — ) converge en distribucién a una ley N(0,1,(0)/(11(6)?)
o sea N(0,1/1,(6)).
_Consideremos ahora el estimador de médxima verosimilitud ¢(¢) dado por
q(6).
Por el Lema 1 se tendré que v/n(q(6,) — q(6)) converge en distribucién
a una N(0,(¢'(9))*/11(0)).
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