Chapter 7

Estimacion Robusta

7.1 El problema de la robustez para el
modelo de posicién

Sea el modelo de posicién y escala

donde p y o son pardametros de posicién y escala respectivamente,
U1, ..., U, son variables i.i.d. con distribucién F. En este caso x1, ..., z,
resulta una muestra aleatoria de F),,, donde F),(z) = F'((x—pu)/o) Por
ejemplo las x; pueden ser distintas mediciones de una misma magnitud
fisica p medida con un error ou; .

Si F' = &, la funcién de una distribucién N(0,1), entonces las x;
tienen distribucién N(u,o?). Por lo tanto, un estimador 6ptimo de
es T = ».», x;/n. Efectivamente este estimador es IMVU y minimax.
Es importante senalar que para que & tenga estas propiedades, la dis-
tribucién de los u; debe ser exactamente N(0,1). Sin embargo en la
mayoria de las aplicaciones practicas a lo sumo se puede asegurar los
errores de medicion tienen distribucion aproximadamente normal. Por
lo tanto cabe preguntarse cual sera el comportamiento de estimador
en este caso.

Una forma de determinar distribuciones aproximadamente normales
es considerar entornos de contaminacion de la funcién de distribucién
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¢ de la N(0,1). Un entorno de contaminacién de tamano e de la dis-
tribucién ® se define por

Ve={F:F=(1—-¢€®+¢F* con F" arbitraria}. (7.2)

La distribuciéon F' = (1 — €)® + €*F* corresponde a que las obser-
vaciones con probabilidad 1 — e provienen de la distribucion ® y con
probabilidad e de la distribucién F™.

En efecto supongamos que se tienen tres variables aleatoria inde-
pendientes : V' con distribucion ®, V* con distribucién F*, y W con
distribucién Bi(e, 1). Definamos entonces la variable aleatoria u de la
siguiente manera

U { Vo osi W=0
Ve st W=1

Luego
Fy(u)=PU<u)=PU<u, W=0)+PU<u, W=1)

= P(U<u| W=0)P(W=0)+P(U<u|W=1)PW=1)

=(1—¢)®(u) + eF*.

Por lo tanto si € es pequeno (por ejemplo .05 o .10) esto significara
que la gran mayoria de las observaciones se obtendran a partir de la
distribucion @, es decir seran normales. Por lo tanto podemos afirmar
que si € es pequeno y ' € V,, entonces F' esta cerca de ®. Supongamos
que tenemos una muestra aleatoria zq,...,x, de I’ € V. . Por lo tanto
una proporcién (1 — e€) de las observaciones estaran dadas por (7.1)con
u; proveniente de una distribucion ®, y una proporcion € tendran el
correspondiente u; proveniente de la distribucion F*. Estas ultimas ob-
servaciones seran denominadas puntos atipicos o outliers, y pueden ser
debidas a realizaciones del experimento en circunstancias anormales u
otros factores de error como por ejemplo una equivocacién en la tran-
scripcion del dato.

Lo que vamos a mostrar a continuacion es que aunque € sea pequeno
el comportamiento del estimador  puede ser muy ineficiente para dis-
tribuciones F' € V..
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Primero mostraremos que si

F=(1-¢d+€F, (7.3)
entonces

Er(u) = (1 —€)Eg(u) + eEp«(u). (7.4)
Ademsds si Fp«(u) = 0, se tiene

varp(u) = (1 — €)varg(u) + evarp- (u). (7.5)
Para mostrar (7.4) supongamos que la F** tiene densidad f* , y sea
¢ la densidad correspondiente a ®. Luego la densidad de F' es
f=0—-ep+ef
y luego

Ep(w) = [ uf(uydu=(1-0) [~ up(w)dute [~ uf(wdu = (1€ Eou)+eEp-(u)

Para mostrar (7.5), observemos que

varp(u) = [° u?f(u)du = (1 —€) [* u?p(u)du + € [* u? f*(u)du =

(1 =€) + evarp-(u).

Consideremos ahora al estimador i = Z, donde la muestra z1, ..., z,
son generadas por (7.1) donde las u; son independientes con distribucién
dada por (7.3) con Ep«(u) =0

Luego

varp(z) = o’ varp(u)  o*((1—¢€)+ evarF*(u))'

n n

Luego si € = 0, entonces var(Z) = 0?/n. En cambio una contami-
nacion de tamano € puede producir un aumento de la varianza ilimitado,
ya que varps(u) puede ser ilimitada, inclusive infinita.

Esta extrema sensibilidad de z a una contaminacién con una pro-
porcion pequena de outliers también puede verse de la siguiente forma.
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Supongamos que se tiene una muestra 1, ..., x, y se agrega una obser-
vacion x,, 1. Si esta observacion es un outlier, su influencia en ¥ puede
ser ilimitada. En efecto sean ,, y %, 1 el promedio basado en ny n+1
observaciones respectivamente. Luego se tiene

n 1 1

(e L R n+1

y por lo tanto e Z, 1 puede tomar valores tan altos ( o tan bajos) como
se quiera con tal de tomar x,; suficientemente lejos de 7,,.

Supongamos que tenemos el modelo de posicién dado por (7.1)
donde la distribucién F' de los u; es simétrica respecto de 0. Como
en este caso i es también la mediana de las observaciones, un esti-
mador alternativo serd fi =mediana(zy, ..., z,). Ordenemos los datos
Ty, ...,o, de menor a mayor obteniendo los valores x(;y < ... < z¢y).
Luego la mediana estara dada por

Ia:{ T(m+1) si n=2m+1

(xn+1 - xn)a

() +T(me1)y ST n=2m

Veamos que este estimador es mucho mas resistente a outliers que
la media. En efecto, para que la mediana tome un valor ilimitado no es
suficiente agregar un outlier, sino se requiere por lo menos n/2 outliers.

Un estimador como la mediana que es poco sensible a outliers se
denomina robusto

La distribucién de ji para muestras finitas es muy complicada aun
en el caso de muestras normales. Sin embargo podremos derivar su
distribucion asintética. Para ello necesitamos una version del Teo-
rema Central del Limite para arreglos triangulares que enunciaremos
sin demostracion.

Teorema Central del Limite. Sean para cada n natural, v,,1, ...Unn,
v variables aleatoria independientes igualmente disribuidas. Supong-
amos que existan constantes M > 0y m > 0, tales que |v,;| < My
lim,, . oovar(v,;) > m. Luego se tiene que

Um - Uni)
n1/2 Z —p N(0,1).

var(vy,;)1/2

El siguiente Teorema establece la distribucion asintética de la me-
diana.
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Teorema 1. Sea x4, ..., r,, una muestra aleatoria de una distribucion
F con una unica mediana p y con una densidad f tal que f(u) > 0.
Entonces si ji,, es la mediana de la muestra, se tiene que

nM2(fin — p) =P N <0, ﬁ) :

Demostracidn: Para facilitar la demostracién consideraremos solo el
caso que n = 2m + 1. Tenemos que demostrar

Jim P02 (fin = ) < y) = @2f (1)y), (76)

donde @ es la funcién de distribucién correspondiente a N(0,1)
Es inmediato que

P (i~ 1) < y) = P (jin <+ =25 ). (7.7)
Sea ,
vm:{(l] :i Zigi:;z ,1<i<n (7.8)
Como w,,; tiene distribucion Bi(F (u + yn~/2,1) se tiene
(o) = va = F(u+ —17).

var(vp;) = vp(l — 1vy).

De acuerdo a la definicién de mediana se tiene que

P (un <p+ 1/2) = (va > —>

(Vi — Un) (n/2 —nuy,)
=P <n1/2 Z W1 — )12 = (nvn(l — v ))1/2) (7.9)

Como |v,| <1,y hmnqoovar(vm) = 1/4. se cumplen las hipdtesis
del Teorema Central del Limite. Luego

Unz n)
1/2 Z ——iz —o N0, 1). (7.10)
n (vp(1 —1y))
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Usando el hecho de que F'(u) =1/2, y el Teorema del Valor Medio
tenemos

22 0) iz ()~ Pt —25)) = =01 05) 2y =~ ),

donde g es un punto intermedio entre i y v,. Luego usando el hecho
que v, — 1/2y pf — p, resulta

(n/2 — ny,)
(nvp (1 — vy))H2

Luego, usando (7.7), (7.9), (7.10) y (7.11) tenemos que

— —2yf(p). (7.11)

T P2 Gin—p) < 9) = P (i < pt ) = 1-0(=21(0)y) = 22f (1)),
y por lo tanto hemos probado (7.6)
Observacién 1. El Teorema 1 implica que fi, —, p. También
puede probarse que fi,, —c.s. /4, peo no se dard la demostracion.
Apliquemos ahora este resultado al modelo (7.1) y supongamos que
la distribucion F' de las u; sea simétrica respecto de 0 con densidad f.
En este caso se tendrd que la mediana de la distribucion F),, es py

fuole) = 1 (1),

o o

y por lo tanto .
fuol0) =~ F(0).

Luego de acuerdo al Teorema 1 se tendra
1/2/ ~ D o’
= (i, — p) — N(O,W>.
Si F' = ®, entonces f(0) = 1/v/27 y entonces

2 (fi, — p) =P N (0, ga2> :

Por otro lado n'/?(z, — p) tiene distribucién N(0,02). Por lo tanto
la varianza asintotica de fi,, es aproximadamente 57% mas alta que la
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varianza de 7,. Esto significa que la propiedad que tiene la mediana
de ser poco sensible a observaciones atipicas tiene como contrapartida
negativa ser 57% menos eficiente que ,, en el caso de errores normales.
De todas maneras esto es menos grave que el comportamiento de z,
bajo una contaminacién con outliers. En efecto recordemos que en
este caso una fracciéon de outliers tan pequenia como se quisiera podia
provocar que la varianza se hiciese infinita.

Sin embargo lo ideal seria tener un estimador robusto, es decir poco
sensible a outliers y que simultaneamente fuera altamente eficiente
cuando los datos son normales. En las secciones siguientes vamos a
tratar entonces de encontrar estimadores con estas propiedades.

7.2 M-estimadores de posicion

7.2.1 Definicién de M-estimadores

Consideremos el modelo (7.1) y supongamos que conozcamos la dis-
tribucion F' de las u;. y el parametro de escala 0. Estas hipdtesis no
son muy realista y mas adelante las eliminaremos. Sin embargo sera
conveniente suponerlas momentaneamente para simplificar el planteo
del problema. Supongamos que F' tiene una densidad que llamaremos
f = F'. Luego la densidad de cada z; sera

fuole) = s (221,

o o

y luego la funcion de verosimilitud correspondiente a la muestra 1, ..., x,,
sera,

1 & Ti — [
Lp) = — ( i ) .
() = — l;[1 I
Tomando logaritmos, como ¢ es supuesto conocida, se tendrd que
el estimador de maxima verosimilitud de p que llamaremos fiy ( la f
como subscripto indica que corresponde a que las u; tienen densidad f)

estara dado por el valor que maximiza

glogf(x";“).
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Equivalentemente podemos decir que [ty minimiza

S(u) = gpf (*=1), (7.12)

g

donde
ps(u) = —log f(u) +log f(0).
Por ejemplo si f corresponde a la distribucién N(0,1). Entonces

pr(u) = u?/2, y entonces el estimador de maxima verosimilitud mini-
miza

S(u) = - z<x w2,

202 <

o equivalentemente , el que minimiza

S(p) = Z(fb’z - M)27

el cual es precisamente Z,,.
Si f corresponde a la distribucién doble exponencial, entonces

1
fu) = 56"“‘, —00 < u < 00,
y por lo tanto ps(u) = |u|. Entonces en este caso el estimador de
maxima verosimilitud corresponde a minimizar
S(u) = -l — sl (7.13)
i=1

y el valor que minimiza (7.13) es precisamente la mediana de la muestra.

En el parrafo anterior hemos visto los inconvenientes de media y la
mediana muestral. Si conociéramos exactamente f, podriamos utilizar
el estimador de méaxima verosimilitud, del cual conocemos que tiene
varianza asintotica minima y que esta dado por 7.12. Como en general
se tiene solo un conocimiento aproximado de f, por ejemplo que corre-
sponde a una distribucién de V., Huber (1964) defini6 los M-estimadores
para el modelo de posicién por un valor que minimiza

S = p ("), (7.14)

i=1
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donde la funcién p es elegida independientemente de f y de tal manera
que tenga las propiedades deseadas:

1. El estimador es altamente eficiente cuando f corresponde a la
distribucién N(0,1)

2. El estimador es poco sensible a contaminacién por outliers, en
particular es altamente eficiente para toda f correspondiente a
una distribucién de V..

A la funcién p que define al M-estimador se le pedira las siguientes
propiedades

A1 La funcién p es derivable. Denominaremos ¢ = p'.
A2 La funcién p es par.

A3 La funcién p(u) es monétona no decreciente en |u|.
A4 Se cumple que p(0) = 0.

Huber propuso una familia de funciones p intermedias entre las cor-
respondientes a la distribucién N(0,1) y a la doble exponencial. Esta
funciones es cuadratica para valores de valor absoluto pequenos y lineas
para valores absolutos grandes. Mas precisamente para cada k > 0 se
define pf por

—ku—k?/2 si u<-—k
dw={ w2 s <k
ku—Fk*/2 si u>k

En la Figura 1 se grafican las funciones p correspondiente la media
a la mediana y a la funcién de Huber. Obsérvese que las funciones pi
resultan derivables en todos los puntos, incluidos los puntos de cambio
k y —k. Mas adelante mostraremos que eligiendo k convenientemente
los M-estimadores basadas en estas funciones gozan de las propiedades
1 y 2 enunciadas en esta seccion.

Para encontrar el valor minimo de S(u) en (7.14) que define el M-
estimador podemos encontrar sus punto criticos derivando. De esta
manera obtenemos la siguiente ecuacion
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o

Ap) :Zz:;@b(xi_“) 0. (7.15)

El siguiente Teorema muestra que bajo ciertas condiciones la ecuacion
7.15 tiene solucién y corresponde a un minimo de S(pu).

Teorema 2. Supongamos que v es continua impar , no decreciente
y para algtn a se tiene 1(a) > 0. Entonces

(i) La ecuacién (7.15) tiene al menos una raiz.
(ii) Toda raiz de (7.15) corresponde a un minimo de S(pu).
(iii) Las raices de (7.15) forman un intervalo.

(iv) Si % es estrictamente creciente hay una tnica raiz de 7.15.

Demostracién. (i) Sea M = maxXj<j<,T; y m = minj<;<, T; . Sea
= m —oay py = M+ oa. Luego (x; — p1)/0 > a para todo i
y (z; — po)/o < —a para todo i. Luego ¢((z; — p1)/o) > ¥(a) > 0
para todo iy ¥((z; — pu2)/o) < ¥(—a) = —p(a) < 0 para todo i.
Luego A(u1) > 0y A(pz) > 0. Como A(u) es continua, existe un punto
o entre ps v pq tal que A(pg ) = 0.

(i) Como Q' (1) = (—1/0)A(nu),es facil ver que Q(u) = (—1/0) [§' A(u)du.
Supongamos que iy es una raiz de A(u). Supongamos que g > 0. Habra
que mostrar que

Qo) < Q(u),Vp. (7.16)

Vamos a mostrar (7.16) solamente para p > pg. El caso p < pg se
demostrara similarmente. Tomemos p > pg, luego

Q) = —+ [ Aty = ! [ Aty - 1 [ Atw)du.

o o o Juo

Como 1 es no decreciente resulta A no creciente. Luego como
A(pp) = 0, resulta A(p) < 0 para g > pug. Por lo tanto resulta
Jie Alu)du < 0, y por lo tanto

Qw =~ [ Alwydu = Qo)

g
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En el caso p < po se demuestra similarmente que también vale
(7.16).

(iii) Supongamos que p; < fio sean raices de A, y sea un valor p tal
que 1 < g < po. Tenemos que mostrar que también A(p) = 0. Como
A es no creciente se tendra

0=A(u) = A(p) = A(pz) = 0.

y luego A(p) = 0.

(iv) Supongamos que A(p) = 0. Veremos que no puede haber otra
raiz de A. Sea primero p* > u, como en este caso A es estrictamente
decreciente se tendrda A(p*) < 0. Similarmente se demuestra que si
1" < u, entonces A(u*) > 0.

Como vamos a ver mas adelante la funcion ¢ cumple un papel muy
importante en la teoria de M-estimadores. Para la funcién p correspon-
diente a la media , resulta ¢ (u) = u, para la funcién p correspondi-
ente mediana ¥ (u) = |u|, y para la funciones pf, las correspondientes
derivadas 1} estan dadas por

-k si u< -k
Ui (w) =19 u st Jul <k
k si u>k

la cual corresponde a una identidad truncada. En Fig. 2 se grafican
estas tres funciones 1 .

Como consecuencia de la propiedad A2, la funcién ¢ es impar .
Para que el M-estimador sea robusto como veremos mas adelante se
requerira que la funcién v sea acotada.

7.2.2 Propiedades asintoticas de M-estimadores

La condicion de consistencia de Fisher, requerida para que el M-estimador
converja a p esta dada por

e (v (£52)) -0

y de acuerdo a (7.1), esto es equivalente a

Ep(ip(u)) = 0. (7.17)
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Esta condicién se cumple automaticamente si F' tiene una densidad
simétrica respecto de 0 ya que en ese caso se tendra

Ep(p(w) = [ uf(u)du =0,

o

ya que uf(u) serd una funcién impar.

Luego se tendra el siguiente Teorema que muestra la consistencia
de los M-estimadores:

Teorema 3. Sean z1, ...z, variables aleatorias independientes que
satisfacen el modelo (7.1). Consideremos un estimador /i, solucién de
(7.15), donde 1 y F satisfacen (7.17) . Luego fi, converge en casi todo
punto a p en cualquiera de los siguientes casos

1. La funcion 9 es estrictamente creciente.

2. La funcién v es no decreciente, ¥(u) > 1(0) y F(u) > F(0) para
todo u > 0.

Demostracion: Solamente mostraremos el Teorema para el caso 1.

Consideremos € > 0. Luego como 1 es estrictamente creciente tenemos
que ¥(u —€) < Y(u), y luego

Erp(u—e€) < Epp(u) = 0.

Por lo tanto

Ep (W) — Epp(u—€) < 0. (7.18)

Similarmente se puede probar que
Er, ¥ (W) = Ert(u+e€) > 0. (7.19)
o

Sea ahora
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luego el M-estimador ji,, satisface

Por otro lado usando la ley de los grandes nimeros y (7.18) y (7.19)
se tiene que con probabilidad 1 existe un ny tal que para todo n > nyg
se tiene que

Gnlp+e€) <0, G,(u—€) >0,

y por lo tanto como G,, es mondtona decreciente, se tiene que el valor
fu, satisfaciendo (7.20) tendra que satisfacer que

=€ < fln, < p+e

Esto prueba la consistencia de fi,.

El siguiente teorema muestra la asintética normalidad de los M-
estimadores

Teorema 4.Sean x1,...r, variables aleatorias independientes que
satisfacen el modelo (7.1). Consideremos un estimador fi, solucién de
(7.15), donde 9 y F satisfacen (7.17). Supongamos que ji,, es consis-
tente, y que ademés 1 tiene dos derivadas continuas y " es acotada.
Luego se tiene que

"2 (fin — p) —p N(0,0°V (3, F),
donde
EF’gbz(U)
(Ery/(u)*
Demostraciéon. El M-estimador fi,, satisface

iw<xz_,&n> :O,
i=1

g

V(y,F) = (7.21)

y haciendo un desarrollo de Taylor en el punto u se tiene

0= 3w () v () G- o0 (B G

n
i—1 i—1 o

donde 1 es un punto intermedio entre fi,, y p.
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Luego haciendo un despeje parcial de (fi, — i) se tiene

- i ¥ (i —p)/o)

Ui = 1) = S 5 (G = 10]0) + Him — 1) S 07 (01— ) o)
y luego
" L (i — ) /o) = 5 (i — 1) 5 oy O (3 — ) /o)
(7.22)
Sea . .
Ay ==z > V(@i —p))o) = =75 > ¥ (w),
n / i=1 / i=1
1 1
Ba= > 0 (=)o) = 5 30 (),
i=1 =1
y
]' ~ ]' = " *
i=1
Luego
PV — i) = (7.23)
" B, +C, '
Por el Teorema Central del Limite se tiene
A, —p N0, Ep(¢?(u))). (7.24)
Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros se tiene
By —ecs. Ep(Y'(u)). (7.25)

Finalmente por hipdtesis existe una constante K tal que |[¢"(u)| <
K. Luego |C,| < (K/2)(ft, — ). Usando el hecho de que fi, —p p, se
tiene que

Usando (7.23)-(7.26) se deduce el Teorema.
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7.2.3 M-estimador minimax para la varianza asintética

El problema que vamos a desarrollar en esta seccion es el de elegir la
funciéon p o equivalentemente la funcién i del M-estimador. En esta
seccién vamos a utilizar como criterio minimizar la varianza asintética
del M-estimador dada en (7.21). Si conociéramos la distribucién F' de
las u;, utilizariamos el M-estimador que tiene como funcién 1 la dada
por

vy = T8I,

es decir el estimador de méxima verosimilitud. Este estimador mini-
miza la varianza asintética V (¢, F') dada en (7.21). Cuando existe la
posibilidad de que hubieran outliers la distribucion F' no es conocida
exactamente y por lo tanto no podemos usar este estimador.

La solucién que propuso Huber (1964) es la siguiente. supongamos
que F esté en el entorno de contaminacién dado por (7.2), pero re-
stringiendo F* a distribuciones simétricas respecto de 0. Para esto
definimos un nuevo entorno de distribuciones de ®

Vi={F:F=(1—-¢€®+¢eF" con F* simétrica}. (7.27)

Luego, si usa el M-estimador basado en la funcién . la mayor var-
ianza posible en este entorno esta dada por

V(@) = sup V(y, F).
Fevy
El criterio de Huber para elegir el M-estimador es utilizar la funcion
¥* que minimice V*(¢). Estos estimadores se denominardn minimax
(minimizan la maxima varianza asintética en el entorno de contami-
naciéon V*. En Huber 1964 se muestra que 1* estd en la familia 1/,
donde k depende de la cantidad de contaminacién e.

7.2.4 M-estimadores con escala desconocida

La definicién de los M-estimadores dada en (7.14) supone que o es
conocida. Sin embargo en la practica o es desconocida. En estos casos
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podemos reemplazar en esta ecuacién o por un estimador &, y el M-
estimador se definira por el valor i que minimiza

S =Yoo (1) (7.28)
i=1 In

Si queremos que el M-estimador resultante de p sea robusto, serd

necesario que ¢ también lo sea. El estimador insesgado usual de o dado

por
1
6'2:— E (Il—i’)2

ni4

no es robusto. En efecto es facil ver que una observacién lo pueda llevar
fuera de todo limite. Un estimador robusto de ¢ es el llamado MAD
(median absolute deviation), que esta definido por

62 = Amediana{|z; — fi,|, 1 < i < n},
donde

fi, = mediana{z; : 1 <i < n},

y donde A es una constante que hace que el estimador sea consistente
a o en el caso de que las observaciones sean una muestra aleatoria de
una N(u, 0?).

Vamos ahora a deducir cual debe ser el valor de A. Sean zq, ..., x,
una muestra de una distribucién N(u,0%). Entonces podemos escribir
r; = W+ ou;, donde uy, ..., u, es una muestra aleatoria de una dis-
tribuciéon N(0,1). En este caso tenemos que

T = fin = (= fin) + OUs

mediana{|z;—fi,], 1 <i < n} = (u—fi,)+medianad{|(p—f,)+ou;|, 1 <i < n}.

Como de acuerdo a lo visto en Observacién 1 lim(u — fi,) = 0 c.s.,
se tendra que

nh_)rglo mediana{|z;—fi,|, 1 <i<n} = nh—>nolo mediana{|ow;|, 1 <7< n} }
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=0 lim medianaf|u;|, 1 <i<n}, cs. (7.29)

Si u es N(0,1), entonces |u| tiene distribucion 2¢ — 1. Sea entonces
B = mediana(2® — 1), luego por lo visto en Observacion 1 se tiene

Jim. mediana{|u;|, 1 <i<n} = B, cs.
y usando (7.29)
Jim mediana{|z; — fi,|, 1 <i<n} =0B cs.
Luego A = 1/B. La constante B se calcula de la siguiente manera

2¢(B) — 1 = 0.5,

O sea
®(B) =0.75, B=®"!(B) = 0.675.

Luego se tendra que el estimador MAD de ¢ viene dado por

1
7% = mmediana{\xi — [in], 1 <i<n}.
Cuando el M-estimador se obtiene minimizando (7.28), la ecuacién

(7.15) se transforma en

n
Zw(gjl - “) — 0. (7.30)
i=1 g

Las propiedades asintéticas del estimador /i solucién de (7.30) son
similares a las del estimador correspondiente al caso de o conocida. El
siguiente Teorema se dara sin demostracion.

Teorema 5.Sean x1,...x, variables aleatorias independientes que
satisfacen el modelo (7.1). Consideremos un estimador fi, solucién de
(7.15), donde ) es impar y F' es simétrica respecto de 0. Supongamos
que ji,, es consistente a u y 7, es consistente a o, y que ademds ) tiene
dos derivadas continuas y 1" es acotada. Luego se tiene que

n2(fin, — p) —p N(0, 02V (), F)),

donde V' estd dada por (7.21)
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7.2.5 Algoritmos para calcular M-estimadores

A continuacién vamos a describir tres algoritmos para computar el M-
estimador definido como la solucién de (7.30).

Algoritmo basado en medias ponderadas iteradas (MPT)

Llamemos w(u) = ¥ (u)/u. Luego la ecuacién (7.30).se puede escribir
como

O sea

inw N = pw ~ )
i=1 g g

y haciendo un despeje "parcial 7 de [i se tiene

S ziw ((z — 1) /0)
i w( (v —f1)/6)

En realidad esta expresion no es un verdadero despeje, ya que el
miembro derecho también aparece fi. Sin embargo esta férmula nos va
a sugerir un algoritmo iterativo para calcular f.

En efecto, consideremos un estimador inicial fig de p, como por
ejemplo la mediana.Luego podemos definir

[= (7.31)

Y riw ((w — f10)/6)
S w0 (2 — f0)/6)

y en general si ya tememos definido fij,, podemos definir i, por

- X Tw ((wi — f1n)/0)
= S (s — ) /8)

Se puede mostrar que este si ¥ es continua, entonces cuando este
algoritmo iterativo converge, lo hace a una solucién de (7.30). En efecto
supongamos que limy_., fip = [, luego tomando limite en ambos lados
de (7.32), se tendra

(7.32)
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S (- )/6)
N e (- 0/e)

Pero esta ecuacion es precisamente (7.31) , que ya hemos visto es
equivalente a (7.30).

La ecuacién (7.33) muestra a /i como promedio pesado de las x; y
pesos proporcionales a w ( (z; — f1)/6). Como en general w(u) es una
funcién par monétona no creciente en |ul, (7.33) se puede interpretar
como que el M-estimador da a cada observacién un peso que penaliza
las observaciones para las cuales |z; — ji|/0 es grande. Para la media
se tiene w(u) = 1, y para el estimador basado en la funcién ¥, la
correspondiente funcién de peso esta dada por

1 ):{ 1 si Jul <k

W\ Eos ful >k

(7.33)

El grafico de esta funcién se encuentra en la Figura 3.

Algoritmo basado en medias de pseudovalores iteradas (MPVI)

Definamos el pseudovalor z} () por

xi (1) = p+ ot ((x — i) /6) .

Luego se tiene

U ((wi = )/0) = (27 () — 1)/,

y reemplazando en (7.30) se tiene la ecuacién para el M-estimador es

i (7:34)

Es decir se tiene expresado el M-estimador como promedio simple
de los pseudo valores. Esta formula no permite calcular el M-estimador
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directamente, ya que el miembro derecho también depende de ji. Sin
embargo nos sugiere el siguiente algoritmo iterativo. Partiendo de un
estimador inicial fiy, consideramos la siguiente férmula recursiva para
fin -
i = o 3 ) (7.35)
i=

Es interesante calcular los pseudovalores correspondientes a 1 | los
cuales estan dados por
w—ko st x;<pu—ko
xi(pu) = x; si |z —p| <ko .
w+kaoV st x;>pu+ko

Es decir si z; pertenece al intervalo [u—kd, p+ k], el pseudovalor
xf(p) es igual a la observacion z;. Si x; esta fuera de este intervalo el
psudovalor se define como el extremo del intervalo mas cercano.

Vamos a ver ahora que si limy,_. fip, = 1 y ¢ es continua, entonces
o es el M-estimador solucién de (7.30). En efecto tomando limite en
ambos miembros de (7.35) se obtiene (7.34), que ya hemos visto es

equivalente a (7.30).

Algoritmo de Newton Raphson (NR)

De acuerdo a lo visto anteriormente, el algoritmo de Newton Raphson
para calcular la raiz de (7.30) tiene la siguiente férmula recursiva

im ¥ (i — fn)/0)
i ¥ ((zi — f)/0)
Para el caso de que 1 = 9}, estd formula toma una expresiéon
particularmente interesante.
Para cada valor p dividamos el conjunto de observaciones en tres
conjuntos

fhe1 = fin + 0 (7.36)

D_ = {i: (vi—jm)/6 < —k}, Do = {i: |wi—jin|/6 < kY, Dy = {i : (wi—fun) /& > k}.

Es facil ver que se tiene
—k si 1€ D_

W (2 — fw)/6) =4 (2 —fin)/6 st i€ Dy |
k Si Z€D+
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0 si i€ D_(i)
v (@i —jw)/6) =1 1 st i€ Dolfu)
0 si i€ Dy(fn)
Llamando n_, ngy n_, al nimero de elementos de D_, Dy y D,
y reemplazando en (7.36), se tiene

,El/h+1 — /:Lh_i_é_k(n'i‘ B n—) + ZiEDO(xi - ﬂh)/a- — ny — n_&k—i—i Z ;.
o o 10 jep,

Obsérvese que el miembro derecho de esta ultima férmula solo de-

pende de D_, Dy y D,. Estos tres conjuntos forman una particién del

conjunto {1,2,...,n}. Es claro que hay un nimero finito de estas parti-

ciones, y por lo tanto si fi;, converge lo debe hacer en un ntimero finito

de pasos.

Convergencia de los algoritmos iterativos

Se puede demostrar que los 3 algoritmos iterativos que hemos estudiado
MPI, MPVI, y NR convergen a la raiz de (7.30) cuando 1 es mondtona
no decreciente cuando esta es unica. Si (7.30) tiene més de una raiz, se
puede demostrar que si [fi1, fi2] es el intervalo de soluciones, entonces
dado € > 0, existe hy tal que fi5, € |11 — €, fi2 + €] para todo h > hy.



