Chapter 5

Intervalos y Regiones de
Confianza

5.1 Regiones de confianza — Definicion y Ejemplos

Consideremos nuevamente el problema de estimacién. Dado un vector X
con distribucién perteneciente a la familia F'(x,0) con 8 € ©, un estimador
puntual de 8 es una funcién 0 = d(X) que representa un unico valor que
aproxima a 6. Si se da solamente ese valor no se tendra ninguna idea de la
precisién de dicha aproximacion, es decir de las posibles diferencias entre 6 y
6. Una forma de obtener informacién sobre la precision de la estimacién, en
el caso de que 6 sea unidimensional, es proporcionar un intervalo [a(X), b(X)]
de manera que la probabilidad de que dicho intervalo contenga el verdadero
valor @ sea alta, por ejemplo, 0.95.

En este caso, la precisiéon con que se conoce 6 depende de la longitud del
intervalo, es decir, de b(X) — a(X), cuanto més pequena sea esa longitud,
mas determinado quedard 6.

Si 0 es un vector de IR?, en vez de dar un intervalo para estimarlo, se
deberd dar una cierta regién de IRP, por ejemplo, esférica o rectangular.

La siguiente definiciéon formaliza estos conceptos.

Definiciéon 1: Dado un vector X con distribucién perteneciente a la fa-
milia F(x,0) con 8 € ©, una region de confianza S(X) para 6 con nivel
de confianza 1 — « serd una funciéon que a cada X le hace corresponder un
subconjunto de © de manera que Py (6 € S(X)) =1 — « para todo 8 € ©.
Es decir, S(X) cubre el valor verdadero del pardmetro con probabilidad
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1 — «. El valor de a debe ser fijado de acuerdo al grado de seguridad con
que se quiere conocer 8; generalmente se toma o = 0.05 6 o« = 0.01.

Como caso particular, cuando @ sea unidimensional se dird que S(X) es
un intervalo de confianza si S(X) es de la forma

La longitud de S(X)
L = b(X) — a(X)

dependerda del nivel « elegido, cuanto més chico sea «, o sea, cuanto mas
grande sea la probabilidad con que el intervalo cubra al verdadero valor del
parametro, mas grande serd la longitud de aquél, o sea, menos precisa la
estimacién de 6.

Ejemplo 1: Sea Xq,...,X,, una muestra de una poblacién con distribucién
N (p,02) donde p es desconocido y o3 conocido. Supongamos que se necesite
un intervalo de confianza para p de nivel 1 — a.

Consideremos X,, = (1/n)>1; X;. Sabemos que X, tiene distribucién
N(p,08/n). Luego V = /n(X, — pn)/0o, tendrd distribucién N(0,1). La
ventaja de la variable aleatoria V sobre X, es que tiene distribucién inde-
pendiente de pu.

Definimos z, tal que P(V > z,) = «; y por simetria P(V < —z,) = a.
Luego

P(—Z%S‘/ﬁz%) = l—P(VSZ%)—P(V<—Za)
(6 (6%
= 1-2_Z2_-1_
2 2 “

Si reemplazamos V por /n(X, — p)/oo se tendrd

X, —
PH<—zg§\/ﬁ< n 'u>§zg>:1—oz,
2 oo 2

con lo cual, despejando resulta

P,(X, —Za— <p<Xptze )—1—a.

Por lo tanto, un intervalo de confianza para p de nivel 1 — « serd

T —..%0 90
S(X) =X, E\/_ X+z\/ﬁ
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ya que
Plpe SX)=1-a.

Conviene precisar nuevamente el significado de esta igualdad. Para fijar
ideas, supongamos o = 0.05. La expresién “S(X) cubre a pu con probabili-
dad 0.95”, indica que si un experimentador extrayese un numero suficiente-
mente grande de muestras X de tamafio n de una distribucién N(u,08) y
construyese las regiones S(X) correspondientes a cada una de ellas, aproxi-
madamente el 95% de estas regiones S(X) contendréan el pardmetro p. Esto
es, dada X, la afirmacién “S(X) cubre a p” tiene probabilidad 0.95 de ser
correcta y probabilidad 0.05 de ser falsa.

Ejemplo 2: Un fisico hace 16 mediciones de cierta magnitud (a determinar),
dichas mediciones X; seran X; = u+¢; donde ¢; son los errores de medicién.

Supongamos que los ¢; son variables aleatorias independientes con dis-
tribucién N(0,4) (dato que se conoce por experimentos anteriores).

Supongamos que el promedio de las 16 observaciones obtenidas es X 15 =
20 y consideremos el problema de encontrar un intervalo de confianza para
p con nivel 0.95; luego av = 0.05 y de las tablas normales se obtiene z, /5 =
20.025 — 1.96.

Luego el intervalo de confianza sera:

1.961/4 1.96\/4

20 — . 20+
V16 V16

= [19.02, 20.98],

y su longitud es 1.96.
Supongamos ahora que se quiere conocer cudl deberd ser el nimero de
observaciones para que el intervalo sea de longitud 0.1. Entonces

2 2
0.1= 1.96% 0 sea n = 1.960.—1 = 39.2

de donde, n = (39.2)2 = 1536.64. Por lo tanto, se necesitan 1537 observa-
ciones para obtener un intervalo con la longitud deseada.

5.2 Procedimientos generales para obtener regio-
nes de confianza

Teorema 1: Sea X un vector aleatorio cuya distribucion pertenece a la
familia F(x,60), 8 € O, y sea U = G(X,0) una variable aleatoria cuya



4 CHAPTER 5. INTERVALOS Y REGIONES DE CONFIANZA

distribucion es independiente de 6. Sean A y B tales que P(A < U < B) =
1 —a. Luego, si se define S(X) = {0 : A < G(X, 0) < B}, se tiene que S(X)
es una region de confianza a nivel (1 — «) para 6.

DEMOSTRACION:
Py c S(X)) = Pep(A<G(X,0)<B)=
= Pp(ASU<LB)=PA<U<LB)=1-a
la peniltima igualdad es véalida pues la distribucién de U es independiente

de 6.

Cabe preguntarse bajo qué condiciones S(X) es un intervalo, en el caso en
que 0 es unidimensional. Notemos que, en ese caso, si G(X,#) es mondtona
como funcién de 6, para cada valor de X dado, entonces

hx(0) = G(X,0)
tiene inversa.

Supongamos hx (#) creciente, resulta entonces
S(X) = {0: hx'(4) < 0 < hx'(B)}
es decir, S(X) es un intervalo.

Si hx (0) es decreciente, resultard en forma andloga,
S(X) = {0: hx"(B) < 0 < hx'(4)}

Nota: En el Ejemplo 1, consideramos U = /n(X,, — p)/og y vimos que
esta variable aleatoria tiene distribucién N(0,1), o sea, independiente de p.
En ese ejemplo tomamos A = —2,/5 y B = 2,/5. También podrifamos haber
tomado A = —z3 y B = 2z, donde 3 y 7y son arbitrarios tales que 8+ v = a.
El hecho de tomar § = v = a/2 se debe a que de esta forma se obtiene el
intervalo mds pequeno posible (Ver problema 1 de 5.1).

Veamos que el procedimiento que hemos usado en dicho ejemplo es el
que se deduce del Teorema 1.

De acuerdo al Teorema 1,

S(X) = fp:—2s <G(X,p) <z} =
= {u:—zggiﬁ(‘){"—“)gz%}:
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Vamos a tratar de usar un procedimiento similar para el caso de tener una
muestra X1, Xo, ..., X, de una distribucién N(u,o?) donde ahora también
02 es desconocido. En este caso, parece natural reemplazar o2 por un esti-

mador del mismo. Sabemos que el estimador IMVU para o2 es

1

2
S =
n—1

n JR—
Z(XZ - X)27
i=1
y luego podriamos definir

g VX —p)

- (5.1)

Para poder aplicar el método que nos proporciona el Teorema 1, debemos
demostrar que U tiene una distribucién que no depende de 1 y 02 y, ademas,
debemos conocer esa distribucién. Esto se hard en el siguiente Teorema.

Teorema 2: Sea Xi,..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,0?). Luego

(i) V = /n(X — p) tiene distibucién N(0,1)

(ii) W =31 ,(X; — X)?/o? tiene distribucién x? con n-1 grados de liber-
tad

(iii) V' y W son independientes

(iv) U dado por (5.1) tiene distribucién 7,1, de Student con n — 1 grados
de libertad.

DEMOSTRACION: Sea Y; = (X; — pu)/o, 1 < i < n. Luego estas variables
forman una muestra aleatoria de una distribucién N(0,1). Ademas, es ficil
verificar que

V=vnY, W=>NY? U=—n—,
; W/(n—1)

(5.2)

Sea aj el vector fila n-dimensional con todas sus componentes iguales a
1/y/n. Como [la;|| = 1, se puede completar una base ortonormal a, ..., a,.
Sea A la matriz de n X n cuyas filas son ay,...a,. Como las filas de A son
ortogonales y de norma 1, la matriz A resulta ortogonal. Consideremos
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la transformacién Z = AY, donde Y = (Y1,...Y,) v Z = (Z1,...,.Z,)".
Luego, por una propiedad de los vectores normales respecto de transforma-
ciones ortogonales, las variables Z1, ..., Z,, son también independientes con
distribucién N (0, 1). Por otro lado, resulta

y el punto (i) queda demostrado.
Ademids, se tiene que:

PN OED DR DD I (5.4)
; ; i=1

Como A es ortogonal se deduce que

n n

Mz;=> Y2

i=1 i=1

y usando (5.2) y (5.4) obtenemos

wW=> z,
=2

y por lo tanto queda demostrado (ii).

Como V depende de Z1 y W de Zs, ..., Z, también queda demostrado
(ii).

Finalmente, (iv) se deduce de los puntos (i), (ii), (iii) del Teorema y de
(5.2).

Estamos ahora en condiciones de encontrar intervalos de confianza para
la media, en el caso de una muestra aleatoria con media y varianza descono-
cidas.

Definamos t,, o, por la ecuacién

PU>tha) =«

donde U es una variable aleatoria 7,. Luego, andlogamente al caso normal,
se tiene:

P(~tys <U<t,2)=1-a

(M)
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Teorema 3: Sea X, Xo,..., X, una muestra aleatoria cuya distribucion
pertenece a la familia N (u,0?) con p y o desconocidos. Luego si

vz X o im1 (X — X)?

n n—1

se tiene que un intervalo de confianza con nivel (1 — «) para u esta dado por:

X —t X+t

S S
n—1,%5 % ) n—1,5 %

DEMOSTRACION: Por el Teorema 2 se tiene que U = /n(X — p)/s tiene
distribucién 7,,_1 y luego

SUgtn_l’%):l—Oé.

Luego, por el Teorema 1

S

X —p
{:u : _tn—l,% < \/ﬁ < tn—l,%}

es una regiéon de confianza para g con nivel 1 — a. Pero esta region es
equivalente a

— S — S
{N:X_tn—l,%ﬁ §N§X+tn—1,%%} :

En el proximo Teorema encontraremos intervalos de confianza para la
varianza, en el caso de una muestra normal, con media conocida o no.
2 -
Definamos xj, , por la ecuaciéon

P(U>xp,) =0
donde U es una variable aleatoria con distribucién x2.

Teorema 4: Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria cuya distribucién pertenece
a la familia N(u,0?). Sean 3 y v tales que 8+ = «

(i) Si uu es conocido, un intervalo de confianza de nivel 1 — a para o2 esta
dado por:

iy (Xi — M)2
X?L,ﬁ

S (X — )

<o?< 2
XTL71—’\/
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(ii) Si u es desconocido, un intervalo de confianza de nivel 1 — o para o>

esta dado por:

S (X — X)?
X72/L_17ﬁ

S (X — X)?
X%—l,l—'y

<o’ <

DEMOSTRACION: (i) Sea W = Y"1 1 (X; — p)?/0%. Como las variables Y; =
(X; — p)/o son independientes, con distribucién N(0,1) y W = 37, Y
entonces W tiene distribucién x2. Luego:

Pixp1  SW<xa3) = PW2xi,)—PW >y =

Entonces, una regién de confianza a nivel 1 — « estd dada por

no(X; — )
{02 : X?L,l—'y < 2oiz( 2@ 1) < X%’ﬁ} _

g
n )2
_ {02 ; §21=1(X2z 1) < 21 }
Xn,3 g Xn,1—y

y esto es equivalente a la regién definida en (i).

(ii) Definamos ahora

o S (X = X2

o2

Sabemos por el Teorema 2 (ii) que W tiene distribucién x2_;. Por lo tanto:
P(X%—m—y <W< X%—l,ﬁ) =l-a

Entonces, una regién de confianza de nivel 1 — « estd dada por:

1L (X - X2
{0’2 : Xi—m—»y < == ; = Xi—l,ﬁ

o
9 1 o? 1
= 0 < n )2 < 2
Xn—1,8 1 (Xi — X) Xn—1,1—v

) {02: O S > B¢ —W} |
Xp-1,4 T Xaoii
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5.3 Procedimiento en dos pasos para encontrar un
intervalo de longitud prefijada para la media
de una N(u,0?), 'y o desconocidos

Volvamos a considerar el intervalo de confianza para p cuando o2 es desco-
nocido, en el caso de una muestra con distribucién N(u,0?). La longitud de
dicho intervalo, L(X1, ..., X,), estd dada por

S
3 n

Como se ve, este intervalo tiene longitud variable, ya que depende de s,
que es una variable aleatoria dependiente de los valores que toma la mues-
tra. Luego, es imposible calcular n de modo que la longitud del intervalo
sea igual a un numero prefijado. Esto es comprensible, ya que logicamente
cuanto mas grande sea la varianza, més grande debe ser la muestra necesaria
para obtener la misma precisién en la estimacién de . Como o no es cono-
cida, no se podra asegurar con una muestra de tamano fijo una determinada
precision, es decir, una determinada longitud del intervalo. Una manera de
solucionar este problema es tomando dos muestras, una inicial para estimar
o2, y en base a esta estimacién, determinar el tamafo de otra muestra com-
plementaria que nos permita obtener un intervalo con la longitud deseada.

Seguidamente describimos el método. Supongamos que se quiera obtener
un intervalo de confianza de longitud L para la media u, de una poblacién
normal con media y varianza desconocida. Se toma una muestra inicial de
tamano m : Xq,...,X,,. Este valor m inicial, puede ser cualquier valor
mayor que dos. A partir de este valor inicial estimamos o2 por:

L(X1,...,X,) = 2t,_y

Luego, la muestra complementaria se debe tomar de tamano n donde n
satisface 5

2p_1a——— < L 5.5

m 1,2 \/m—‘i‘TL = ( )

Sea Xpmt1,-- ., Xmin la muestra complementaria y

1 m—+n

Xm+n = Z X

m—+n ‘
i=1
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El intervalo de confianza de nivel 1 — « estara dado por:

— S S
Xmtn — tm—l,% \/mim——l—n s Xman + tm—l,% ﬁ (56)

Este intervalo tiene longitud 2t,, 1 2 Sm/v/m +n que por (5.5) es menor o
igual que L.

El siguiente Teorema muestra que el intervalo dado por (5.6) es un in-
tervalo de confianza para u de nivel 1 — a.

Teorema 5: Sean Xi,..X, variables aleatorias independientes con dis-
tribucién N(u,0?), donde n se elige satisfaciendo (5.5). Luego el intervalo
dado por (5.6) es un intervalo de confianza de nivel 1-o de longitud menor
o igual que L.

DEMOSTRACION: Comencemos por mostrar las siguientes proposiciones:
(i) W
(i) V

(iii) V' y W son independientes

(iv) vm + n(Xpin — p)/8m tiene distribucién 7,,_1

= (m — 1)s2,/0? tiene distribucién x2,_,

= /m + n(Xmin — p)/o tiene distribucién N (0, 1)

En el Teorema 2 ya ha sido probado (i).

Podria parecer que (ii) fue demostrada en el mismo Teorema. Sin em-
bargo, esto es no es cierto ya que lo que se demostré es que el prome-
dio normalizado de observaciones N(u,0?) tiene distribucién N (0, 1), para
un tamafio de muestra fijo. En nuestro caso, n es un nimero aleatorio,
va que depende del valor s,,, obtenido con las primeras m observaciones.
Comencemos obteniendo la funciéon de distribucién conjunta de V y W,
Fyw(v,w) =PV <ov,W <w).

Llamemos A; al evento {n = i}. Los sucesos A; son obviamente disjuntos y
ademas ;2 4; = 2, donde Q es el espacio muestral.

Dado un evento cualqulera A, se tiene

(AN A;)

i
I
3

s
Il
—_

i
=

I
.Mg

-
Il
—
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y por lo tanto,

Fyw(v,w) = P(Vﬁv,Wﬁw)zZP(Vﬁv,Wgw,n:i)
=0

> Xmi_
= ZP(\/m—Fi%gv,Wgw,n:i).
=0

En virtud del Teorema 2, se tiene que 27;1 X, es independiente de s, y
por otra parte, cada X; con j > m también es independiente de s,,. Por
lo tanto, como X1 = (1/(m + 1)), X + Z;n:ffbﬂ X;) se deduce que

X+ es independiente de sp,.
Por otro lado, de acuerdo con su definicién, n depende sélo de s,,,. Luego,
el suceso

(i) <)

es independiente de {W < w} N{n =i} y por lo tanto,

Fyw(v,w) = iP(\/m +2'M <v)PW <w,n=1).
i=1

g

Pero, por el Teorema 2, para cada i fijo vm +i(Xyi — p)/o tiene dis-
tribucién N(0,1). Luego si ®(v) es la funcién de distribucién de una variable
N(0,1), se tendra

o0

Fyw(v,w) = Z O(v)P(W <w,n=1)
i=1
= @(U)ZP(W <w,n=i).
i=0
Pero Y72, P(W <w, n=1) = P(W <w) = Fy(w). Por lo tanto, se tiene
Fyw(v,w) = ®(v) Fyy (w) (5.7)
y como

FV(U) = u}lROFVW(va) = (I)(U) lim FW(w) = (I)(U) )

w—00

hemos demostrado (ii).
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Para demostrar (iii) reemplacemos en (5.7) ®(v) por Fy (v) y obtenemos
Fyw (v, w) = Fy (v)Fw (w)

lo que implica que V' y W son independientes.

(iv) se deduce inmediatamente de (i), (ii) y (iii), teniendo en cuenta que

VI (X min = 1) _ A F 0K = 10/
o ((m =153, /(m — 1)) 7

Llamemos U a esta tultima variable, de acuerdo a (iv) se tiene que U tiene
distribucién independiente de p y 02 y ademés

P(—ty1,s U<ty 12)=1-a

Luego, de acuerdo con el método general para obtener regiones de confianza,
se tendrd que una regién de confianza para u de nivel (1 — «) estard dada
por:

— S — S
= {N:Xm—i-n_tm—l o SNSXm—i-n"’_tm—l gim} .

2ym+n 2vym+n

Nota: El tamano de la muestra inicial, m, puede ser, en principio, cualquiera
con la condicién de que sea mayor que dos. El valor mds conveniente a
usar dependerd del conocimiento previo que se tenga sobre 2. Si m es
muy pequeiio, la estimacién de o2 serd poco confiable y habra que tomar
una segunda muestra grande, con lo cual aumentara el costo. Si se toma
muy grande, es probable que se tomen mas observaciones que las necesarias.
Lo ideal seria elegir m cerca del nimero total de observaciones que serian

necesarias si se conociera o2.

5.4 Intervalos de confianza para diferencia de me-
dias de una distribucién normal
5.4.1 Muestras independientes

Supongamos primero que se tienen dos muestras aleatorias Xi,..., X, ¥
Y1,...,Y,, independientes entre si, de distribuciones N (p1,0?) y N(p2,0?)
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respectivamente con p1, s v o2 desconocidos, y se desea encontrar un in-
tervalo de confianza para A = 1 — ps. Observemos que A=Y —X esun
estimador insesgado de A. Es facil demostrar utilizando el Teorema 2 de la
seccién 3.12 que este estimador es IMVU.

La varianza de este estimador es

11
2 _ of 4Lt 1 .
R (nl i nz) (58)

Por lo tanto,

\ — : X_-Y — _
U — A A — nl n2 . (lu’l #’2) (59)
o3 \/ ny + ng o

tiene distribucién N(0,1).

Como o es desconocido, no podemos utilizar U para encontrar un inter-
valo de confianza para A. La solucién a este problema es reemplazar ¢ por
un estimador. Un estimador insesgado de o2 es

ni

2o L <Z(X,- ~-X)?+ fj(yi — ?)2>

m+ne =2\ i=1
Para demostrar que s? es insesgado basta recordar que de acuerdo a lo
visto en el Capitulo 3 se tiene

ni

B(Y_ (X~ X)) = (m — 1)o?

i=1

n2
B (Y = Y)?) = (ng — 1)0? .
i=1
También del Teorema 2 de la Seccién 3.12 se puede deducir que s? es
IMVU. Luego, definimos el estadistico T" reemplazando en U el pardmetro o

por el estimador s, es decir,

A\ — ng X - Y — (u1 —
T — A _ A _ ning (lul [LQ) (510)
o5 ny + ng S

11
53 =5’ (— + —) (5.11)

donde
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El siguiente Teorema prueba que T tiene distribucién de Student con
n1 + ng — 2 grados de libertad

Teorema 1: Sean X;,..., X, y Yi,...,Y,, dos muestras aleatorias indepen-
dientes de las distribuciones N(u1,0%) y N(ua,0?) respectivamente. Sean

ity (Xi - X)?

2

o
1174 D )?
- T 2

Luego

(i) U definida en (5.9), V' y W son variables aleatorias independientes con
distribuciones N(0,1), x2,_; ¥ X2,_ respectivamente.

(ii) La variable
Z=V+W

tiene distribucién x2% |, _o.
(i) La variable T definida en (5.10) tiene distribucién 7y, 4n,—2.

(iv) El intervalo

{/\ - tn1+n2—2,% a5, A+ tn1+n2—2,% 55\}

es un intervalo de confianza a nivel 1 — o para A = p; — uo.

DEMOSTRACION: Ya hemos demostrado que U tiene distribucién N(0,1).

Por otra parte, en el Teorema 2 de la Seccién 5.2, se demostré la indepen-
dencia entre X y V y entre Y y W. Como ademaés resulta X independiente de
W (la primera depende de X7, ..., X,,, ylasegundadeYy,...,Y,,) yY inde-
pendiente de V, resulta U independiente de V' y W. En el mismo Teorema se
demostro que V' y W tienen distribuciones ngl—l y X%z—l’ respectivamente.
Resulta entonces claro que V' y W son también independientes.

Para demostrar (ii) basta utilizar el hecho de que suma de variables
x? independientes tiene también distribucién y? con nimero de grados de
libertad igual a la suma de los grados de libertad de los sumandos.

El resultado (iii) resulta inmediato de los puntos (i) y (ii). El resultado
(iv) resulta de aplicar (ii) y el Teorema 1 de la Seccién 5.2.
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En el caso més simple en que o2 sea conocido, se puede también encontrar

facilmente un intervalo de confianza para A utilizando el estadistico U.
SiXy,...,Xn, ¥y Y1,...,Y,, son muestras aleatorias independientes en-
tre sf de distribuciones N(u1,0%) y N(ug,03) con i, o, 0% y 03 descono-
cidos (07 # 03), el problema de encontrar una regién de confianza para
11 — po con nivel exacto 1 — « no tiene una solucién totalmente satisfactoria.
Este problema se conoce con el nombre de Behrens—Fisher. Sin embargo, es
posible encontrar en forma sencilla un intervalo de confianza para p; — po

de nivel asintético 1 — « (ver definicién 1 y problema 7 de 5.6).

Nota 1: Si Xy,...,X,, yY1,...,Y,, son muestras aleatorias independientes
entre si de distribuciones N (u1,0%) y N(u2,03) respectivamente, con i1, iz

conocidos o no, entonces:

(1) Si 07 = 03 = 02 se pueden encontrar intervalos de confianza para o>

(o para o) (ver problema 1 de 5.4).

(2) Si no se puede suponer o7 = o3 es posible encontrar intervalos de

confianza para 03 /0? (o para o3/01) (ver problema 2 de 5.4).

5.4.2 Muestras apareadas

Supongamos ahora que (X1,Y7),...,(X,,Y,) es una muestra aleatoria de
una distribucién normal bivariada N (u1, pio, 02,03, p) con py, pia, 02,03, p de-
sconocidos y que se desea encontrar un intervalo de confianza para
A= py — po.

En este caso podemos definir las variables Z; = X; —Y;, 1 <1i < n. Estas
variables forman una muestra de una distribucién N(\,0%), con

a% = 0% + 0% — 2poi09,

y por lo tanto, de acuerdo a lo visto en el Teorema 3 de la Seccién 5.2
tenemos que un intervalo de confianza de nivel 1 — « estd dado por

(5.12)

donde
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Nota 2: Muchas veces, en los casos reales, interesard decidir antes de tomar
la muestra, si conviene usar un diseno de muestras aleatorias independien-
tes entre si provenientes de distribuciones N(u1,02), N(p2,0?) o muestras
apareadas provenientes de una distribucién bivariada, N(u1, pe, 02,02, p).

Por ejemplo, si se quiere estimar la diferencia de rendimientos de dos
variedades de un cereal, uno podria preguntarse cual de los dos disenos
siguientes proveerd mas informacién sobre esta diferencia:

(i) Elegir al azar en el terreno considerado 2n parcelas de area A. En n de
ellas elegidas al azar cultivar la variedad 1 y en en los restantes cultivar
la variedad 2.

(ii) Elegir al azar n parcelas de area 2A y dividir cada una de ellas en
dos mitades de la misma area. y luego éstas en dos mitades. En cada
mitad de una parcela cultivar una variedad distinta.

En el primer caso, tendriamos un diseno correspondiente a muestras
aleatorias normales independientes entre si. En el segundo, uno correspon-
diente a muestras apareadas que podrian ser consideradas provenientes de
una normal bivariada con un cierto cociente de correlacion p.

Trataremos de determinar cual de los dos disenos es mejor, comparando
las longitudes de los intervalos de confianza respectivos. Para esto supon-
dremos que las varianzas para los rendimientos de ambos cereales son los
mismos.

Para el caso de muestras independientes tendremos ny = no = n, y la
longitud del intervalo viene dado por

2
Ly =2ty 22 2?

=5 <Zn:(Xi X0 30 - 7)2>

i=1 i=1

donde

y para el caso de muestras para muestras apareadas

82
L2 = Ztn—l & 2z
’2 n

donde

1 n .

2 2
_ 7. _ 72

Sz—n 1;1( i )
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Como estas longitudes dependen de la muestra considerada, y por lo
tanto son aleatorias, consideraremos cuéal disenio nos provee el intervalo con
menor longitud cuadrada esperada. Es decir, compararemos las esperanzas
de los cuadrados de las longitudes. Se toman cuadrados por la tinica razén
de simplificar el célculo de las esperanzas. Como s2 y 822 son estimadores

insesgados de 02 y de 0% = 2(1 — p)o?, se tiene
242
E(L%) _ 4 x 20 t2n—2,%
n

y en el caso de muestras apareadas

4x20%1—p)t2 |«
’2

E(L3) =
(13) .
Luego resulta
2
E(L3) fn-1.5
E(L2 =(1-p) 2
( 1) t2n—2,%

Por lo tanto serd mejor tomar muestras apareadas si

2
(1-p)—t <1
t2n— 5
0 sea si
2 5a
n—2,5
p>1— 2 2 (5.13)
n—1,%

Se puede mostrar que tn,g tiende a za en forma mondétona decreciente
cuando n — oo. Luego se tendra que

2 5 a
A=1 t;’2>0

tendiendo a 0 cuando n — oo.

Luego, para que sea mas conveniente tomar muestras apareadas es una
condicién necesaria que p > (0. Para muestras grandes esta condicion es
practicamente suficiente ya que A se hace muy pequeno.

Sea, por ejemplo, n = 20 y a = 0.05, luego A = 0.03. Luego basta que
p > 0.03 para que el diseno apareado sea mas eficiente. Para un ejemplo
practico, ver ejercicio 3 de 5.4. Por otra parte, por (5.13) resulta que en caso
de tomarse muestras apareadas convendrd elegir los pares de manera que p
sea lo mas grande posible.
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5.5 Optimalidad de los intervalos de confianza

Sea X un vector cuya distribucién pertenece a la familia F'(x,6) con § € © C
IR y sea S(X) = [a(X), b(X)] un intervalo de confianza con nivel 1 — « para
f. Como ya lo hemos observado en 5.1, la precisién de nuestra estimacion
vendra dada por la longitud del intervalo, es decir, por L(X) = b(X) — a(X)
y por lo tanto, serd conveniente que ésta fuese lo menor posible. Como
ya lo hemos visto, L(X) es en general una variable aleatoria; luego parece
razonable como criterio para medir la bondad de un intervalo de confianza
considerar Ey(L(X)).

Luego, un intervalo de confianza con nivel 1 — «, [a(X), b(X)], puede ser
considerado éptimo si, para todo otro intervalo de confianza de nivel 1 — «,
[a'(X), b (X)] se tiene

Ey(b(X) — a(X)) < By(V'(X) —d/(X)) VOecO.

Sin embargo, igual que en el caso de estimacién puntual, es posible
mostrar que salvo ejemplos triviales no existen intervalos con esta propiedad.
La tnica forma de encontrar intervalos 6ptimos es restringir la clase de posi-
bles intervalos.

Una forma de restringir los posibles intervalos de confianza o en general
las regiones de confianza, es exigiendo la siguiente propiedad.

Definicién 1: Se dird que una regién S(X) es insesgada si
Py e S(X)) > Py(0 € S(X)) V0,0 cO.

Es decir que S(X) es insesgado si el valor verdadero 6 tiene mayor probabi-
lidad de estar en la regién que cualquier otro valor 6'.

Luego parece natural buscar el intervalo de confianza de menor longi-
tud entre los intervalos de confianza insesgados. Luego surge la siguiente
definicién:

Definicién 2: Se dird que un intervalo de confianza S(X) es insesgado de
minima longitud esperada uniformemente en  (IMLEU) con nivel (1 — «) si
a) S(X) es insesgado y tiene nivel (1 — «).

b) Sea S(X) = [a(X),b(X)]. Luego si S'(X) = [¢/(X),b(X)] es otro
intervalo insesgado de nivel 1 — «, se tiene

Eo(b(X) — a(X)) < Ey(t/(X) — d'(X)) Y0ecO.
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Se puede mostrar que los intervalos obtenidos para y cuando Xy, ..., X,
es una muestra aleatoria de N(u,o?) para el caso de o2 conocido o desco-
nocido (en Ejemplo 1 de 5.1 y Teorema 3 de 5.2) son realmente IMLEU.
También, los intervalos obtenidos para o? cuando u es conocido o descono-
cido en el Teorema 4 de 5.2 es IMLEU, si 8 y « se eligen de manera que
la longitud esperada sea minima. Se puede mostrar que para n grande es-
tos By v se aproximan a «/2 (ver [3]). Los procedimientos desarrollados
en 5.4 para encontrar intervalos de confianza para las diferencias de medias
también son IMLEU.

El estudio detallado de la optimalidad de estos procedimientos puede
verse en Pratt [2]. Estos resultados dependen de resultados relacionados con
la teoria de tests 6ptimos que puede verse en Lehmann [1].

5.6 Regiones de confianza con nivel asintético
(1—-a)

En muchos problemas estadisticos, es imposible o muy complicado encontrar
regiones de confianza con un nivel dado. En su reemplazo se pueden construir
regiones cuyo nivel sea aproximadamente el deseado, tendiendo a él a medida
que el tamano de la muestra aumenta. La siguiente definicién formaliza esta
idea.

Definicion 1: Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia F(z,0), 8 € ©. Se dice que S,,(X1,...,X,) es una
sucesion de regiones de confianza con nivel asintético 1 — « si:
nh_)IngPg(@ S Sn(Xl,...,Xn)) =1l—-«a VOeO.
El siguiente Teorema nos da un procedimiento para construir intervalos
de confianza con nivel asintético (1 — a).

Teorema 1: Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion
perteneciente a la familia F(z,0), 8 € ©. Supongamos que para cada n se
tienen definidas funciones U, = G, (X1, ..., X, 0) tales que U,, converge a U
en distribucion, donde U es una variable aleatoria con distribucion indepen-
diente de 6. Sean A y B puntos de continuidad de Fy, tales que P(A < U <
B) = 1—a. Definamos S, (X1,...,X,) =1{0: A< G,(Xy,...,X,,0) < B}.
Luego, S,(X1,...,X,) es una sucesion de regiones de confianza con nivel
asintético (1 — a).
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DEMOSTRACION:

Py(8 € Su(Xi, ..., X)) =

Luego, lim,, .o Pg(0 € Sp(X1,...,Xp)) = lim, oo Pg(A < U, < B) =
Pp(ASUL<SB)=PA<SU<B)=1-q.
Ejemplo 1: Sea X3,..., X, una muestra independiente de una distribucién
B;(0,1). Definamos:

nf(1 —0)

Sabemos por el Teorema Central del Limite que U,, converge en distribucién
a una ley N(0,1); por lo tanto, una sucesién de regiones de confianza con
nivel asintético 1 — a vendra dada por:

e

SuXtro Xy = {05 20 < Db K00
’ nf(1—0)

1=1

n 2 n
. . 2p2 ) 2 -
(ZX) +n20 2n92X2§z% nd(1 9)}
n n 2
_  02(2 2y _ 2 ,
= 0:0°(n —I—nz%) 9<2nZXZ+z% n>+<;XZ> §0}

1=1

donde ¢ y 05 son las raices de la ecuacion

n n 2
2/ 2 2 2
6%(n +nz%)—9<2nZXi+Z% n)—l—(;Xz) =0

1=1

La siguiente propiedad, que daremos sin demostracién y que es equiva-
lente a la propiedad 5 de 1.8, nos permitird encontrar un intervalo de con-
fianza maés sencillo para 6 en el ejemplo anterior.

Propiedad 1: Sea X,, una sucesion de variables aleatorias, X una variable
aleatoria y a una constante. Supongamos que X, — X en distribucion.
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Sea ademds, una sucesion de variables aleatorias Y, tal que Y, — a en
probabilidad; luego Y, X,, — aX en distribucion.

Volvamos ahora al Ejemplo 1. U,, se puede escribir

V(X - 6)

U= =0

Por otro lado, sabemos que un estimador consistente de 6 es X. Luego
1 1
—
X(1-X) 0(1—0)

en probabilidad.

Con lo cual, usando la propiedad anterior y llamando
o 0
X(1-X)
se tiene que V;, — N(0, 1) en distribucién.

Por lo tanto, un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — «, viene dado
por

n|R

2 — — —

s )

[Y—z%i' 7(1\/5_7) , X +zart—+rn = 7(1\/5_7)]

Sp( X1y, Xn) = {9;—22 <M§z

e
2

Ejemplo 2: Supongamos que se tiene una muestra aleatoria Xy, ..., X, de
una distribucién totalmente desconocida y sélo se sabe que E(Xy) = py
Var(X;) = o2 son finitos. Se quiere encontrar un intervalo de confianza para
1 con nivel asintético 1 — a.. Sea

Un = \/E(Y_ ,u)/a

Por el Teorema Central del Limite, sabemos que U, — N(0,1) en dis-
tribucion.
Por otro lado,

1 —
2 2
i X X
" n—lil( ’ )
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es un estimador fuertemente consistente de o2. Luego, s,, — ¢ en probabi-
lidad.
Con lo cual, utilizando la Propiedad 1, si

Vo= V(X — p)/sn

se tendra que
Vo — N(0,1) en distribucién.

Luego, un intervalo de confianza para u, con nivel asintético 1 — « estard

dado por

5.7 Regiones de confianza basadas en estimadores
de maxima verosimilitud

IN

n|R

z
2 Sn,

S(X1,..0 Xn) = {M;_zg < VX —p)

~ Sn Sn
= | X—22—=, X +22a—=] .
{ Zz\/ﬁ’ —I—Z2\/ﬁ]

Veamos ahora un procedimiento que nos permitira, en condiciones bastante
generales, encontrar regiones de confianza con nivel asintético (1 — «).

Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con densi-
dad f(z,0). Sabemos, que bajo condiciones muy generales (ver Capitulo 3) el
estimador de maxima verosimilitud, EMV, 0 tiene distribucién asintéticamente
normal. Mas precisamente, cuando 6 € IR bajo condiciones de regularidad,

V(0 —6) — N(0,

1
——) en distribucion,
1,(0) )

donde 1;(0) es el nimero de informacién de Fisher de X;.

Luego, si llamamos
Up = vVn/11(0) (6, — 0)

U, — N(0,1) en distribucién.

se tendra que

Por lo tanto, una regién de confianza para 6 de nivel asintdtico 1 — « estara
dada por

Sn =10 —22 </ny/11(0)(6n — 0) < 22}

(NI
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Obsérvese que éste fue el procedimiento que se usé en el Ejemplo 1 de
(5.6)(demostrarlo).

Esta region no tiene porqué ser un intervalo, y puede ser dificil de calcu-
lar. En el caso en que I;(f) sea continua, se podra obtener un intervalo de
confianza a nivel asintético (1 — «), de la siguiente forma relativamente sim-
ple: Sabemos que 0, — 0 en probabilidad, ya que el E.M.V. es consistente,
entonces si I1(6) es continua, se tiene

lim I,(8,) = I,(f) en probabilidad.

Si llamamos UF = /n\/11(6,) (6, — 0), resulta que
Ur — N(0,1) en distribucién.

Por lo tanto, un intervalo de confianza para 6 de nivel de confianza asintético
1 — a vendra dado por:

Su = {0: =22 < V11 (6n) (6 — 0) < 22}

1
ViynL@,)

Luego, bajo condiciones en que vale el Teorema de consistencia del EMV se
tiene

~
Il
[\
N
|

1
lim nL = 2za

o Q)

y bajo condiciones muy generales, también se puede mostrar que

c.t.p.

111L1r010 Vn Eg(L) = 2zg 0

Puede demostrarse que bajo condiciones muy generales, para todo intervalo
7 insesgado, con nivel asintdtico 1 — a se tendra

lim \/EEQ(L_’[) > ZZ%

n—oo

1, (0)
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donde, L7 indica la longitud del intervalo Z. Por lo tanto, los intervalos
obtenidos a partir del estimador de maxima verosimilitud pueden consider-
arse asintoticamente insesgados de menor longitud esperada.

Para ver estas propiedades en detalle, consultar Wilks [4, pp. 374-376].

Luego de la descripcion de los métodos para obtener intervalos de con-
fianza a nivel asintotico, podria pensarse en los casos que es posible encon-
trarlos en lugar de los intervalos exactos. Sin embargo, la convergencia del
nivel de confianza al valor deseado depende fuertemente de la distribucién y
podria ser necesario un tamano de muestra grande para que la aproximacién
del nivel asintético sea aceptable. En general, no se puede determinar el
tamano de muestra n para el cual la aproximacion asintética es suficiente-
mente buena usando consideraciones tedricas. En la mayoria de los casos
es necesario estudiar este problema por métodos de Monte Carlo que se
estudiaran mas adelante.

5.8 Regiones de confianza simultaneas

Supongamos que se tiene un vector aleatorio X cuya distribucién pertenece
a la familia F(x,0) y que 8 = (61,62). Ocurre a veces que se tienen regiones
de confianza para 01 y 6, por separado, es decir, se tienen S1(X) y S3(X),
tales que:

P(@l € Sl(X)) =1l—-a y P(@g S SQ(X)) =1—«

pero P(@l S Sl(X),92 S SQ(X)) <1-oq.

Luego, S1(X) x S2(X) no es una regién de confianza simultédnea de nivel
(1 — «) para (61, 6-).

Una forma de conseguir que la probabilidad simultdnea de que 6 y 65
estén en S1(X) y S2(X) respectivamente, sea al menos (1 — «) se obtiene
considerando regiones de confianza de nivel (1 — «/2) para 01 y 02, es decir,
tales que:

PoreSi(X)=1-5 y PO €5(X) =1~

| Q

Luego, si A€ indica el complemento del conjunto A,

P(0; € S1(X), 02 € S2(X) =1— P[(0; € S1(X))°U (02 € S2(X))] .
Como P(AU B) < P(A) + P(B), se deduce que

P(0 € 51(X),02 € $2(X)) > 1- 1;(915 S51(X)) = P(02 ¢ 52(X))

= 1---Z=1-a.
2 2
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Es decir, tomando regiones de confianza para cada parametro de nivel 1—a/2
nos aseguramos un nivel simultdneo mayor o igual que 1 — «. Este procedi-
miento se puede generalizar inmediatamente para el caso que se requieran re-
giones simultaneas para k—parametros. Bastara tomar para cada parametro
un regién de nivel a/k.

Ejemplo 1: Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,0?). Hemos visto que un intervalo de confianza para u de nivel 1 — a
esta dado por:

— s —
S1=|X _tn—l,%—n y X+t

S
o«

2/n]’

mientras que un intervalo de confianza para o2 de nivel 1 — « estd dado por:

P D> BYC D S S » MG D o)
2= 2 ’ 2
Xn—1,2 Xn-1,1-¢

Luego, si tomamos

S — S
f o Xt e X4t e

Sl n1,4\/ﬁ7 + 174\/5
P P NE T R o BE S

2 2
Xn-1,2 Xn-1,1-2

SF x S5 es una regién de confianza simultdnea para (u,o?) de nivel mayor o
igual que 1 — a.

El inconveniente que tiene este método es que el nivel es mayor que el
deseado, esto ofrece mas seguridad que la deseada de que los valores de los
parametros estaran dentro de la regién, pero por otra parte las regiones
resultan mas grandes que lo necesario y por lo tanto, serd més imprecisa la
determinacion de los parametros.

Obtendremos ahora en el caso normal una regién de confianza simultanea
para u y o2 de nivel exactamente igual a 1 — .

Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u, 02). Sabe-
mos que U = /n(X —p)/oy V = S?/0?, donde §% = 31" | (X; — X)? son
independientes con distribucién N(0,1) y X%—l respectivamente. Luego, se
tendra

\/H(Y—M)S 2 SS_2§ 2 )

_ < YV
P( 28 < - 205 Xp_q1-8
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¥ 2
= P <—Zé VX Z@) P (Xn_l -8 = S_z <X, ﬁ)
2 o 2 T3 o )
= (1-91-5=0-p)
Tomemos 3 =1 — (1 — a)'/2, entonces (1 — )% = (1 — a); luego

n(X — 52
VX —p) L M}

D@

Sp = {(,u,a2) D=2z

es una regién de confianza simultdnea para (u,c?) de nivel 1 — a. Para
estudiar la forma de S,, podemos escribir

¥ 2 2 2
n(X — S S
Sp =4 (1, 02) : (zZN) <o?, _ o2 < .
g Xn—l,g Xn—1,1—§
La condicién o )
n(X —p)

nos indica la regién del plano (u,02), por encima de la pardbola
02 =n(X — p)?/2% y la condicién
3

52 52
<git< 2
x> I
n-1,2 n-1,1-2

indica la franja horizontal comprendida entre las rectas horizontales
2 _ q2/,2 27,2
=5 e YOS e

2
5.9 Cotas superiores e inferiores de confianza

En los ejemplos vistos anteriormente interesaba conocer el parametro desco-
nocido con la mayor precisién posible y para este propdsito lo mas adecuado
era construir intervalos de confianza de longitud tan pequenia como era posi-
ble. En esta seccién, estudiaremos otro tipo de regiones de confianza que
surgen naturalmente cuando se estd interesado en conocer una cota superior
o inferior del parametro.

Consideremos el siguiente ejemplo. En el Departamento de Control de un
laboratorio se recibe un frasco con cierta droga que puede contener alguna
impureza indeseada.
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Supongamos que se hagan n mediciones de la concentracién de la im-
pureza, las que estdn afectadas de un error, luego se observan Xi,..., X,
donde

Xi:N+Ei7 1<1<n

donde g es el valor verdadero de la concentracion de la impureza y los ¢;
son variables aleatorias N(0,0?) independientes. Luego Xi,..., X, es una
muestra de una distribuciéon N (u, o2).

En este caso, sélo se estara interesado en determinar si la droga es acep-
table o no, y para esto mas que un intervalo de confianza interesard tener
una cota superior i(X), (X = (Xq,...,X,)) tal que la probabilidad de que
uw < m(Xy,...,X,) sea alta. De esta manera se tendria acotada con proba-
bilidad grande la concentracién de impureza de la droga.

Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicion 1: Sea X un vector cuya distribucién pertenece a la familia
F(x,0), donde § € © C IR. Se dird que 6(X) es una cota superior de
confianza con nivel de confianza (1 — a) para 6 si P((X) > 0) =1—a o
sea si (—o0,0(X)] es una regién de confianza de nivel 1 — a. A este tipo de
regién de confianza semirrecta izquierda se denomina también intervalo de

confianza unilateral izquierdo con nivel 1 — .

Definiciéon 2: Sea X un vector cuya distribucion pertenece a la familia
F(x,0) con § € © C IR. Se dird que #(X) es una cota inferior de confianza
con nivel de confianza 1 —a si P(8(X) < 0) = 1—a, o seasi [§(X), o0) es una
regién de confianza de nivel 1 — a. A este tipo de regién la denominaremos
intervalo de confianza unilateral derecho.

El siguiente Teorema nos da un procedimiento general para obtener cotas
superiores e inferiores de confianza con nivel 1 — «.

Teorema. Sea X un vector aleatorio cuya distribucion pertenece a la familia
F(x,0) conf € © C IR. Sea G(x,0) una funcion estrictamente mondtona en
0 y tal que U = G(X, 0) tiene distribucién independiente de 6. Consideremos
Ay B tales que P(U < A)=ay P(U > B) = a.

(a) Si G(x,0) es creciente y continua en 6, las cotas superiores e inferior
con nivel de confianza 1 — « vienen dadas respectivamente por las
soluciones a las siguientes ecuaciones

GX,0X)=B y GX§X)=A.
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(b) Si G(X,0) es decreciente y continua en cambio §(X) y §(X) vienen
dadas respectivamente por

GXIX)=A y GXX)=D8.

DEMOSTRACION: La haremos sélo para el caso que G(x,6) es creciente en
0 y para la cota superior. En este caso §(X) estd definida por

G(X,8(X)) =B

G(X,0(X)))
B

B0 <B(X)) = Py(G(X,0)

IA A

Ejemplo 1: Supongamos que como en el ejemplo de la droga, donde se
queria medir la concentracién de impureza, X = (X7,..., X,,) es una muestra
aleatoria de una distribucién N(u,o?) y supongamos que o2 sea conocido.

Luego,
X —
U=GX,pu) = M
tiene distribucién N(0,1). Por lo tanto, en este caso A = —z4 y B = 24.

Luego, como G(x, i) es decreciente en p se tendra que las cotas superiores
e inferiores de confianza de nivel de confianza 1 — a se obtendran de la
siguiente forma.
Sean 7i(X) y p(X)) definidas por

V(X — (X)) V(X — p(X))

= —Za’ = Za
o o
es decir, despejando se obtiene
— o — (o
(X)) =X+ z,— u(X) =X — 24

vn Vi

Ejemplo 2: Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,0?) y supongamos o2 desconocido; luego sabemos que

= o = VI
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tiene distribucién 7,,_1.
Luego, procediendo como en el Ejemplo 1, obtendremos como cota supe-
rior e inferior de confianza con nivel 1 — «

ﬁ(X) =X+ tn—l,% (X) =X - ZL/n—l,

S+

o3
2

S
%7 Yy 1

5.9.1 Comparacién de cotas superiores e inferiores de con-
fianza

Asi como en el caso de intervalos de confianza interesaba que tuviesen longi-
tud lo maés corta posible, cabe preguntarse como seria deseable que fuesen las
cotas superiores e inferiores. Planteado de otra manera, dadas por ejemplo
dos cotas superiores 01(X) y 02(X), existe algtin criterio para compararlas
y concluir por ejemplo que una es mas conveniente que otra? Andlogamente
en el caso de cotas inferiores.

Como en el caso de cota superior se tiene controlada la posibilidad que
0(X) esté por debajo de 6, ya que esto sélo puede suceder con probabilidad
a, el riesgo no controlado es que §(X) sobrevaliie # muy por encima de lo
necesario. Esta sobrevaluacién que la llamaremos C'(X, @) estard dada por

C(X,H):{ S(X)—H si g(X) >0

Luego parece razonable buscar cotas superiores que minimicen Ey(C(X,#))
uniformemente en 6.

Del mismo modo en el caso de cotas inferiores, se puede definir la sub-
valuacién por

0—0(X) sif>0(X)
D(X’Q):{o sion(X)

y en este caso interesard minimizar Fy(D(X,#)) uniformemente en 6.
La teoria de la optimalidad de las cotas de confianza se deriva de la teoria
de optimalidad de los tests y por lo tanto se pospone hasta el Capitulo 6.
Solamente diremos que contrariamente a lo que sucedia con intervalos de
confianza, existen en casos no triviales cotas uniformemente éptimas. Por
ejemplo, los procedimientos derivados en el Ejemplo 1 tienen esta propiedad.
En el caso del Ejemplo 2, no existen procedimientos uniformemente éptimos.
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De todos modos los procedimientos derivados en ese ejemplo son uniforme-
mente 6ptimos si se restringe al conjunto de procedimientos insesgados. (Una
cota es insesgada si su intervalo de confianza unilateral asociado es una region
de confianza insesgada.)
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