Chapter 6

Tests de Hipotesis

6.1 Introduccion

El test de hipétesis es una manera formal de decidir entre dos opciones, o
sea, es una manera de distinguir entre distribuciones de probabilidad en base
a variables aleatorias generadas por una de ellas. Veamos un ejemplo para
tener una idea de lo que significan.

Ejemplo 1. Supongamos que un comerciante debe comprar un carga-
mento de N manzanas. El comerciante ignora qué parte del cargamento no
se encuentra en buen estado. Como inspeccionar todo el cargamento es muy
costoso, decide elegir al azar una muestra de n manzanas.

Sea X el nimero de manzanas en mal estado que observa en la muestra.
Luego si D es el niumero de manzanas en mal estado que hay en el carga-
mento, se tiene que la distribucién de X es hipergeométrica y su funcién de
probabilidad puntual estd dada por

(2) ()
p(z,D) = ! ( Nn)x si max(0,D — N +n) <z < min(n, D)

y D puede tomar valores en el conjunto © = {0,1,2,...,N}.

Supongamos que se hubiese convenido que el cargamento deberia tener
no mas de Dy manzanas en mal estado. Luego, en base a la variable X, que
el comerciante observa, debe decidir si el cargamento satisface los requisitos
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convenidos. Es decir, debe decidir entre dos alternativas
DE@lz{O,l,...,Do} (¢} DE@QZ{D0+1,...,N}

Esto puede ser expresado como que el comerciante debe decidir entre dos
hipdtesis:
H:Deo, contra K:Deo,

y esta decision debe hacerla a partir del valor observado X.

Un test sera una regla de decisién basada en X. Esto puede ser expresado
matemdticamente como una funcién ¢(X) que toma dos valores: 1y 0. 1
significard que rechaza H y por lo tanto acepta K y 0 que acepta H.

Supongamos por ejemplo que N = 1000, n = 100 y Do = 150. Un posible
test estd dado por:

1 siX>15
“Ol(X):{ 0 siX<15.

De acuerdo con este test se rechaza el cargamento, es decir, se decide que
D € O4 si se observa en la muestra més de 15 manzanas en mal estado. Si
se quisiera usar un test mas seguro para el comprador (en el sentido de que
la probabilidad de aceptar un cargamento con méas de 150 manzanas en mal
estado sea menor) se podria usar, por ejemplo,

1 siX >5h
9”2(X):{ 0 siX<5.

Por ahora, no tenemos ningun criterio para elegir entre dos tests, ni entre
los muchos otros que podrian definirse. En los péarrafos siguientes atacaremos
el problema de definir criterios para comparar diferentes tests, y el de elegir
un test 6ptimo.

Ejemplo 2. Supongamos que para curar una determinada enfermedad se
emplea una droga que cura la enfermedad con una probabilidad 6y conocida.
Se ha obtenido una nueva droga y se quiere determinar si vale la pena cambiar
la droga. Para ello se prueba la nueva droga con n pacientes obteniéndose
los resultados Xi,...,X,, donde X; = 1 indica que el i—ésimo paciente se
cur6 y X; = 0, que no se curd. Sea 6 la probabilidad de curar de la nueva
droga, la cual no es conocida.
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Se estd dispuesto a cambiar de droga si la nueva droga es tal que 6 >
0 + 0.05, es decir si esta dltima cura al menos un 5% més de pacientes que
la vieja. Luego, se tiene que decidir entre dos hipdtesis:

H:0<0,+005 y  K:0>60)+0.05

Un test serd una funciéon ¢(Xi,...,X,) que toma valores 1 6 0.
o(Xq,...,X,) = 0indicard que aceptamos H, es decir, no se contintia usando
la droga vieja.

Para ejemplificar, supongamos que 6y = 0.8 y n = 100. Un posible test
seria

1 osi 190X, >85
@(le s 7Xn) =
0 si YI%X;<85.

Este test acepta K, es decir, cambia de droga si 85 pacientes o mas
resultan curados.

Si se quisiera ser mas conservador, es decir, estar mas seguro que la droga
tiene la probabilidad de curar mayor que 0.85 antes de tomar la decisién de
cambiarla, se podria usar el test

1 si 1% X; > 90
C,D(Xl, e ,Xn) =
0 si 21X, <90.

6.2 Formulacion general del problema del test de
hipotesis

Supongamos que se obtiene un vector aleatorio X = (X1, ..., X;,) cuya funcién
de distribucién pertenece a la familia F'(x,0) con 8 € © C IRP. Sean O; y
O, tales que ©1 N Oy = y ©O1 UOy = O. Un test para este problema sera
una regla basada en X para decidir entre las dos hipétesis

H:0c06, contra K:0ec0,

Definicién 1. Se llama test a una funcién ¢ : IR" — [0, 1].
Se dice que un test ¢ es no aleatorizado si toma solamente los valores 0
6 1.
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Cuando ¢(X) = 1 se rechazara la hipétesis H y por lo tanto, se aceptara
K. En cambio, ¢(X) = 0 indicard que se acepta H.

Si el test toma valores distintos de 0y 1 se dice que es un test aleatorizado.
En este caso, el valor ¢(x) indica con que probabilidad se rechaza H si se
observa X = x, es decir, p(x) = P(rechazar H|X = x)

Por ejemplo, ¢(X) = 1/2 indicara que si observamos el vector X debemos
rechazar H con probabilidad 1/2, es decir, podriamos tirar una moneda y si
saliera ceca aceptarla, (X) = 1/6 indicard que si observamos X debemos
rechazar H con probabilidad 1/6; en este caso podriamos tirar un dado; si
saliese 1 rechazariamos H y en los demas casos la aceptariamos.

La aleatorizacién introduce en la decisién un elemento extrano al fenéme-
no estudiado, como el lanzamiento de una moneda o un dado, con que hemos
ejemplificado. Por lo tanto, se evitan en lo posible los tests aleatorizados en
los casos practicos. Sin embargo, desde el punto de vista tedrico, conviene
como se vera, admitir la posibilidad de tests aleatorizados.

En la mayoria de las situaciones, los tests vienen dados como funciones
de un estadistico, llamado estadistico del test, que, por ejemplo, como en el
caso de la seccién anterior, sirven para rechazar H para valores grandes. En
general, el estadistico del test sirve para medir la diferencia entre los datos
v lo que se espera de ellos bajo H.

Definicion 2. La region critica R, de un test ¢, es el conjunto de puntos
X que llevan a la decisién de rechazar H y la regidn de aceptacion A es el
conjunto de puntos X que llevan a aceptar H.

Dado un test para un problema de test de hipdtesis se podra incurrir en
dos tipos de error.

Definiciéon 3. Se llamard error de tipo 1 al que se comete al rechazar la
hipétesis H, cuando es verdadera. Se llamara error de tipo 2 al que se comete
al aceptar H, cuando esta hipétesis es falsa.

Luego, para un test no aleatorizado, la probabilidad de cometer un error
de tipo 1 serd Pg(R), cuando § € ©;. Mientras que la probabilidad de error
de tipo 2, serd Pg(A) = 1 — Pg(R), cuando 0 € O,.

Ejemplo 1 (donde se visualiza la necesidad de introducir tests aleator-
izados). Supongamos que una empresa automotriz sostiene que domina la
mitad del mercado, esto es que la mitad de los compradores de automéviles
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se deciden por alguno de los modelos fabricados por ella. Se desea testear si
la afirmacién hecha por la empresa es exagerada o no.

Supongamos que se toma una muestra de compradores que, para facilidad
en los célculos, consideraremos de tamafio n = 6.

Las hipdtesis en cuestion son:

H:0=1/2 contra K:0<1/2

donde 6 es la probabilidad de que un comprador tomado al azar compre un
automovil de la empresa.

Consideremos para cada comprador i, la variable X; tal que X; =1 si el
comprador se decide por un auto fabricado por la empresa; X; = 0 en caso
contrario. Luego, cada X; tendrd distribucién Bi(0,1).

Supongamos también que se quiere tener una probabilidad de error de
tipo 1 de 0.25, es decir que la probabilidad de rechazar H cuando es verdadera
es del 25%.

Pareceria intuitivo considerar un test de la forma

1 si X <k
"”’“(X):{o si X >k

Consideremos los test @2 v 3. Veamos que ninguno de ellos satisface la
exigencia planteada para el error de tipo 1.

Suponiendo que las decisiones de los compradores son independientes
entre si, T = Y.9_| X;, tiene distribucién Bi(6,6).

Calculemos la probabilidad de error de tipo 1 para ambos tests. Para
ello usaremos la tabla de la distribucién Bi(6,1/2).

t 0 1 2 3 4 5 6
P (T =t) 1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Por lo tanto,

Pi(po=1)=P1 (T <2)=7/64 <0.25

2

Py(p3 =1) = Py (T < 3) = 22/64 > 0.25

Resulta claro entonces que no podremos elegir un test en la familia de
tests no aleatorizados ¢y con un error de tipo 1 igual a 0.25.
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Tendria sentido, en esta situacién, plantearse un test de la forma

1 siT <2
eX)=19 v siT=2
0 siT > 2

y tratar de elegir v de forma tal que tenga el error de tipo I deseado. Para
€so se requiere

P1((,D(X):1):P% (T<2)+’7P% (T:2)20.25.

3
Luego, se deberd cumplir

7 15
@ + 6_4 = 0.25,
o sea v = 3/5.

Una forma de efectivizar el test, en este caso, podria ser la siguiente.
Cuando se observa que T' < 2, se rechaza H; cuando se observa que T > 2,
se acepta H; cuando se observa T = 2 se colocan en una urna tres bolillas
rojas y dos bolillas negras y se extrae una al azar; si resulta roja se rechaza
H y si no se acepta.

Notemos que si en lugar de pedir que la probabilidad de error de tipo 1
sea 0.25 hubiésemos pedido que fuera 0.10; el test hubiera resultado de la
forma

1 siT <1
" (X)=1¢ 0.9 siT =1
0 siT>1

O sea, cuanto mas exigentes somos respecto del error de tipo 1, mas estricta
es la cota dada para el estadistico del test.

Debemos destacar que en este ejemplo, y en los anteriores, el test se
basa en un estadistico cuya distribucién es conocida cuando H es cierta.
Conocer esa distribucién hace posible definir la regién de rechazo que tendra
probabilidad « prefijada bajo H. El valor elegido como cota o punto de corte,
para tomar la decision, se llama valor critico y por lo tanto, separa la regién
de aceptacion de la regiéon de rechazo.

Volvamos al problema general de test de hipdtesis planteado al comienzo
de esta seccién. Sea H: 8 € ©1 y K : 6 € O9; sea p(X) un test para estas
dos hipdtesis. Entonces
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Definicién 4. Se llama funcion de potencia del test p(X) a la funcién
B,(8) = Pg(rechazar H),

donde Py indica la probabilidad cuando 6 es el valor verdadero.
En el caso que ¢ es un test no aleatorizado se tiene

Bp(8) = Py(p(X) = 1) = Eg(¢(X)) -

Si ¢ es aleatorizado, ¢(X) puede interpretarse como la probabilidad de
rechazar H, condicional a observar X; luego se tiene

¢(X) = P(rechazar H|X)
y resulta
B,(0) = Pg( rechazar H) = Eg(P( rechazar H|X)) = Eg(¢(X)) .
Por lo tanto, en todos los casos se tiene

B.(0) = Eg(p(X)) .

Expresemos ahora las probabilidades de los errores de un test en términos
de $,(0)

e La probabilidad que ocurra un error de tipo 1 serd 3,(0) para 6 € ©;.

e La probabilidad que ocurra un error de tipo 2 serd (1 — 3,(0)) para
0 c O,.

Un buen test debera tener errores de tipo 1 y 2 pequenos, y por lo tanto
debe tener una funcién de potencia (3,(0) que tome valores cercanos a 0 para
0 € ©1 y valores cercanos a 1 para 6 € 0.

En realidad, no podemos hacer ambos errores pequenos simultaneamente.
Maés atn, para un tamano de muestra dado para que decrezca la probabilidad
de que ocurra un error de tipo 1, debemos aumentar la probabilidad de que
ocurra un error de tipo 2 (o sea disminuir la potencia). Si queremos que
ambos sean pequenos debemos aumentar la cantidad de observaciones.

Por ejemplo, en el Ejemplo 1, el test ¢* cumplia G,«(1/2) = 0.10. Por
otra parte, se verifica que B,+(0) = (1 — 6)® +5.46(1 — 6)®, con lo cual
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tenemos la tabla siguiente que da la funciéon de potencia del test ¢* para
algunos valores de 6 € [0,1/2]

0 0O 005 01 015 02 025 03 035 04 045

Be+(0) 1 0.944 0.85 0.736 0.616 0.498 0.389 0.295 0.215 0.149

Como vemos, la funcién de potencia de p* es una funcién decreciente de
6 en el intervalo [0,1/2] que tiende a 1 cuando 6 — 0 y tiende a 0.1 cuando
6 — 1/2. Es decir, la probabilidad de error 2 tiende a 0 cuando § — 0 y por
lo tanto, se logran detectar bien alternativas lejanas a la hipotesis H.

0.5

0.1

Para los procedimientos que daremos 1—P(error de tipo 1) > P(error de tipo 2).

El objetivo serd encontrar procedimientos con la menor probabilidad de tipo
2, fijada la probabilidad de tipo 1, es decir, buscaremos procedimientos con
potencia grande para 6 € Os.

6.2.1 Nivel de significacion de un test

La teoria clasica de test de hipdtesis considera que el error de tipo 1 es mucho
mas grave que el error de tipo 2. Es decir, la situacién de las hipétesis H y K
no es simétrica; es mucho mas grave rechazar H cuando es cierta que acep-
tarla cuando es falsa. Esto significa que se debe tener mucha evidencia sobre
que H es falsa antes de rechazarla. Se observa en el Ejemplo 2 de la seccion
1, que esta simetria corresponde a una situacién real, puesto que antes de
cambiar de droga, es decir rechazar H, habria que tener un grado de certeza
muy alto respecto de que la nueva droga es mejor que la primera. Desde
ahora en adelante H se denominara hipdtesis nula y K hipdtesis alternativa.

Veamos un ejemplo que servird para fijar ideas y clarificar la mecénica

de eleccién de H

Ejemplo 1. Supongamos que se quiere decidir si un paciente tiene o no tu-
berculosis, para proceder, en caso afirmativo, a suministrarle un tratamiento
adecuado. Tendremos entonces dos hipotesis:

(A) El senor W estd tuberculoso;
(B) El sefior W no esta tuberculoso.

Es claro que el médico responsable de la decisién considerard mucho mas
grave rechazar (A) cuando es cierta, que rechazar (B) cuando es cierta (esto
es lo mismo que aceptar H cuando es falsa), puesto que en el primer caso
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se expone al paciente a una agudizacion grave de su enfermedad, mientras
que en el segundo se le aplicard un tratamiento que no necesita y cuyas
consecuencias nunca seran comparables con el dano de no tratarlo estando
enfermo.

Luego la hipétesis nula serd H : “El senor W estd tuberculoso”; y la
alternativa K : “El sefior W no esta tuberculoso”.

Como dijimos mds arriba, supondremos que el error de tipo 1 (rechazar
H cuando es cierta), es el mas grave. Por lo tanto se va requerir que el
error de tipo 1 del test a utilizar no sea mayor que un nimero 0 < a < 0.5
prefijado. Este niimero « es generalmente pequeno (entre 0.01 y 0.10) y se
lo determina de acuerdo a la importancia del error de tipo 1. La siguiente
definicién formaliza este concepto.

Definicion 5. El nivel de significacion de un test ¢ estd definido por

a= sup By(p)
Oco,
Luego, « es el supremo de la probabilidad de cometer un error de tipo 1.

Por lo tanto, fijado «, se buscara un test que tenga nivel de significacién
menor o igual que a. Un test con estd propiedad asegurara que la probabili-
dad de rechazar la hipdtesis nula H, cuando esta es cierta, no sea mayor que
Q.

Como existen muchos tests que tienen nivel de significacién menor o igual
que « para un problema determinado, debemos dar un criterio para elegir
uno entre todos ellos. Resulta natural elegir entre todos los tests con la
restriccién de que su nivel de significacién sea menor o igual que a aquel
que tenga menor probabilidad de error de tipo 2. Esto motiva la siguiente
definicién.

Definicion 6. Consideremos un problema general de test de hipétesis donde
se observa un vector X con distribucién F'(z,80),con 8 € ©, y se tiene que
decidir entre las hipétesis H: 8 € ©1 y K: 8 € ©3. Diremos que un test ¢
es el test mds potente de nivel menor o igual que « para una alternativa fija
05 € Oy si

(a) supgcg, B(0) < a, es decir si ¢ tiene nivel de significacién menor o
igual que «

(b) Dado otro test ¢* de nivel menor o igual que « entonces se tiene

Bo(02) < B,(02)
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Es decir, la probabilidad de error cuando @ es el verdadero valor es menor
para el test ¢ que para cualquier otro ¢* de nivel menor o igual que « (o
sea, (1— B,(82)) < (1 — B+(8)) ).

Es claro que si cambiamos la alternativa 3 € ©9 por otro 8, € Os, el test
més potente para esta 65 no tiene porque coincidir con el correspondiente a
0-. Por ejemplo, si se quiere testear H : = pg contra K : u # pg, para una
distribucién N (p, 08) con 03 conocida, resultard

O1={po} ; Oa={p€R:p+ po}.

Si se toma una alternativa fija p1 < po, el test mas potente de nivel « para
esta alternativa no coincide con el test mas potente para una alternativa
Lo > g, como veremos mas adelante.

Definicion 7. Diremos que un ¢ es un test uniformemente mds potente,
UMP, de nivel menor o igual que o para H : 8 € ©1 contra K : 8 € O,
si ¢ es el mas potente de nivel menor o igual que o para todo 82 € Oo, es
decir, si el mismo test es optimo cualquiera sea la alternativa fija 8 € Oq
considerada.

Lo ideal serfa encontrar (cuando existan) tests uniformemente més po-
tentes de nivel menor o igual que a. Estudiaremos casos donde estos tests
existen y otros donde no. En estos ultimos habrd que elegir otros criterios
para seleccionar el test a usar.

Definicion 8. FEl nivel critico o p-valor es el menor valor de significacion
para el que rechazamos la hipdtesis H para una observacién dada x.

En el Ejemplo 1 de la seccién 2, por ejemplo si observamos X = 2 el
p-valor del test {¢x} que rechaza para valores pequenos de T', serd p = 7/64.

Prefijado el nivel de significacién «, y evaluado el p- valor, p, del test
utilizado, rechazaremos H si p < .

A esta altura, la logica de los tests puede parecer mas clara. Es un
argumento por contradiccién destinado a mostrar que la hipdtesis nula lleva
a conclusiones absurdas y que por lo tanto, debe ser rechazada.

Supongamos que para un conjunto de datos dado, se evalia el estadistico
del test y se obtiene un p—valor de 0.001. Para interpretarlo, debemos pensar
que la hipotesis nula es cierta e imaginamos a otros investigadores repitiendo
la experiencia en idénticas condiciones. Kl valor 0.001 dice que sélo un
investigador de cada 1000 puede obtener un valor del estadistico tan extremo
como el obtenido. Por lo tanto, la diferencia entre los datos y lo que se espera
de ellos bajo H no puede atribuirse meramente a variaciéon aleatoria. Este
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hecho lleva a una contradiccién y por lo tanto, a abandonar nuestra hipotesis
de que H era cierta.

Es tentador pensar que el p—valor da la probabilidad de que H sea cierta,
pero no es asi. No importa cuantas veces se repita el experimento, H sera
siempre cierta o siempre falsa. Es decir, el nivel critico da la probabilidad
de obtener evidencia en contra de la hipétesis nula suponiendo que ésta sea
cierta. Por lo tanto, cuanto menor sea el p-valor més evidencia en contra de
H tenemos, suponiendo que H es cierta.

6.3 Tests optimos para el caso de hipdtesis simple
contra hipdtesis simple

El caso més simple de problema de test de hipdtesis es la situacion donde
©1 y O9 contengan cada uno un elemento. En este caso, se dice, H y K son
hipotesis simples.

Si ©4 tuviera mas de un elemento, H se llamara hipdtesis compuesta, y
lo mismo vale para K en relacién a ©s.

En el caso en que H y K sean simples, un problema de test de hipdtesis
serd de la forma

H:0=0, contra K:0=0,

Supongamos que X sea un vector discreto (o continuo) bajo 61 y 83 y que
las funciones de densidad correspondientes sean p(x,01) y p(x,63). Luego,
intuitivamente, parece razonable rechazar H si la “probabilidad” de obtener
el valor observado x bajo 85 es grande comparada con la “probabilidad” de
obtener x bajo 61, es decir, cuando

o p(X, 02)
Ly =—F5

p(X7 01)
donde k, es una constante que depende del nivel a. Por lo tanto, se podria
pensar en construir un test de la forma

> ka

1 si Loy > kg
o(X) =< 7a si Loy = kg
0 si L21 < ka

o equivalentemente,

1 si p(x,02) > ko p(x,61)
X)) =4 Yo sip(x,02) = kqp(x,61) (6.1)
0 sip(x,03) < ko p(x,61)
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donde 0 < 7, < 1, correspondiendo el caso k, = 400 al test

1 si p(x,01) =0

P(X) = { 0 sip(x,0;1)>0 (6.2)

que tiene nivel 0.
Si queremos que el test (6.1) tenga nivel o debemos elegir k, y [, tales
que se cumpla

Fp, (¢(X)) = a. (63)

Notemos que entonces, en este tipo de test k, es una funcién decreciente
de a.

Un test de la forma (6.1) se llama test del cociente de verosimilitud. El
siguiente teorema establece que se pueden elegir k, y 7, de manera que
se cumpla (6.3) y que usando estos valores en (6.1) se obtiene un test més
potente de nivel menor o igual que . Sin embargo, los tests de la forma (6.1)
no garantizan la unicidad y es por ello, que para obtenerla le permitiremos
a v, depender de x.

Teorema 1 (de Neyman—Pearson)

(i) Dado 0 < o <1 se pueden elegir kg y Yo, 0 < 7o < 1, tales que el test
de la forma (6.1) satisfaga (6.3).

(ii) Sea un test de la forma (6.1) que satisface (6.3) para o > 0 y de la
forma (6.2) para a = 0. Luego ese test es el mds potente de nivel
menor o igual que « para

H:0=0, contra K:0=0,.

(iii) Si ¢* es un test uniformemente mds potente de nivel a > 0 para
H:0=6, versus K :80 = 0, entonces ©* es de la forma

1 si p(x,02) > kq p(x,01)
P(X) =1 Yalx)  sip(x,02) =kqp(x,61) (6.4)
0 si p(x, 02) < ko p(x,01)

excepto quizds en un conjunto N tal que Pg (N) = Py, (N) = 0.

Si ¢* es un test uniformemente mds potente de nivel 0 para
H:0 = 0, versus K :0 = 03 entonces ¢* es de la forma (6.2)
excepto quizds en un conjunto N tal que Pg (N) = Py, (N) = 0.



6.3. HIPOTESIS SIMPLE CONTRA HIPOTESIS SIMPLE 13

DEMOSTRACION: (i) Si @ = 0 el test (6.2) tiene nivel 0. Sea entonces,
0<a<l.

Extendamos la definiciéon de la variable aleatoria Loj al caso en que el
denominador es 0,

px03)
Loy =< p(x,01) si p(x,01) >0
! st p(x,81) =0
Luego,

Eg (p(X)) = Pg, (Lar > ko) +7Pg (L = ka)
= 1—P01(L21 Ska)+7aP01(L21 :k‘a)

Si existe una constante kg tal que Pel(Lgl < ko) = a tomamos k, = ko y
Yo = 0. En caso contrario, siempre existe kg tal que

P01 (L21 < k?(]) <l—-a< Pol(Lgl < k‘o) (6.5)
y se cumple, P01(L21 = ko) > 0. Definamos ko, = ko y

Py (La1 < ko) — (1 —«a)
Py (L1 = ko)
Luego, por (6.5) 0 < 7, < 1y ademés Eg (¢(X)) = o

Yo =

Demostraremos (ii) en el caso continuo, el caso discreto es andlogo reem-
plazando las integrales por sumatorias. Supongamos que ¢ sea de la forma
(6.1) y satisfaga (6.3). Luego, por satisfacer (6.3) su nivel es igual a a.

Para mostrar que ¢ es el test mas potente de nivel menor o igual que
«, s6lo falta mostrar que dado otro test ¢* de nivel menor o igual que « se
tiene

Bp(02) > Bp(02) (6.6)

(a) Supongamos primero « > 0 con lo cual k, < 0o en (6.1). Sea ¢* de nivel
menor o igual que a. Consideremos la expresiéon

U(x) = [p(x) = " (x)] [p(x, 02) — ka p(x,601)] - (6.7)

Mostraremos que U(x) > 0.
Supongamos primero que

p(X, 02) > kocp(x701) .
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Luego, de acuerdo con (6.1), se tendra ¢(x) = 1y por lo tanto ¢(x) > ¢*(x),
de donde, U(x) > 0.

Si p(x,02) = ko p(x,01), es claro que U(x) = 0.

Finalmente, si

p(X, 02) < kap(x701) )

entonces usando nuevamente (6.1), ¢(x) = 0, con lo cual ¢p(x) < ¢*(x) y
por lo tanto U(x) > 0.
Resulta entonces que

J1600) = 9" () (0, 02) — ko plx, 1) dx = [ U(x)ax 2 0.

Por lo tanto,

[ 66 = & (0lx, Oa)ix = i [(9(x) — " (0)plx, 01)dx
o equivalentemente,

Bp(02) — Bp+(02) > ka(B,(61) — B, (01)) -

Por (6.3) se tiene (3,(61) = «, como ¢* es un test de nivel de significacién
menor o igual que «, B,+(61) < o, y entonces resulta

B(01) — B (61) > 0

con lo cual,

6<p(92) > 530* (02) .

Esto demuestra que ¢ es el test més potente de nivel de significacion menor
o igual que « si su nivel no es cero.

(b) Si @ =0, como el test dado por (6.2) tiene nivel cero queremos ver que
dado ¢* con nivel 0 se cumple (6.6). Como ¢* tiene nivel 0,

/(p*(x)p(x, 01)dx =0.

Por lo tanto, ¢*(x) = 0 en el conjunto {x : p(x,01) > 0} excepto quizés
en un conjunto de medida 0. Por lo tanto, como ¢(x) = 0 si p(x,01) >0y
o(x) =1 si p(x,01) = 0 se tiene
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Bo(02) = Bp+(02) = Eg,(0(X)) — Eg, (9" (X))

/ (6(X) — " (X)) plx, 82)dx
{x: p(x,91):0}

* /{x:p(x,01)>0} [(’D(X) o (’D* (X)] p(x, 02)dX

1 —¢"(X)]p(x,02)dx > 0.
/{X:p(x,el)zo}[ (X)]p( 2)

(iii) Haremos primero el caso aw = 0. Sea ¢ el test de la forma (6.2) y
©* un test de nivel 0. Hemos visto que entonces ¢*(x) = 0 en el conjunto
{x : p(x,01) > 0} excepto quizds en un conjunto A7 de medida 0. Luego,
Py (N1) = Py, (N1) =0y ¢*(x) = p(x) en {x : p(x,01) >0} — N7,

Falta ver que ¢*(x) = ¢(x) =1 en {x : p(x,01) = 0} excepto quizds un
conjunto de medida 0. Como

Eg,(¢(X)) = Eg, (¢"(X))

se cumple

/ [P(X) — " (X)] 3. 021
{x: p(x,gl):O}

* /{x:p(x,01)>0} [(P(X) o (‘D* (X)] p(x, 02)dx

/ 1 " (X)) plx, B2)cx
{x: p(x,gl):O}

Pero ¢p* < 1 luego el integrando es no negativo y la integral es cero si y solo
si * = 1 en el conjunto {x : p(x,01) = 0} N {x : p(x,02) > 0} excepto
quizds en un conjunto Ny de medida 0. Luego si

N=NMUNyU({x: p(x,01) =0} N{x: p(x,02) =0})
se tiene Py (N) = Py (N) =0y ¢*(x) = p(x) para x ¢ N.

Supongamos ahora a > 0. Sea ¢* un test de nivel o uniformemente
més potente para H versus K y ¢ el test dado por (6.1) que también es
uniformemente mds potente para H versus K por lo visto en (ii). Luego se
cumple

Eg (p(X)) = Eg, (¢"(X)) v Eg,(p(X)) = Eg,(¢"(X))  (68)
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Por otra parte, la funcién U(x) definida en (6.7) es no negativa y por (6.8)
JU(x)dx = 0. Luego, U(x) debe ser nula excepto en un conjunto A de
medida 0. Es decir, (p(x) — ¢*(x))(p(x,02) — ko p(x,01)) = 0 para x ¢ N.
Por lo tanto, ¢(x) = ¢*(x) en el conjunto {x : p(x,03) # ko p(x,01)} NN®
de donde el resultado.

Observacién. Si Lo; es una variable continua no hay que preocuparse por
Yo, ya que P(La; = kq) = 0.

Ejemplo 1. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a N (u, 0(2]) donde 0(2] es conocido, y supongamos que se quiere
decidir entre H : © = py contra K : p = po. Supongamos primero que
o > 1. En este caso, el test més potente rechaza H si

p(X1,. .., X p2)
p(X1,. .o, X5 )

donde p(X7i,...,X,; ) indica la densidad conjunta de X = (Xq,...,X,)
cuando X; tiene distribucién N(u,o3). Luego, p(X1,...,X,) = 1 si

> ka

(2 7-(-0—0)—”/26—2?:1(Xi—ﬂ2)2/203

(2 7T0'0)_”/2e_z?:1(Xi—u1)2/2ag

Ly = > ko

osea p(Xi,...,X,)=1s5i

eIy (Ximp2)? (203 + 51 (Xi=2)?/208 > |

o equivalentemente, o(Xi,...,X,) =1si
n n
— Z(XZ — ,u2)2 + Z(XZ — ,u1)2 > 20’8 Ink, .
i=1 i=1

Desarrollando el primer miembro de esta desigualdad, se tiene que
o(X1,...,X,)=1si

n
2(pg — 1) ZXi > 208 Ink, +nu3 —ny?t .
i=1

Como pg — p1 > 0, se tiene que ¢(Xi,...,X,) =15si

n

ZXi > 208 In ko, + npd — np?
i=1 2(#2 - Ml)
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pero el segundo miembro de esta desigualdad es una constante, llamémosla
K .
Luego, el test mas potente es de la forma

o(X1,...,X,) =1 si Y Xi> K,

(puesto que las regiones de rechazo planteadas inicialmente y esta ultima
son equivalentes). La constante &/, deberd elegirse de modo que

E (p(X1,....Xp) =« (6.9)

Para encontrar el k', que hace que (6.9) se satisfaga, necesitarfamos una
tabla de la distribucién N(nui,no3), pero para trabajar mas cémodamente
transformamos el estadistico ) ;" ; X; en otro cuya distribucién sea N(0,1).
Para esto escribimos el test de la siguiente forma ¢(X1,...,X,) =1 si

\/ﬁ(yn - Nl) > \/E(k/a/n - Nl)

o0 o0
donde X,, = (1/n) Y7, X;. Nuevamente \/n(k’y/n — u1)/o¢ es una cons-

tante que llamaremos k”,. Luego el test puede ser escrito de la forma

o(X1,..., X)) =1 51\/_( )>k‘”

g0

Calculemos k”,. De acuerdo con el Teorema de Neyman-—Pearson, de-
beria tenerse que

a = Eﬂl( (Xl’ EE) ))
= Pu(p(Xy,.., Xn) = 1)
_ P,u1(\/_(X - ,U,l) _k”a) )

Pero cuando u es 1, /(X — p1)/og es N(0,1). Luego, k”,, debe ser igual
a Zg-
Finalmente, el test queda como

1 sy >
P(X1,..., Xn) = B (6.10)
0 si \/E(XJ;O’”) < Zg
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En este caso, no debemos preocuparnos por el caso en que Loy = k, ya
que la variable Lo; es continua.

Si se hubiera tenido que po < 1, el test mas potente de nivel de signifi-
cacion «a hubiese resultado

1 osiymnom) < gy
(X1, Xn) = B (6.11)
0 =i \/ﬁ(x’?‘i;“l) > —Zq

De (6.10) resulta que el test mas potente para H : u = py contra
K : = pg no depende de o, es decir es el mismo cualquiera sea pg > 7.
Por lo tanto, el test dado por (6.10) es el test uniformemente mds potente
de nivel menor o igual que « para H : p = p; contra K : p > puy.

Andlogamente el test dado por (6.11) es el test uniformemente mds po-
tente de nivel menor o igual que o para H : p = p; contra K :p < p.

Calculemos ahora la funcién de potencia del test ¢ dado por (6.10), el
que se puede escribir, haciendo manipuleo algebraico, como

1 si \/E(YZO—M) > 2a+\/ﬁ(”g”)

P(X1,..., Xp) = _ (6.12)
0 siyvaEes < 4 placs

Luego, la funcién de potencia del test ¢ definido por (6.10) esta dada por

B,(1) = Bp(o(X) = Pu(ymEn—t) s pli— i),

] g0

Pero cuando el valor de la media es p, v/n(X, — u)/og tiene distribucién
N(0,1). Luego si ® es la funcién de distribucién de una variable aleatoria
N(0,1), se tendra

Boli) = 1= @z + VA1)
Estudiaremos algunas propiedades de [, ().

A. B,(p) para n fijo es una funcién creciente de p, ya que ® es una funcién
creciente.

B. By(u1) = a.
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C. limyqooBp(p) =1—-limy, o P(x) =1-0=1.
D. lim,— o Bp(p) =1 =limy 4 oo () =1 -1=0.
E. Para po fijo, uo > u1, se tiene

lim fy(u2) =1 lim @(x) =1-0=1,

De aqui se deduce que tomando n grande, para un us fijo, la probabilidad
de error de tipo 2 se puede hacer tan pequefio como se quiera.

De A y B resulta que

sup [y (u) = o,

H<p1
y luego ¢ resulta un test de nivel igual que a para H : u < pu; contra
K:p>p.

Veamos ahora que ¢ es el test de nivel < «, uniformemente mas potente
para estas mismas hipdtesis. Sea ¢* otro test de nivel menor o igual que «
para H : p < py1; también tendrd este nivel para H : = ug, pero ¢ es el test
uniformemente mas potente para H : g = pq contra K : p > pq. Entonces
se tiene

Bo(p) 2 Bpr(p) V> m

v @ resulta el test més potente de nivel menor o igual que a para H : u < pg
contra K : p > pg.

Luego hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 2.

(i) EI test ¢ dado por (6.10) es el uniformemente mds potente de nivel
menor o igual que o para
(a) H: p= py contra K : pp>
y para
(b) H : u < py contra K : u > .
Su funcién de potencia viene dada por

Bo(p) =1 = @(za + vn — p1)/00).

(b) En forma similar el test ¢ dado por (6.11) es el uniformemente més
potente de nivel menor o igual que « para
(a) H: p= py contra K : pp < py
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y para
(b) H: u> py contra K : pu < py.
Su funcién de potencia viene dada por

Byp(p) = D(—2a + vn(p1 — 1)/ 00)

Ejemplo 2. Supongamos que se mide el grado de impurezas de un producto
quimico. El método de medicién estd afectado por un error que se supone
N(0,03), con 03 conocida igual a 0.01. Ademds los errores correspondientes
a diferentes mediciones son independientes entre si. Se sabe que el producto
es aceptable si el grado de impurezas es menor o igual que 0.7. Se hacen 64
observaciones, X1, ..., Xg4, y se quiere decidir entre las hipétesis: u < 0.7 6
> 0.7. Se quiere encontrar un test de modo que la probabilidad de aceptar
el producto, cuando éste no satisfaga las condiciones, sea menor que 0.05.
Sabemos que cada X; puede escribirse

XZ':/L-FEZ'

donde p es el grado de impureza y ¢; el error de medicién para la observacion
i—esima. Como los ¢; se supusieron normales e independientes, las X; seran
una muestra aleatoria de la distribucién N (u, o3).

Lo primero que tenemos que determinar es cual hipétesis es H y cudl K.
Tomamos H : u > 0.7, ya que rechazar esta hipétesis equivale a aceptar el
producto, y esto queremos hacerlo solamente si estamos muy seguros de su
bondad. Luego, se tiene el problema:

H:p>07 contra K:p<07

y por lo tanto, el test mas potente de nivel 0.05 estd dado por p(X) =1 si

X —0.
\/64(707) < —20.05 -
0.1
En las tablas se encuentra que —zg 05 = —1.65. Asi, el test rechaza H, es
decir, acepta el producto si
— -1 1
X< ZHO X017 s,

8

Supongamos ahora que se quiere conocer la probabilidad de cometer error
de tipo 2, o sea, de aceptar H cuando es falsa (rechazar el producto cuando
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cumple la especificacién). Tenemos que calcular la funcién de potencia del
test. De acuerdo con lo que hemos visto, sera

(p—0.7)

Bo(p) = (—1.65 — 8

) = $(54.35 — 80) .

Si queremos, por ejemplo, calcular 3,(0.65), esto serd uno menos la pro-
babilidad de rechazar el producto cuando p = 0.65, luego

B8,(0.65) = ®(54.35 — 80 x 0.65) = B(2.35) = 0.99 .

Esto quiere decir que la probabilidad de rechazar la droga, cuando p = 0.65
es 0.01.

6.4 Tests uniformemente mas potentes para hipdtesis
unilaterales

Hemos visto en el paragrafo anterior la forma de encontrar tests mas potentes
en el caso de hipdtesis simples

H:0=90 contra K:0=6,.

Esta situacion es principalmente de interés tedrico puesto que ain las situa-
ciones mas simples que se presentan en la préactica, cuando 6 € IR, implican
problemas de la forma

a 0 = 0y contra K : 6 > 6,

0 = 0y contra K : 0 < 6,

(c

(
(b
d

) H:
) H:
) H:0 <8y contra K : 0> 0
) H:0 >0y contra K : 0 < 6
) H:

(e

Los problemas (a) a (d) se denominan wunilaterales y al (e) bilateral.
Hemos visto que para el caso N(u, 08) con 0(2] conocido se puede extender el
test de Neyman—Pearson a hipdtesis compuestas de la forma

H: pu=pg contra K : pu > g

H:p < ppcontra K@y > o

H: p=pg contra K : pu < g

0 = 60y contra K : 0 # 6
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H:p> po contra K@ p < po
obteniéndose tests uniformemente més potentes para estos problemas.

La obtencién de tests uniformemente mas potentes para hipdtesis unilate-
rales a partir de Neyman—Pearson es siempre posible para ciertas familias de
distribuciones que tienen una propiedad llamada de cociente de verosimilitud
mondtono.

Definiciéon 1. Una familia de distribuciones discretas o continuas con den-
sidad (o funcién de probabilidad puntual) p(x,0), § € © C IR se dice de
cociente de verosimilitud mondtono (CVM) en el estadistico T = r(X) donde
r toma valores reales, si para todo par 07 < - se tiene

(i) Las distribuciones correspondientes a p(x,61) y p(x,602) son distintas

(ii) p(x,62)/p(x,61) = go,0,(r(x)), donde gp,g,(t) es una funcién no decre-
ciente en el conjunto

S={t:t=r(x) con p(x,61) > 006 p(x,60s) > 0}

Observacion. A los efectos de la Definicién 1 si p(x,61) = 0y p(x,62) > 0,
el cociente p(x,03)/p(x,01) se considerard igual a oo.

Es sencillo mostrar que las familias exponenciales a un pardmetro con
¢(0) estrictamente monétona son de CVM.

Teorema 1. Sea la familia exponencial a un parametro con funcién de
densidad o probabilidad p(x,8) = A(#)e“ "™ h(x) con § € © C IR. Luego,

(i) Sic(0) es estrictamente creciente la familia dada es de CVM en r(X)

(ii) Si ¢(@) es estrictamente decreciente la familia dada es de CVM en
—r(X)

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos (i). La parte (ii) se demuestra idén-
ticamente. En este caso se tiene si 1 < 69

p(x,02)  A(02) (c(02)—c(01))r(x)
- € = r(x
p(x,01)  A(6r) 90,0, (r(x))

donde

A0 (6o
90,0,(t) = ﬁ e(c(02)—c(61))t
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es una funcién creciente.

Por otro lado, por ser c estrictamente mondtona, #; # 65 implica
c(01) # c(02) y luego p(x,61) vy p(x,02) corresponden a distribuciones difer-
entes. Luego, la familia dada es de cociente de verosimilitud monétono en
T = r(X).

Vamos a mostrar ahora que existen familias de CVM que no son expo-
nenciales. Para ello consideramos el siguiente ejemplo

Ejemplo 1. Consideremos una muestra aleatoria (X7i,...,X,) de una dis-
tribucién U|0,6] con 6 € IRT.
Luego, la familia de distribuciones conjuntas de X = (Xi,...,X,,) se

puede escribir

1 .
p(x,0) = e—nI[O’g](&l@aﬁxﬂ x;) 1[0700}(11%1%1” x;) . (6.13)

Mostraremos que esta familia es de CVM en r(X) = maxj<;<, X;. Sea
02 > 01, luego, el conjunto S = {t : r(x) con p(x,61) > 0 o p(x,62) > 0}
resulta igual al intervalo [0, #3]. Definiendo

07 1jo,)(1)

90,0,(1) = -~ ;
9192() 02 1[0701}(75)
se tiene que

p(X7 02) o

p(X, 01) = 96,62 (T(X))

Po lo tanto, bastard mostrar que gg,g,(t) es mondtona en S. Pero

(t)_ (91/92)” SiOStS@l
96162 o o si 91 § t § 92 .

Con lo cual, gg,s,(t) es monétona y la familia dada por (6.13) es de
CVM en r(X). Por otro lado, la familia dada por (6.13) no es exponencial
de acuerdo a lo visto en el ejercicio 2 del Capitulo 3.

Ejemplo 2. Consideremos una variable aleatoria X con distribucién C(6, 1),
0 € IR, o sea, su densidad viene dada por

1
PO = i oo
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Veremos que esta familia no es de cociente de verosimiltud mondtono en
r(X)=X.
Sea 0y > 601, luego, se tiene que

p(z,02) _ [1+(z—61)

P 0) - Tt @y ~ 0@

Sin embargo, la funcién gp,¢,(z) no es mondtona en z ya que
lim, o 90,0, () = limy— 400 gg,0, () = 1.

El siguiente teorema nos permite encontrar tests UMP para familia con
la propiedad de CVM.

Teorema 1. Sea X un vector aleatorio con funcién de probabilidad o
densidad perteneciente a la familia p(x,0) con § € © C IR, que tiene la
propiedad de ser de CVM en T' = r(X). Luego

(i) Existen ko y o tales que si definimos

1 siT > kg
PX) =1 Y siT=ky (6.14)
0 siT < kg,

se satisface
Ey (¢(X)) =a. (6.15)

(ii) Sea ¢ es un test de la forma (6.14) que satisface (6.15). Luego ¢ es
el test uniformemente mas potente UMP de nivel menor o igual que «
para

H:0=20; contra K:0>0,.

(iii) (,(#) es mondtona no decreciente para todo 0 y estrictamente creciente
para todo 6 tal que 0 < 3,(0) < 1.

(iv) Sea ¢ un test de la forma (6.14) que satisface (6.15). Luego, ¢ es el
test uniformemente mas potente de nivel menor o igual que o para

H:0<06; contra K:60>0.

DEMOSTRACION: La demostracién de (i) es idéntica a la dada en el Teorema
de Neyman-Pearson.
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Demostraremos (ii) suponiendo que si 6o > 64

p(X, 02)
p(X, 01)

= 96167 (T(X))

con gg,p,(t) estrictamente creciente. (Esta hipdtesis no es necesaria, basta
con que sea no decreciente.) En este caso, dado 6y > 6 el test dado por
(6.14) se puede escribir como

1 si 96,64 (T(X)) > 99192(ka)
X)) =19 Y% st gp,0,(r(X)) = 9,0, (ka)
0 si g0,0,(1(X)) < 90,0, (Ka)

y si llamamos ko, = gg,0, (ko) resulta

. p(X702) !
1 si ———= >k,
p(X761)
. p(X702) !
X) = o si ————= =k,
pX)=1 7 P(X.01)
. p(X702) !
0 si ———<<k,.
p(X761)

Como (X)) satisface (6.15), usando el Teorema 1 de 6.3 resulta que ¢(X)
es el test mas potente de nivel menor o igual que « para H : 6 = 6, contra
K : 0 =60,. Como ¢ no depende de 05, este resultado vale para todo 6o > 601,
luego ¢ es el test UMP de nivel menor o igual que « para H : § = 6 contra
K:6>0,.

(ili) Sélo demostraremos que [3,(#) es mondétona no decreciente.

Sean 0* y 0** cualesquiera, tales que 6* < #**. Si llamamos o* =
Ep«(p(X)), resulta por (i) que p(X) es el test méds potente a nivel menor o
igual que a* para las hipdtesis simples

H:0=0" contraK:0=0".
Consideremos ahora el test
" (X) =a".
" es un test de nivel o*, luego ¢* es menos potente que @ en 6**, es decir,

Ege (¢*(X)) < Eges (p(X))
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pero,
Eg (0"(X)) = a" = Eg+(p(X)) = B,(07)
y ademas
Epe+(0(X)) = B,(607)
por lo tanto,
Bo(07) < Bo(67)
con lo que queda demostrado que 3,(f) es monétona no decreciente.

Para demostrar (iv), primero mostraremos que ¢(X) es un test de nivel
menor o igual que o para

H:0<6; contra K:6>0

O Sea que

sup B,(6) < o .
0<0;

Como (3,(#) es mondtona creciente se tiene:
sup ﬁgo(e) = ﬁgo(el) =«
6<61

por (6.15).

Consideremos ahora otro test ¢*(X) de nivel menor o igual que « para
H: 6 <6 contra K : 6 > 01, luego ¢*(X) es de nivel menor o igual que «
para H: 6 = 01 contra K : 6 > 01, pero por (ii) ¢(X) es el test uniformemente
mas potente para este problema, por lo tanto

Bp(0) = By (0) VO >01.
Anélogamente se demuestra el siguiente teorema

Teorema 2. Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad pertene-
ciente a la familia p(x,0) con § € © C IR. Supongamos que esta familia es
CMYV en r(X). Luego

(i) Existen ko y 7o tales que si definimos

1 sirT(X) < kq
(X)) =1 7a si r(X) = kq (6.16)
0 sir(X) > kq

se satisface
Ey, (9(X)) =« (6.17)
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(ii) Sea ¢(X) es un test de la forma (6.16) que satisface (6.17). Luego ¢
es el test uniformemente mas potente a nivel menor o igual que « para
H:0 =0 contra K : 8 < 6.

(ili) B, (0) es mondtona no creciente para todo 0 y estrictamente decreciente
para todo 6 tal que 0 < 5,(0) < 1.

(iv) Sea ¢ un test de la forma (6.16) que satisface (6.17). Luego ¢ es el
test uniformemente mds potente de nivel menor o igual que o para

H:0>6; contra K : 6 < 0.

Para una versién méas completa de este Teorema, ver Teorema 2 de 3.3
en Lehmann [2].

Ejemplo 3. Consideremos una muestra aleatoria Xi,..., X, de una dis-
tribucién perteneciente a la familia N(u,03) con o conocido. Luego, es
facil demostrar que la familia de distribuciones de la muestra es exponencial
con 7(X) = ¥ X; v e(n) = p/og. Como c(u) es creciente de acuerdo
al Teorema 1, esta familia es de CMV en r(X). Entonces para testear H :
< py contra K : p > pq, el test UMP de nivel menor o igual que a, es de

la forma

0 si ) Xi<ka

con E,, (¢(X) = a.

En la Seccién 6.3 ya habiamos demostrado este resultado y hallado el
valor de k.

Ejemplo 4. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia Bi(6,1).
En este caso la familia de distribuciones de X1,...,X,, es exponencial

con T =7r(X) =" ,X;yc) =In(@/(1—0)); como c(f) es creciente,
esta familia es de CMV en r(X).

Luego, el test UMP de nivel menor o igual que a para H : 6§ < 61 contra
K : 6 > 0, serd de la forma

1 siTl > kq
(X)) =< Ya siT =kq
0 siT < kg,
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ka Y Yo deberan ser elegidos de modo que
Ep, (p(X)) = Pp, (T > kq) + vaPo, (T = ko) = . (6.18)

Como T tiene distribucién Bi(6,n) que es discreta, puede suceder que
exista o no k tal que
Py, (T > k)=« (6.19)

Si existe k satisfaciendo (6.19), tomaremos ese valor como kq ¥ Vo = 0.
Si no existe k que verifique (6.19), siempre existird k tal que
Py (T>k)<a< Py (T>k). (6.20)
Este valor k serd el k, que eligiremos y reemplazandolo en (6.18) obten-
dremos

a—Pgl(T>ka) a—Pgl(T>ka)

T TR (T =ka)  Pp (T = ka) — Poy(T > k)

Por (6.20) resulta que 0 < 7, < 1.
Para encontrar el k, que verifica (6.19) o (6.20) deberan usarse tablas bino-
miales.

Recordemos finalmente que

Py (T 2 ko) = Y, ()03 —6)"

ka<i<n

Supongamos que se tiene una muestra aleatoria X, X5, X3 de una dis-
tribucién Bi(f,1) y se quiere testear H : # < 1/3 contra K : § > 1/3 con
nivel de significacién menor o igual que 0.1.

Cuando 0 = 1/3, la distribucién de T = Y"2_; X; est4 dada por

t o 1 2 3

y por lo tanto, tenemos

k -1 0 1 2 3

P(T>k 1 2 L L o0

3
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Por lo tanto, no existe k, que verifique (6.19) y el valor k, = 2 verifica
(6.20), pues

1 7
P%(T>2):§<O.1<P%(T22):P%(T>1):§
Y 7Ya sera entonces

01— 4
Yo = —52L =027

27
Como ejercicio se sugiere graficar la funciéon de potencia de este test, y

siendo el test aleatorizado, sugerir un mecanismo para decidir en caso en que
T=2.

Ejemplo 5. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia U|0, 6].

El test uniformemente mas potente para H : § < 6y contra K : 6 > 61,
sera de la forma

1 si max X; > kq

1<i<n
(X)) =
0 si max X; < kg,
1<i<n
donde k, verifica
Epg, (p(X)) = . (6.21)
Teniendo en cuenta que la funcién de distribucién de T = max;<;<, X;
es
si t<O0
Fr(t)y=1<¢ (t/0)" con 0<t<¥
1 si t>1

y que debe cumplirse (6.21), se tiene 0 < k, < 01 y

P@l (maX XZ 2 ka> == 1— (ka/el)n :a7

1<i<n

de donde resulta
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6.5 Tests insesgados

En la mayoria de los casos en que la hipdtesis alternativa es una hipotesis
compuesta, no existe un test uniformemente més potente.

Ejemplo 1. Supongamos que se tiene una muestra aleatoria Xi,..., X,
de una distribucién N(u,03) con o conocido y se desea testear H : yu = pug
contra K : u # pg. Es facil demostrar que no existe un test uniformemente
ma&s potente a nivel menor o igual que a.

Supongamos que tal test existiera y llamémoslo ¢; entonces serd el test
mas potente a nivel menor o igual que a para

Hy @y = po contra Ky p=py (1 > po)

y para
Ho @ = po contra Ko : = po (2 < po) -

Pero, por el Teorema 3 de la Seccién 6.3 el test mas potente para Hy
contra Kj estd dado por

1 Sl \/_(X /’LO) > Za
o
p1(X) = -
0 si \/EM < 2

a0

y el test mas potente para Ho contra Ko estd dado por

1 si \/_(X ,uo) < —2z4
o
p2(X) =

0 Sl\/7( _'uo)>—za
00
Entonces, por la unicidad dada en el Teorema de Neyman-Pearson, ¢
deberia coincidir con 7 y con o lo cual es imposible.

Recordemos que en el caso de estimadores puntuales tampoco existe en
general uno de menor error cuadratico medio. Una manera de poder definir
un estimador 6ptimo que se propuso en el Capitulo 3 fue restringiendo los
estimadores a la clase de los insesgados. En el caso de test se procede
en forma similar, restringiremos la clase de tests considerados a los que
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llamaremos insesgados y luego se buscara el test uniformemente més potente
en esta clase.

Definicién 1. Sea una familia de distribuciones F'(x,0) con 8 € O. Se dird
que un test o para testear H : @ € ©1 contra K : 8 € O9 es insesgado si

sup ﬁgo(e) < inf ﬁgo(o)
fco, Oco,

El sentido de esta desigualdad es que la probabilidad de rechazar H
cuando @ € Oy, es decir cuando H es falsa, no pude ser menor que cuando
0 € O4, es decir cuando H es verdadera.

Por lo tanto, un test insesgado de nivel « tiene funcién de potencia menor
o igual que « para 6 € ©1 y mayor o igual que « para 8 € O,.

Observemos que un test UMP de nivel « es insesgado.

Observacién. Si la funcién de potencia [(,(0) del test ¢ es una funcién
continua de 8 y ¢ es un test insesgado de nivel a, entonces (3,(8) debe valer
« en la frontera O entre ©1 y Os.

En particular, si © C IR, ©1 = {01} y ©2 = © — {61}, o sea, si estamos
testeando H : 6 = 01 contra K : 6 # 601, y ¢ es un test insesgado de nivel «
se tiene

5@(91) =«
B0)>a  WO£0;.

Por lo tanto, si la funcién de potencia (,(f) es derivable respecto de 6, ¢
debe cumplir

0
Bo(01) = 558(0)lo=0, = 0. (6.22)
En el caso particular de las familias exponenciales, la funciéon de potencia
de cualquier test es derivable y por lo tanto, los tests insesgados cumplen

(6.22).

Definicion 2. Se dird que un test ¢ para testear H : 8 € ©; contra
K : 8 € Oy es uniformemente mds potente de nivel o entre los insesgados,
TUMP, si

(a) ¢ tiene nivel «, o sea,

sup B,(0) = «
Oco,
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(b) ¢ es insesgado, es decir,

Bo(0)>a VO e O,

(c) Dado otro test ¢* insesgado y de nivel « se verifica

Bo(0) > Bp+(8) VO €Oy

En la préxima Seccién daremos un procedimiento general para encontrar
tests para un problema determinado. En muchos casos este procedimiento
da como resultado el test insesgado uniformente méas potente.

La teoria de los tests insesgados uniformemente més potentes escapa a
las posibilidades de este curso y puede verse en Lehmann [3] o en Ferguson

[2].

6.6 Test del cociente de maxima verosimilitud

Supongamos que se observa un vector X, cuya distribucién tiene funcién de
densidad p(x,0), 6 € © y se quiere testear H : @ € ©1 contra K : 6 € Oy
(0 U2 = 0).

Un procedimiento intuitivamente razonable y que da buenos resultados
en una gran variedad de situaciones es el siguiente.

Tomemos estimadores de méxima verosimilitud de @, suponiendo 8 € ©1,
llamémoslo 6, y analogamente suponiendo 6 € O, 52; luego

p(X,6) = max p(X,0)
06@1

o~

p(Xa 02) = max p(X7 0) :
06@2
Si 51 y 52 no dependieran de la muestra, podriamos considerar el test
mas potente para testear H* : @ = 61 contra K* : 8 = 605, el cual es de la
forma

1 si L <k,
o(X) =< Ya si L =k,
0 si L > kg
donde N
L= i _ p(X7 01)

Lo p(X,80,)
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y kq se elige de manera que el test resulte de nivel a.

En algunos casos 61 y 62 pueden no existir, pero siempre tiene sentido
hablar de L definido por

 supgeo, P(X.0)
.o, (X, 0)

Intuitivamente, este test puede interpretarse como rechazando H : 8 € O
cuando “el valor mas probable de ©5” tiene probabilidad considerablemente
mas grande que “el valor méas probable de ©4”.

En muchos casos, como por ejemplo cuando la dimensién de ©1 es menor
que la dimensién de © = ©1 U O, y p(x, ) es continua, resulta que

sup p(X, 8) = sup p(X, 0) (6.23)
Oco, Oco

En este caso, el test del cociente de maxima verosimilitud resulta equi-
valente a
1 si L* < kg
(X)) =14 7a si L* = kg
0 si L* >k,
donde
L. SWpeo, P(X,0)
supgeo P(X, 0)

En general, es mas facil aplicar la forma del test basada en L* cuando es
posible, es decir, cuando (6.23) se cumple.

Ejemplo 1. Se tiene una muestra aleatoria Xy, ..., X, de una distribucién
N(p,0) con oy conocido y se quiere testear H : 1 = pg contra K : p # g
Como en este caso ©1 = {up} tiene dimensién cero (se reduce a un
punto) y © = {p : —00 < pu < 400} tiene dimensién uno, podemos usar el
test basado en L*.
Es claro que
n — =50 (Xi—po)?

n 2 JO 1=

sup p(X, p) = (2703) Ze
HEOL

y que
n —5r U (Xi=X)?

sup p(X, p) = (2m0d) " 2e 2og =

HEO
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Luego, .
[ = o e (T (Xim)? ¥, (i-X)?)
y €omo
n n o .
DX =) =D (X = X)? =n(X — mo)?
i=1 i=1
resulta

) Y— 2
L* —e 20‘8( MO)
Sea T = \/n|X — ug|/og. Luego, L* = g(T) con g decreciente. Luego ¢(X)
es equivalente a

X —
1w sl
g0

p(X) =
) X-
0 S1 \/ﬁlo_—ouo‘ < k’,a .
Obsérvese que este test resulta muy razonable intuitivamente, ya que se

rechaza la hipétesis de que j = pg si X difiere sensiblemente de .
k' debe elegirse de modo tal que ¢ resulte de nivel a, es decir que

X — o
Pl =10l 5 ) — .
o
Pero como, cuando u = pg se tiene quey/n(X — po)/oo tiene distribuciéon
N(0,1), resulta que k' = 24 /2.

Ejemplo 2. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,0?) con varianza o2 desconocida y se desea testear H : u = g contra
K : p # po. En este caso,

01 = {(g,0%) : 0 < 0% < 0}
resulta de dimensién uno, y
O = {(p1,0%) : —00 < pp < 00, 0 < 0% < o0}

es de dimensiéon dos.

Por lo tanto utilizaremos el test basado en L*. El estimador de méxima
verosimilitud de (u, 0?) restringido a ©1 es (uo, Y1 (X; — po)?/n) y el esti-
mador de méaxima verosimilitud de (u,0%) sin restricciones es

(X, 21 (Xs — X)?/n).
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Luego, se tiene

1
sup p(X7M7U2) = n
n n n P 2\ 2
(U,U2)E@1 65(271')5 < i:l(ifz uo) >2
Y 1
sup  p(X,p,0%) = — -
o2 n n " i—X)2\ 2
(1,0%)€O e?(2m)® (Zz—l(‘: X) )
Por lo tanto, L* estda dado por
(6 - X2
L* — =1 1 )
im1 (X — po)?
Como . .
> (X — p0)? =D (X — X)? + (X — po)?
i=1 i=1
se tiene que
_ N2 172
1= |14 E—m)
im1 (X — X)?

Sea ahora

donde s2 = 3" (X; — X)?/(n — 1). Luego,

L* =

35

Como la funcién 1/(1+4t2/(n—1)) es monétona decreciente de |t], el test

del cociente de maxima verosimilitud resulta equivalente a

(1 s T > ke
(’D(X)_{o si |7 < ka

v ko deberd ser elegido de manera que el test resulte con nivel de significacién

a, es decir, de manera que

Puo(’T‘ > ko) =a.
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Como T tiene distribucién student con n — 1 grados de libertad, resulta
ko = tn—l,% .

Obsérvese que este test es completamente andlogo al del Ejemplo 1, con
la diferencia que se reemplaza o por sy z,/; por tr—1,2-

Ejemplo 3. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,0?) con media y varianza desconocidas. Supongamos que se quiere
testear H : u < pg contra K : o > . En este caso,

O1 = {(1,0%) : pp < po, o* > 0}

02 = {(1,0%) : o > po, 0> > 0} .

Luego, la dimensién de ©7 es igual a la de O9, y el test del cociente de
méxima verosimilitud deberd hacerse con L y no con L*. Como

(X, 1, 0%) = (2m0?)~F e~ 77 Lima (K’ (6.24)
resulta
2 n n 2 1 ¢ 2
Inp(X, p,0%) = ) In(27) — 3 Ino” — 252 Z(XZ —p)*. (6.25)
i=1

Teniendo en cuenta que

n n

DX = X)) +nX —p)?
=1 =1

(]
s
|
=
I

se obtiene que el estimador de maxima verosimilitud de p en ©1, es igual a

—~ Y si Y < Mo
= = 2
e { 1o si X > po (6 6)

y que el estimador de méxima verosimilitud de p en O3, es igual a

~ X si X > g

El estimador de maxima verosimilitud de 2, para 6 € O es

. 1 & .
57 ==Y (Xi— 1)’
ni4
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y para 0 € O es

1 & N
55 == > (X;—fi2)” .
i3

Luego, reemplazando en (6.24) se obtiene

X =12 3
N (X, p, 0 eﬂz — 11)* /n)~

para j = 1,2, de donde

)2

[SIE]

L:l ?=1<Xi—ﬂz>2f:lzz (X = X 4 (X
1

2
i1 (X — )2 S (X — X)? + (X — a1)?

y usando (6.26) y (6.27) se deduce

(SR

X — pup)? —
S (X n() 7;_() o) i X<
L=1{ " - ]
Y -XP ]F <-
LA L si
(G~ X2+ (X — o) Ho
Si llamamos
T_ V(X — po)
Z?:l(xi X)?
n—1
se tiene
(1+-55)% si X < o
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38
Luego, el test del cociente de maxima verosimilitud es de la forma
T2 —
1+ — < ka y X < 12%) (A)
1 si )
7 <ka vy X>p (B)
1+ =
P(X) =
T2 —
1+ — > ka y X < Ho (C)
0 si
— >k X > D
Tz e y to (D)

Tomemos ahora k, < 1 (con k, > 1 se llega al mismo resultado), en este caso
la primera desigualdad de (A) no puede ocurrir y la primera desigualdad de

(C) ocurre siempre, luego ¢(X) se transforma en

1 _
1 si 7= <ka ¥y X >po
p(X) = X < o
0 si .
>koay X > o
T2 «
1+ =
Esto es equivalente a
1 si|T|>Ks y T>0
p(X) = T\ <Ko y T>0
0 =i
T<0 ,
de donde, se deduce que
1 siT >k,
(’D(X)_{ 0 siT<Kk,.

Debemos ver ahora que se puede elegir k', de modo que el test resulte

de nivel igual a. Esto significa que
sup P, 2(T>Fk,) =o.

{u<po,02>0}
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Se puede pensar que el caso mads desfavorable, en el cual hay mayor
probabilidad de rechazar H, es en el caso limite p = ug; por lo tanto parece
razonable elegir k', de manera que

PM070'2 (T > k‘/a) =«.

Pero cuando p = g, T tiene distribucién de Student con n — 1 grados
de libertad, y por lo tanto debemos tomar

k/a = tn—l,a .
El test ¢ resulta entonces

1 s TEtega
P(X) = { 0 si T<typia.

Debemos probar ahora que este test tiene realmente nivel «, es decir que,

P, - (T >th-1,0) < @ V<.

Para ello necesitaremos la siguiente definicién.
Definicion 1. Llamaremos distribucién de Student no central con n gra-

dos de libertad y pardmetro de no centralidad A, —oo < A < oo, que
simbolizaremos por 7,(A) a la distribucién de

U+A

VV/n

donde U tiene distribucién N(0,1) donde V tiene distribucién x?2 siendo U
y V independientes.

Teorema 1. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Student no
central T,(A), definamos ¢, 1,(A) por

Cn,k(A) = P(X > k),

luego, ¢, 1(A) es una funcién monétona creciente de A.

DEMOSTRACION. Como X tiene distribucién 7,(A); se puede escribir

U+A

VV/n

XA
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donde U es una variable aleatoria N(0,1) y V tiene distribucién x2, inde-
pendientes. Luego,

cnk(A) = P(Xa > k) = E[P(Xa > kV)],

pero

Vu/n n

Luego esta tultima probabilidad, para k, n y v fijos, es una funcién cre-
ciente de A. Por lo tanto, si A1 < Ay se tiene

P(XAzk\V:v):P<U+A>kyV:U>:1_@(k E—A).

P(XaA, > klV =v) < P(Xa, > k|V =)
con lo cual, tomando esperanza se obtiene
E(P(Xa, 2 k)|V) <E(P(Xa, 2 K)[V)

O Ssea
P(Xa, > k) < P(Xa, > k),

y por lo tanto ¢, ;(A) es creciente en A.

Volvamos ahora al Ejemplo 3. Vamos a mostrar que el test ¢ dado por

(1 s T>thga
“D(X)_{o si T <ty iq

tiene nivel de significacién «. Como

Vi —p) /et
JESSSEEES N RS
2

n—1 o

resulta _
\/H(X—M) +\/ﬁ(u—uo)
_ \/LZ?_JX@'—YV '
n—1 o2

Llamando U = /n(X — p)/o y V = S (X; — X)?/0? se tiene que
U y V son independientes, y cuando los valores de los pardmetros son u y

T
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02, U tiene distribucién N(0,1) y V tiene distribucién x2_;. Luego T tiene
distribucién 7,,—1(A) donde A = \/n(p — pp)/o. Ademss,

530(/%‘72) = Pu,rﬂ (T = th-1,0) = Cn—1tn-1,0 (A) .

Resulta, por el Teorema 1, que @p(u,az) es una funcién creciente de p
para cada o2 fijo. Como, por otra parte, ﬁw(,uo,oj) = «, para todo o2, se
tiene

Bolio?) <a Vi< po

y el test ¢ tiene nivel de significacion «. También, a partir de la expresién
de B,(u, 0%) se obtiene que el test ¢ es insesgado.

Anidlogamente, en el caso de testear H : 1 > pg contra K : p < g, el
test del cociente de maxima verosimilitud vendra dado por

1 s T<tpia
9D(X)_{o si T >t 1a-

Para calcular la potencia de estos tests se pueden utilizar las tablas cons-
truidas por Owen [4].

Ejemplo 4. Supongamos nuevamente que tenemos una muestra aleatoria
X1,..., X, de una distribucién N(u,o?) con py o2 desconocidos. Se desea
testear H : 02 < 0’3 contra K : 02 > 0’8.

Se deduce haciendo un razonamiento andlogo al ejemplo anterior que el
test del cociente de maxima verosimilitud es de la forma

La constante k, se debe elegir de manera que

sup P2 (Z(XZ — 7)2 > k‘a> =q«.

2 ‘
02<od i=1

Determinemos k, por el valor de o2 més desfavorable, o sea, 0(2]. Luego,
debemos elegir k, tal que

Py <§:(Xi -X)?* > ka> =«

i=1
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o equivalentemente

Como Y7 1(X; — X)%/o} tiene distribucién x2_; cuando o? = o3, se
tiene que

_ 2.2
ka - UOXn—l,a

Para mostrar que el test tiene realmente nivel de significacién «, bastara
mostrar que la funcién de potencia es una funcién creciente y esto se deduce
como sigue. Sea D, (k) = P(Y > k), donde Y es una variable aleatoria con
distribucién x2. Luego

8,007 — P (zm X s x)
=1
(Z?:l(Xi —7)2 > U(%X%L—l,a)

o2 - o2
2.2
_ 00 Xn—1,a
— Dn—l 2 ’
(o

ya que cuando la varianza de cada X; es o2 resulta que Y7 ;(X; — X)?/o?
tiene distribucion x2_;.

Como D,,(k) es una funcién decreciente de k, (,(c?) es una funcién
creciente de o2.

= Po

(e

Ejemplo 5. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(u,02) con pu y o? desconocidos y supongamos que se quiere testear
H: 0% = 0 contra K : 02 # o3.

En este caso, el test del cociente de méxima verosimilitud es de la forma

(X - X)?
1 Si Z—l( 12 ) 2 kja
90
X) = (X —X)?
(p( ) 1 Si ZZ—I( 12 ) < k,/a
09
0 en cualquier otro caso,
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Para que ¢ tenga nivel de significacion «a, se debe cumplir que

ﬁp(O'g) _ Pg <Z?:1(X;_7)2 > k‘/a>

oz

90
—I—Pog (Zl_l(if; — X7 k‘"a> =«
0
Luego, se debe tener que
Ko=Xn15 v Ka=Xo 114 (6.28)

con B+ v =a.
Si queremos que el test resulte insesgado, la derivada de la funcién de
potencia debe ser cero en og. Pero,

2y ?:1(X,~ - 7)2 k/aa(%
Bolo®) = Po.z( = Z =3
Yia(Xi = X)? Kaog
P L <
+ 2 < o2 o2 5

con lo cual si llamamos Y a una variable con distribucién x2_; obtenemos

o
k! 2 k! 2
— 1-Pp <Y< 0‘200>+P02 <Y< %0 ).
g o

Por lo tanto, si fy(y) indica a la densidad de Y, la condicién 3, (03) =0 es
equivalente a

k/ 2 k// 2
ﬁp(cﬂ) = P (Y > ;‘2‘70> + Po (Y < a200

fY(k,a) kja = fY(k”a) k”a
de donde se obtiene que k', y k", deberdn ser elegidos de forma que

n—1

e War(k )T = e W an (k)T (6.29)

En la préctica se eligen v = a/2 y § = «/2, aunque no satisfaga (6.29).
Se puede mostrar que para n — oo los 3y v que satisfacen (6.28) y hacen
que se satisfaga (6.29) se aproximan a los valores elegidos. En realidad, la
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aproximacion es buena con tal que n no sea muy pequeno. Luego, el test
que se usa viene dado por

=1
1 si
(X) = S )2 2.2
4 > (X - X) < 00Xn—1,1-2
i=1
n
0 si opxpo1i-g <D (Xi—X)? <opxy e
=1

Se puede mostrar que los tests obtenidos en los Ejemplos 1 a 5 son IUMP.
Para estos resultados pueden consultarse el Capitulo 5 de Lehmann [3] o el
Capitulo 5 de Ferguson [2].

6.7 Test con nivel de significacién asintético

La mayoria de los test de hipétesis, por ejemplo, los del cociente de verosimil-
itud, son de la forma

1 siT > kq
(X)) =14 Ya siT =kq
0 siT < kg,

donde T' es un estadistico basado en la muestra. Para encontrar k, se re-
quiere conocer la distribucion de T' para 8 € ©1. Como en muchos casos esta
distribucién es muy compleja se puede reemplazar esta distribuciéon por una
asintética. En este caso el test tendra un nivel de significacién aproximado
al deseado para muestras grandes. Esto motiva la siguiente definicién.

Definiciéon 1. Sea Xji,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia F'(x,0), 8 € © y supongamos que se quiere testear
la hipdtesis H : 8 € ©1 contra K : 8 € ©5. Se dird que una sucesién de test
on(X1,...,X,) tiene nivel de significacién asintético o si

lim sup B,,(0) =«
n—>ooe o,

Es decir, que el nivel del test ¢, (X7, ..., X,) se acerca a « cuando el tamano
de la muestra tiende a infinito.
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Ejemplo 1. Supongamos que Xi,..., X, es una muestra aleatoria de una
distribucién desconocida con media p y varianza o?.
Supongamos que se quiere testear H : pu < pg contra K : p > puo.

Llamemos

yoZhX o SLCX?
Ya hemos demostrado que o
\/H(X — [i0)
S
converge en distribucién a la N (0, 1) cuando la esperanza de las variables X;
es ug. Luego, si definimos

1 si \/7—1(Y — Ho)

2> Za
‘;Dn(le- .. ,Xn) =

este test tiene nivel de significacién asintético a.
Del mismo modo, si se quiere testear H : u = po contra K : u # o, un
test de nivel de significacién asintético a serd

X —
1 s \/ﬁ% > 2,
on(X1,...,Xy) =

X —
0 s vl rel
S

6.7.1 Distribucion asintdtica del test del cociente de maxima
verosimilitud

Sea X = (X71,..., X)) una muestra aleatoria de una distribucién de densidad
o probabilidad dada por p(x,0) con 8 = (61,...,6,) € ©, donde O es un
conjunto de IRP que contiene una esfera.

Supongamos que ©; es un conjunto de dimensién menor que p, digamos
de dimensién p — j, donde 1 < j < p. ©7 puede venir expresado de varias
formas diferentes. Por ejemplo, puede venir dado por j relaciones funcionales
entre los pardametros 601,...,0,, es decir,

©1={0€0:41(0) =0; g2(0) =0,...,9;(0) =0}
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o bien, en forma paramétrica
©1={0=(01,..0,) : 61 = hi(A),...,0, = hyp(X), A € A},

donde A = (A1,...,Ap—j) YA C IRP~J de dimensién p — j.
Supongamos que se estd interesado en el siguiente problema de test de
hipdtesis:
H:0c0; contra K:0¢c 0,

con © = ©1 UO,. Luego, el test del cociente de maxima verosimilitud es de
la forma

)1 si L¥(X) < kg
P(X) = { 0 si L*X)> ke

donde
supgce, P(X, )

supgee P(X,0)

L*(X) =

Para determinar k, es necesario conocer la distribucién de L*(X) bajo H.
Muchas veces esta es muy complicada y puede depender del valor particular
0 € O1 que se considere. Sin embargo, se puede mostrar que, bajo condi-
ciones de regularidad muy generales en p(x,8), la distribucién asintética de
Z = —2In L* cuando 0 € O es X?- Luego un test de nivel de significacién
asintético a estd dado por

1 si Z > X?,a

p(X) =
0 si Z< X?,a

Para ver la teoria asintética del test del cociente de verosimilitud se puede
ver Wald [5] y Chernoff [1]. Nosotros s6lo daremos la distribucién en el caso
particular © C IRy H : 0 = 6 contra K : 8 # 6.

Teorema 1. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion
discreta o continua con densidad perteneciente a la familia p(z,0) con § € ©
v © un abierto en IR. Indiquemos por p(x,0) la densidad conjunta del vector
X=(Xy,...,Xn).

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones (en lo que sigue
suponemos que X es continuo, para el caso discreto habra que reemplazar
todos los signos [ por .):

(A) El conjunto S = {x : p(z,0) > 0} es independiente de 0.
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(B) Para todo x, p(x, ) tiene derivada tercera respecto de 6 continua y tal
que

<K

Plnp(z,0), |0%Y(z,0)

R
para todo x € S y para todo 6 € ©, donde
Olnp(z, )

Uw.0) = =E

(C) Si h(X) es un estadistico tal que Fy[|h(X)|] < oo para todo 6 € ©
entonces se tiene

% [/_Z.../_Zh(x)p(x,@)dx} :/_Z.../_Zh(x)de

donde dx = (dz1,...,dx,).
(D)

< 0o0.

2
0< 11(9) = Fy [(W)

Sea 0,, un estimador de maxima verosimilitud de 6 consistente, entonces
si

X X
supgee P(X,0)  p(X,8,)
se tiene que Z = —21In (L*(X)) tiene distribucién asintética x? con lo cual
el test
1 si Z2> X%,a
p(X) =

0 si 4 < X%,a
tiene nivel de significacion asintético «.

DEMOSTRACION. Sea
() =Inp(X,0) = Zln (X;,0))

Indiquemos ademés por ¢/, ¢ y £ las derivadas hasta el orden tres respecto
de 6 de la funcién £ y por

8 79 "
YOy e =

0, 0)

1/}/(‘7:7 9) = 692
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Luego, 6, verifica

(60) ~ 1B) = L6~ Bu) + 52"(ED) 00— B,

donde ¢! es un punto intermedio entre 0, y Oy y

1

1 n
Ry =3 (n(0o — 0.)?) ( Zw (Xi.63) —Egj Xz,eo> :
Aplicando el Teorema del valor medio se obtiene

donde &2 es un punto intermedio entre 5,1L y 0p. Observemos que por ser 0,,
consistente, se obtiene entonces que & — 6 en probabilidad para j = 1,2.

Reemplazando, obtenemos que
Z =2(€(02) — £(00)) = (n(6n — 09)?) An — Ry (6.31)
donde A, = —1 37" /(X;,6,).

Hemos visto en el Teorema 1 de 3.17 que cuando 6 = 6

V(6 — 6p) — N(0,

1
— en distribucion,
I 1 (90) )

con lo cual R
I1(60)n (B, — 69)> — x3  en distribucién. (6.32)

Por otra parte, la ley de los grandes ntimeros implica que

1 n
- > W (X;,600) — E(Y/(X1,60)) en probabilidad. (6.33)
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Pero,
Epy(¢'(X1,60)) = —11(60)

luego, usando (6.32) y (6.33) se obtiene que
(n (0, — 90)2) A, — X3 en distribucién. (6.34)
Por lo tanto, a partir de (6.31) y (6.34) deducimos que bastard probar que
R,—0 en probabilidad. (6.35)

Como | (X;,0)| < K para todo 6, se tiene que

n

LS (X e2) (el — 0y)

K,
< — —

y luego como &L — 6y en probabilidad se deduce que:
1 n
- Zzﬁ”(Xi, £2)(€L —0y) — 0 en probabilidad. (6.36)
i=1

Pero, (6.32) implica que n(@n — 6p)? estd acotado en probabilidad, luego
(6.35)se obtiene de (6.30) y (6.36).

Ejemplo 1. Sea X1,..., X, una muestra de una distribucién perteneciente
a la familia Bi(A,1), 0 < # < 1, y supongamos que se quiere testear
H: 60 = 0y contra K : 8 # 6. Luego el test del cociente de maxima verosimil-
itud es

e px0) 051 —60)""
suppeo P(2,0) X' (1 - X)n-T
donde T'=>"1" ; X;. Luego,

(1-X)
1 -6

Z=-2lnL" :2Tln0£ +2(n—T)ln
0

tiene una distribucién asintética x3 bajo H y un test de nivel asintético
estard dado por
1 si Z>x3,
p(X) =
0 si Z<xi,-
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6.8 Relacion entre regiones de confianza y test

En esta seccién se estudiara la relacién que existe entre tests y regiones de
confianza.

Supongamos que se tiene un vector aleatorio X con distribucién perte-
neciente a la familia F'(x,60) con 8 € © y supongamos que para cada 6
se tiene un test no aleatorizado de nivel «, ©g,: bara H: 6 = 6y contra
K:6 75 00.

Se puede construir una regién de confianza de nivel (1 — «) para 6
definiendo

S(X) ={6: pp(X) =0}
Es decir, S(X) es el conjunto de todos los 8 € O tales que la hipdtesis de
que el valor verdadero es 0, es aceptada cuando se observa X.

Demostraremos que S(X) asi definida, es una regién de confianza de nivel
1 — « para 0

P0(0 S S(X)) = Po((po(X) = 0) =1- PO((,DO(X) = 1) =1—-«a.

Reciprocamente, si se tiene una regién de confianza S(X) de nivel 1 — «
para 6, se puede construir un test de nivel «, ©g,> bara H: 0 = 6) contra
K: 6 #86,.
Definamos
)1 si By ¢ S(X)
,(X) = { 0  sifeSX).

Mostraremos que este test tiene realmente nivel de significaciéon «. Efec-
tivamente,

POO((’DOO(X) = 1) = P00(00 §é S(X)) = 1—P00(00 c S(X)) = 1—(1—0&) = .

Ejemplo 1. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(p,0?).

En el capitulo anterior hemos demostrado que un intervalo de confianza
a nivel (1 — «) para p viene dado por

— S - S
S(X) = [X - tn—l,%% ) X +tn—1,% %]

Construyamos el test correspondiente de nivel a para

H:p=po contra K:pu+# ug
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1 si ¢ S(X)
Pio (X) _{ 0 s ZE € S(X)

pero pg € S(X) si y sélo si g — X| < tn_L%(S/\/ﬁ), luego

X —
1 s \/ﬁw >t
S

&
72

SDNO(X) = _
X _
0 s \/5‘37”0’ <tpore .

Por lo tanto, este test coincide con el obtenido en el Ejemplo 2 de 6.6,
cuando obtuvimos el test del CMV para este problema. Reciprocamente, a
partir de esta familia de tests si se usara el procedimiento indicado anterior-
mente para obtener intervalos de confianza, se llegard al intervalo inicial.

Ejemplo 2. Sea Xj,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién
N(p1,0%)yseaYy,...,Y,, unamuestra aleatoria de una distribucién N (2, 0?)
independiente de la primera. Se ha visto en el Capitulo 5 que

g [z (X =Y = (u+p))
ni + ng S

donde
1 ni L ng .
= i (0 S

tiene distribucién de Student con nq 4+ no — 2 grados de libertad y que un
intervalo de confianza para p; — uo estd dado por

v ny+ne - < ni + ng
SX)=|X-Y — tn1+n2—2,% S , X =Y +t(n1+n2—2),% S

ning ning

Luego, si se quiere testear H : u; — pa = Mg contra K : p1 — po # Ag, con
nivel de significacién «, se puede obtener un test haciendo

. 1 si )\0 §7_f S(X)
P20 (X) = { 0 siA € S(X)
pero g € S(X) si y sélo si

n1no ’Y—?—)\ol
ni + ng S

< tn1+n2—27% :
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Por lo tanto,

. nin2 |Y -Y - /\0|
1 si 2 tpi4ng—2,2
n1 + no S 2

. ning |Y—7—/\0|
0 ST 4/ P 5 < t(n1+n2_2)7% .

Hasta aqui hemos estudiado la relaciéon entre regiones de confianza de
nivel 1 — « para 6 y test de hipétesis para las hipdtesis H : 8 = 6y contra
K : 0 # 6y. Esta situacién se puede generalizar al caso de

$Xo (X) =

H:0=0y contra K: K(6))

donde K (6) indica una alternativa cualquiera que no contiene a 6 si para
cada Oy € O se tiene un test de nivel a, ©0, resultara que

S(X) = {0 € O : py(X) =0}

serd una regién con nivel de confianza 1 — . De la misma forma que antes
S(X) sera el conjunto de todos los 8 € O tales que la hipdtesis de que 0 es
el verdadero valor es aceptada cuando se observa X.

6.9 Cotas de confianza 6ptimas

Se vera ahora como la existencia de tests uniformemente mas potentes para
hipétesis unilaterales permite la construccién de intervalos de confianza uni-
laterales 6ptimas en el sentido definido en la seccién 5.9.

Hemos demostrado en 6.4 que para familias de cociente de verosimilitud
mondtono existen tests UMP para las hipdtesis:

H;:0=0y contra Kj:6> 6,
Hy:0 =0y contra Ky:6 <6

En estos casos vale el siguiente teorema

Teorema 1. Sea gy, el test no aleatorizado (si existe) UMP para H; contra
K1, de nivel a. Dada X1,...,X,, y siendo

S(X) ={0 € ©: py(X) =0}
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i) S(X) es una region de confianza de nivel 1 — o para 6.

ii) Si ©p, €s cualquier otro test no aleatorizado de nivel o para esas
hipétesis y
S*(X)={0 € 0O:¢y(X)=0}

entonces Py{0y € S(X)} < Py{Oy € S*(X)} para todo 0 > 6.

DEMOSTRACION. i) Por la definicién de S(X) sabemos que 6 € S(X) siy
s6lo si pg(X) = 0, luego

Pyl € S(X)} = Po{po(X) =0} =1—-«

por ser g de nivel a.
ii) Igual que en i) S*(X) serd una regién de confianza de nivel 1 — a. Por
ser ¢g,(X) el test UMP para H; contra K; resulta que

5%0 (0) > ﬁcpzo (9) VO > 6

0 sea,

Polpo, (X) =1} = Pyl (X) =1} VO> 6.

Por lo tanto,
Po{wg,(X) = 0} < Py{pp, (X) =0} V&> 0.

pero como fy € S(X) siy sélo si gg,(X) =0y by € S*(X) siy sélo si
©p, (X) = 0, resulta

Py{by € S(X)} < Py{by € S*(X)} V0> 0.

Un teorema similar puede demostrarse para Hy contra Ko.

Veamos cémo son las regiones S(X) en el caso del Teorema 1.

Teorema 2. Sea X con distribucién perteneciente a una familia F(x,0)
de cociente de verosimilitud mondtono en T' = r(X). Supongamos que la
funcién de distribucién Fp(t,0) de T es continua para todo 6 . Sea, para
cada 6y € O, pp,(X) el test UMP para Hy : 6 = 0y contra Ky : 6 > 6, o sea:

1 si T > kuo(6o)
o0 (X) = { 0 si T <ka(bo)
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Si ademés Fr(t,6) es continua en 6 para cada t fijo, la regién de confianza
SX)={0€0:pp(X)=0}={0€0:T=r(X) <ky0)}
es el intervalo I = [0(X), 4+00), donde
O(X)=inf{l € ©: T < ky(0)} .

DEMOSTRACION. Ya hemos demostrado que si se tiene una familia
de cociente de verosimilitud monétono en T = 7(X), el test UMP para
H; : 6 =60y contra Ki: 6 > 0y es de la forma

1 si T > kq(6o)
Pbo (X) = 'Va(e(]) si. T= k‘a(90)
0 si T < ka(e())

con kq(6o) v va(0o) tales que

Ey (0, (X)) = a .

Como T tiene distribucién continua, no es necesario aleatorizar y por lo
tanto, el test UMP resulta

B 1 si T > ka(eo)
Py (X) = { 0 si T <kq(bo).

Mostraremos que
(a) kq(0) es una funcién no decreciente de 6.
(b) kq (@) es una funcién continua a derecha.

(a) Sabemos que por ser gy, el test UMP de nivel a para H; contra Ki, la
funcién de potencia de ¢g, es mayor o igual que el nivel para todo 6 > 6.
Luego, dado cualquier #; > 6y se cumple

a = By (pg,(X)) = Py (T > ka(bo))

Como ademads

tendremos
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y por lo tanto, es posible tomar k,(61) tal que
ka(01) > ka(6p) -

Con lo cual, k4 (6) es una funcién no decreciente de 6.
(b) Sea 6,, una sucesién decreciente que converge a 6, luego como kq(.) es
no decreciente se tiene

ka(6n) = ka(0) (6.37)
Sea k = lim,, o0 ka(0n) = infy>1ka(6,). Por (6.37) k > ko(0), bastard
mostrar que k < kq(0).
Como k < kq(6,) se cumple

Py, (T < k)< Py, (T <ka(bh)) =c. (6.38)
Pero ademads, como Fr(k,f) es continua en 6 se tiene
Py(T <k)= nh_l)lgo Py, (T <k). (6.39)
Por lo tanto, (6.38) y (6.39) implican que
Py(T <k)<a=PFy(T <kq))

luego, es posible tomar k. () tal que k < ko(6). Con lo cual, k = ko(0) y
ko (6) es continua a derecha.

Veamos ahora que 6 € S(X) si y sélo si 6 > 0(X).

Sif € S(X) entonces T' < kq(0) de donde 6 € {# € © : T < ko (0)} y
0 > 6(X) que es el infimo de este conjunto.

Si 6 > 0(X) entonces existe 8’ € © tal que T' < k,(0') con §(X) < 0" < 6.
Pero como k,(.) es creciente, resulta T' < k,(#) y por lo tanto, 8 € S(X).

Si 6 = 9(X), existe una sucesioén 8, decreciente que converge a 6 y tal que
0, €{0€0:T <ky0)}. Porlo tanto, T < ko (6,). Luego, la continuidad
a derecha de k,(0) implica que T' < ko (6) y por lo tanto, 6 € S(X).

Teorema 3. Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de una dis-
tribucién perteneciente a una familia F(x,0) de cociente de verosimilitud
mondétono en T' = r(X) y sea, para cada 0y € O, @g,(X) el test UMP para
H; : 0 =6 contra Ky : 0 > 6y, o sea:

{1 si T > ka(f0)

voo(X) =1 5 T < ka(0)
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suponiendo que la distribucién, Fr(t,0), de T(X) es continua para todo 6.
Supongamos ademés Fr(t,0) es continua en 6 para cada t fijo.
En estas condiciones

9(X) =inf{0 € © : T < ko (0)}

es una cota inferior para 6 uniformemente optima.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la definicién de cota inferior con nivel de
confianza 1 — « uniformemente 6ptima deberd demostrarse que

i) Pyp(6 >0(X)) =1— a para todo 0,
ii) si 0" es otra cota inferior a nivel o para 6
Ey(D(6,0)) < Eg(D(0,0%)) para todo 6 (6.40)

donde D es una medida de la subevaluacion de 8 respecto de 6, definida
por

-0 si 0>0
D(e’@:{o i 0<0.

(i) se deduce del Teorema 1, ya que
S(X) ={6:6 > 6(X)}
es un intervalo de nivel de confianza 1 — a.
(ii) Demostraremos que dada cualquier otra cota 8* a nivel 1 — «
Ppl{0' > 0} < Py{¢' > 0"} paratodo 6 <6. (6.41)
Dado ¢’ € © definamos

N 1 sif < 6*
“09’(X):{ 0 sif>6*.

Luego ¢} (X) es un test de nivel a para H : § = ¢’ contra K : § > #’. Como
o (X) es el UMP para estas hipétesis, por Teorema 1, ii) sabemos que

Pyl > 0(X)} < Pp{0' > 0*(X)} para todo 6 > ¢’

y como esto se puede hacer para todo 6’ € O resulta (6.41).
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Se podria demostrar que si § cumple (6.41) entonces § cumple (6.40).
Intuitivamente esto parece razonable, puesto que una cota inferior 8 de 6
que cumple (6.41) es, en algin sentido, la “mayor” cota inferior y, en este
caso, el defecto que presenta € respecto de 8 deberia ser lo mas pequeno
posible. Sin embargo la demostracién de esta implicacion esta fuera de los
alcances de este curso. (Para la demostracién ver Lehmann [3], ejercicio 21,
pagina 117.)

Ejemplo 1. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
UJ0,0]. Sabemos que el test UMP para H : 8 = 6 contra K : 6 > 6 es de la
forma

1 si max X; > 60p V1 —«
() = 1sicn
0 0 si a<XXZ-§90 V11—«
1SN

I<i<

En este caso, si T = maxj<j<, X; y ka(8) =6 V11—«
SX)={0€R: pgy(X)=0}={0€R:T <ky0)}
resulta igual a

S(X) = {Helellgag(Xiggg/E}:

y 0 sera

puesto que este es el menor valor que puede tomar 6 que pertenece a S(X).
Resulta entonces que

max X;
1<i<n

es un intervalo de confianza unilateral para 6 de nivel 1 — « y que 6 es la
mejor cota inferior para 6.

I =[9(X),+o0) = | +00)

Ejemplo 2. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
N(p,0) con o3 conocido. Sabemos que el test UMP para H : = y contra
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K : > po, es de la forma

<_
T 2O
a0

Puo (X) = o
0 =i \/HM < 24

o) B
Procediendo en forma similar a la del Ejemplo 1, resulta
S(X):{,uGIR:,uEY—zaﬂ}.
\/ﬁ
Luego,

X -, 20
wX) =X NG

es la mejor cota inferior para p y

I=[u(X),+00) = [X — za%, +00)

es un intervalo unilateral de nivel 1 — « para pu.

6.10 Relacion entre intervalos de confianza con nivel
asintético 1—a y test con nivel de significaciéon
asintotico a

Supongamos que Xi,...,X, es una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia F'(x,0) y que para cada 8y se tenga una sucesién
de test ©0nb, (X1,...,X,) con nivel de significacién asintético 1 — « para
H: 60 = 60 contra K : 8 # 6. Luego, puede construirse una sucesion de
intervalos de confianza con nivel asintético 1 — « definiendo

Sn(Xl, oo ,Xn) = {0 . (png(X) = O} .

Reciprocamente, dada wuna sucesién de intervalos de confianza
Sn(X1,...,X,) de nivel asintético 1 — «, si definimos

! si 00¢ S(X1,...,Xn)
(’Dneo(X)_{ 0 si Og€e S(Xy,...,X,)
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se tiene que ¢, g s una sucesion de test con nivel de significacién asintético
a para H: 6 = 0 contra K : 8 # 0. (Se deja como ejercicio la demostracion
de estos enunciados.)

Ejemplo 1. Sea Xji,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
Bi(6,1). Ya se ha visto que

(X — o)
vn to(1 — 6o)

converge en distribucién a la N(0,1) cuando € = 6.
Un intervalo de confianza para 6, con nivel asintético 1 — o viene dado
por o
X — 6]
Sp(X) ={0: V/n—— < za
(X) = {0 Vi < o)

Luego, un test de significacién asintético « para H : 6 = 6y contra K : 8 # 6,
viene dado por

| X — 0| -

VOo(1—6o) —

X — 6y _
0o(1 — o) 2

1 si vn

n|R
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