ESTADISTICA Practica O

Repaso de probabilidades

1. Una variable aleatoria X tiene distribucién I' (n, A) si sus funciones de densidad y
caracteristica son

A" A"
fx (z) = 2" e M o) (1) Y px (1) = i

Probar que:

(a) E(X)=n/Ay V(X)=n/)\.
(b) Sia >0, entonces aX ~ I'(n,\/a).

a) B

)
(¢) SiY ~ T (m,)\) independiente de X, entonces X +Y ~T'(n+ m, ).
(a)

a) Si Z ~ N (0,1), probar que Z% ~T'(1/2,1/2).
(NotA: Usar que I' (1/2) = /7.)

(b) La distribucién T' (n/2,1/2), para n € IN, se denomina x? (chi-cuadrado con
n grados de libertad). Probar que si Zi,...,Z, son v.a. independientes con
distribucién N (0,1), entonces 31" | Z2 ~ 2.

3. Una variable aleatoria X tiene distribucién (3 (r, s) si su funcién de densidad es

L(r+s)

for(e " O o @)

fx (x) =

Probar que:

(a) E(X)=r/(r+s)yV(X)=rs/[(r+s)°(r+s+1)].
(b) Analizar el caso en que r = s = 1.
4. Una variable aleatoria X tiene distribucién C (0,1) si sus funciones de densidad y
caracteristica son
1 1 n

fX(fE):;'m y ex(t)=e

(a) Probar que X no tiene momentos finitos de ningiin orden.

(b) Si Xi,..., X, son independientes y tienen distribucién C (0, 1), mostrar que
X ~C(0,1). ;Vale la Ley de los Grandes Numeros?

5. (a) Sea X una v.a. con distribucién P (). Encontrar la funcién caracteristica de
X.

(b) Si X ~P(A) eY ~ P (u) independientes, demostrar que X +Y ~ P (A + p).
(c) Probar que si X ~ P (A) e Y|X =z ~ Bi(z,p) entonces Y ~ P (Ap) .
6. Dadas X e Y v.a. independientes con distribucién N (0,1), se define Z = X/ [|Y].
Probar que Z ~ C (0,1).

(SUGERENCIA: Usar esperanza condicional.)



7. Sea X ~ N (u, %), X € IRP, con ¥ simétrica y definida positiva.

(a) Probar que Xj,..., X, son independientes si y sélo si ¥ es diagonal.
(b) Si A€ IR"? eY = AX, entonces Y ~ N (Au, AXA").

8. Sean {X,},5; e {Yu},>, sucesiones de variables aleatorias tales que X, — X e
Y,, — Y en probabilidad (o c.s., respectivamente). Probar que:

(a) X,, = O, (1) en ambos casos. También, si X, 2, X, entonces X,, = 0, (1).

(b) Si g: IR* — IR es continua, entonces g (X,,Y,) — ¢ (X,Y) en probabilidad o
c.s., respectivamente.

9. (a) Sean {X,},., e {Y,},-, sucesiones de v.a. tales que X,, = O,(1) e Y,, = 0,(1).
Demostrar que X,,Y,, = 0,(1).

(b) Probar que
VX, —p) 2 X = X, 5 p

(¢) Deducir la Ley Débil de los Grandes Niimeros a partir del Teorema Central del
Limite.

10. Sean {X,}, ., e {Y,}, ., sucesiones de v.a. y a una constante tales que X,, — a e

Y, 2, Y. Probar que:

(a) X, +Y, 2 a+Y.
(b) X,Y, = aY.

11. Sea {X,},>, una sucesién de v.a. tales que
Vi (X, — p) 25 N (0,02).
Sea g : IR — IR tal que g es derivable, ¢’ es continua en py ¢’ (u) # 0.
(a) Demostrar que
V(g (Xa) =g (1) = N (0,0%' (1))
(b) ;Cual seria la distribucién asintética de

n (g (Xn) —g(n)

si ¢’ (u) = 0 pero ¢” es continua en py g” () # 07



