Estadistica (m) Préactica 3

D) Estadisticos minimales suficientes.

27. Dada una muestra aleatoria X1, ..., X,,, demostrar que 7' (X) = (X(l), o ,X(n)) es
minimal suficiente para # cuando la muestra tiene distribucion:

b) logistica £ (6,1), cuya densidad es

9 6_(w_9)
x;0) = ————
f( ) [1 +6_(x_6)]2
Solucién:
SeaP = {f(X,0): 0 € ®}. Consideremos la familia finita Py = { f(X, 0),f(X,01),...,f(X,0¢)}
luego si encontramos 7' un estadistico minimal suficiente para 6 € {0,0y,...,0,} v T su-

ficiente para 6 € O, entonces T resultara minimal suficiente para 6 € ©.

En Py, T(X) = (ff((xx”eol)), e ff(())((’%‘))) es minimal suficiente, entonces veamos que si k =
n + 1 resulta que U(X) = (X®) ... X®) es equivalente a T(X), es decir T(X) = T(Y)
sii U(X) = U(Y). En este caso existird una funcién ¢ tal que U = g(T') luego U sera
minimal suficiente en Py y como es suficiente en P es minimal suficiente en P.

Entonces probemos que T' y U son equivalentes.

U(X) =U(Y) sii X es una permutacién de Y, veamos que T'(X) = T(Y') sii uno es
una permutacion del otro.
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Llamamos g(¢) = [T, 2% v h(¢) =TT, 2%, Luego como funcién de & ambas

=1 14w, i=1 14wv;
funciones son polinomios de grado n, que coinciden en n + 1 puntos &i,...,&,+1 luego
g = h. En particular los términos lineales son iguales.
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Llamamos n = &', §(n) = [I"~,(n+u;) y h(n) = 17—, (n+u;). Luego como funcién de 7

ambas funciones son polinomios de grado n, que coinciden en n+1 puntos 1 ST WIS
luego g = h, entonces los u; y los v; son los mismos salvo permutaciones. Entonces X e Y
son iguales salvo permutaciones. Es decir, si U(X) = U(Y) se tiene que (XM, ..., X)) =
(YD Y™) que es lo que quefamos ver.



