
estad��stica te�orica

Repaso de probabilidades

1. Una variable aleatoria X tiene distribuci�on � (n; �) si sus funciones de densidad y
caracter��stica son

fX (x) =
�n

� (n)
� xn�1e��xI[0;1) (x) y 'X (t) =

�n

(�� it)n
:

Probar que:

(a) E (X) = n=� y V (X) = n=�2:

(b) Si a > 0; entonces aX � � (n; �=a) :

(c) Si Y � � (m;�) independiente de X, entonces X + Y � � (n+m;�) :

2. (a) Si Z � N (0; 1) ; probar que Z2 � � (1=2; 1=2) :

(Nota: Usar que � (1=2) =
p
�:)

(b) La distribuci�on � (n=2; 1=2) ; para n 2 IN; se denomina �2
n (chi-cuadrado con

n grados de libertad). Probar que si Z1; : : : ; Zn son v.a. independientes con
distribuci�on N (0; 1) ; entonces

Pn

i=1 Z
2
i � �2

n:

3. Una variable aleatoria X tiene distribuci�on � (r; s) si su funci�on de densidad es

fX (x) =
� (r + s)

� (r) � (s)
� xr�1 (1� x)s�1 I[0;1] (x) :

Probar que:

(a) E (X) = r= (r + s) y V (X) = rs=
�
(r + s)2 (r + s+ 1)

�
:

(b) Analizar el caso en que r = s = 1:

4. Una variable aleatoria X tiene distribuci�on C (0; 1) si sus funciones de densidad y
caracter��stica son

fX (x) =
1

�
� 1

1 + x2
y 'X (t) = e�jtj:

(a) Probar que X no tiene momentos �nitos de ning�un orden.

(b) Si X1; : : : ; Xn son independientes y tienen distribuci�on C (0; 1) ; mostrar que
�Xn � C (0; 1) : >Vale la Ley de los Grandes N�umeros?

5. (a) Sea X una v.a. con distribuci�on P (�) : Encontrar la funci�on caracter��stica de
X:

(b) Si X � P (�) e Y � P (�) independientes, demostrar que X + Y � P (�+ �) :

(c) Probar que si X � P (�) e Y jX = x � Bi (x; p) entonces Y � P (�p) :

6. Sean fXngn�1 e fYngn�1 sucesiones de variables aleatorias tales que Xn ! X e
Yn ! Y en probabilidad (o c.s., respectivamente). Probar que:

(a) Xn est�a acotada en probabilidad en ambos casos. Tambi�en, si Xn
D�! X,

entonces Xn est�a acotada en probabilidad.
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(b) Si g : IR2 ! IR es continua, entonces g (Xn; Yn) ! g (X; Y ) en probabilidad o
c.s., respectivamente.

7. Sean fXngn�1 e fYngn�1 sucesiones de v.a. tales que Xn est�a acotada en probabili-

dad e Yn
D�! 0, demostrar que XnYn

D�! 0.

8. (a) Probar que si
p
n (Xn � �)

D�! X entonces Xn

p�! �

(b) Deducir la Ley D�ebil de los Grandes N�umeros a partir del Teorema Central del
L��mite.

9. (Teorema de Slutsky) Sean fXngn�1 e fYngn�1 sucesiones de v.a. y a una constante

tales que Xn

p�! a e Yn
D�! Y . Probar que:

(a) Xn + Yn
D�! a+ Y .

(b) XnYn
D�! aY .

10. Sea fXngn�1 una sucesi�on de v.a. tales que

p
n (Xn � �)

D�! N
�
0; �2

�
:

Sea g : IR! IR tal que g es derivable, g0 es continua en � y g0 (�) 6= 0:

(a) Demostrar que

p
n (g (Xn)� g (�))

D�! N
�
0; �2g0 (�)2

�
:

(b) >Cu�al ser��a la distribuci�on asint�otica de

n (g (Xn)� g (�))

si g0 (�) = 0 pero g00 es continua en � y g00 (�) 6= 0?

11. (Desigualdad de Jensen) Sea � : IR! IR una funci�on convexa. Y seaX una variable
aleatoria con esperanza �nita probar que

E(�(X)) � �(E(X))

12. Sea X una variable aleatoria y sea m una mediana de X. Probar que

m = arg min
c2IR

E(jX � cj):
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