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3. VARIABLES ALEATORIAS
Repasar primero las notaciones de funcion, imagen y preimagen.
Introduccion
Ejemplo 1: tiro dos veces una moneda. Me interesa el nro de veces que sale cara.
Ej. 2: idem. Me interesa la resta entre el nro de caras y el nro de cecas.

Ej. 3: elijo un alumno al azar entre todos los alumnos de ler afio de la fac. y le pregunto su nota en
Matematicas del CBC.

Ej. 4: Elijo un hombre adulto al azar en Buenos Aires y observo su peso y su estatura.
Como se puede plantear modelos probabilisticos para estos ejemplos?
Ej. 1 Podriamos considerar S={0,1,2}, pero tambien podemos dejar
S={CC,CS,SC,SS} describiendo todos los resultados de tirar dos monedas y luego asociar

CC—2, CS—1,etc.

Se puede considerar S={CC,CS,SC,SS} y una funcién X="nro de caras” que a cada elemento de S le
asigna un nro:

X
CcC —» 2
CS —» 1
SC —»> 1
SS —» 0

Ej. 2, podemos considerar el mismo S y otra funcion.

Definicion de variable aleatoria:
Sea S un espacio muestral Una variable aleatoria es una funciéon de S en los nimeros reales.

Generalmente las variables aleatorias se las denota con las ultimas letras del alfabeto en mayuscula
(X, Y, etc.) Por definicion si X es una v.a.
X:S > R
En el ¢j. 1: Qué entendemos por P(X=1)?
En general si BCR,

P(XeB) = P{seS| X(s)eB) = P(X" (B))

Ejemplo: cuanto vale P(X<1)en el ejemplo 1?
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Imagen de una variable aleatoria:
Usaremos la notacion Ix para la imagen de la variable aleatoria (conjunto de valores que toma).

3.1. Variables aleatorias discretas

Definicion de variable aleatoria discreta:
Una variable aleatoria es discreta si Ix es un conjunto finito o infinito numerable.

Dar ejemplos de variables aleatorias discretas
- que tomen un numero finito de valores
- que tomen un numero infinito numerable de valores

- Funcion de probabilidad puntual de una v.a. discreta.

Sea X v.a. discreta. Se llama f.p.p. a la funcion

p(x) = P(X=x) paratodo xeR

En el ejemplo 1:
p(0)=1/4
p(1)=1/2
p(2)=1/4
p(x)=0 para todo x¢ {0,1,2}

Propiedades de las funciones de probabilidad puntual
Son funciones p:R—R que cuplen dos propiedades:
a) p(x)=0 para todo xeR

b) T p(x)=I

xe Ix
Nota: la sumatoria también puede extenderse al conjunto {x|p(x)>0}
Estas dos propiedades a) y b) caracterizan a las funciones de probabilidad puntual.

Comentario:
Para dar una funcion de probabilidad puntual, a veces se d4 una férmula, otras una tabla:

X | 0 1 2
px) | 1/4 12 1/4

y también puede mostrarse con un grafico (con lineas o con barras como el histograma).
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Comentario:
Si conozco la f.p.p. de una v.a. X, como puedo calcular P(B) para cualquier BcR?

Otros ejemplos:
- Elijjoun alumno al azar entre todos los alumnos de ler afio de la facultad. Sea X su nota en
Matematicas del CBC. Como se podria conocer la f.p.p. de esta v.a.?

- Se tira un dado hasta que sale as por primera vez. Sea X=nro de tiros. Es X discreta? Cuanto vale
Ix? Cuales la f.p.p. de X?

Comentario:
Conocer la distribucion de una v.a. quiere decir poder calcular
P(XeB) para cualquier BcR.
Observar que si conozco p(x) conozco la distribucidn, ya que

pxeB)— 2 P(X) (5)

xeBNIy

Observar que variables aleatorias distintas pueden tener la misma distribucion. Por ej. la variable
X=nro de caras al tiras dos monedas, tiene la misma distribucién que el nro de cecas.

\ Funcion de distribucion o funcion de distribucion acumulada de una v.a. Definicion

Sea X una v.a. Su funcion de distribucion (acumulada) es la funcion
F(x) = P(X<=x)=P(X € (-0,x]) (definida V x€ R)

La definicién anterior vale para cualquier v.a., sea discreta o no.
Para el caso particular de las v.a. discretas, se puede calcular sumando la f.p.p. para todos los valores
<X

Fx)= D, p(u) ©6)

uely, usx

Ejemplo 1: Calcular y graficar la funcion de distribucion de X = nro de caras al tirar dos veces una
moneda.

Ejemplo 2: Como seria la funcién de distribucion de X = nro de veces que tengo que tirar un dado
hasta que salga as por primera vez?

Propiedades de las funciones de distribucion.

Las funciones de distribucion son funciones reales (F:R—R) que cumplen:

1) Son mondtonas no decrecientes.
2) lim F(x)=1
X—>+00
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3) lim F(x)=0
X—> -
4) Son continuas a derecha (0 sea lim F(x) =F(x,) )

Es evidente de los ejemplos que las funciones de distribucion no tienen por que ser continuas ya que
lim F(x) = F(x,) no tiene por que coincidir con F(x,)

XX

(la funcion de distribucion puede dar saltos).

Si la funcion de distribucidon da un salto en el punto x,, entonces la altura del salto es precisamente el
valor de la probabilidad en el punto:

P(X =x,) =F(xy)—F(x,) = altura del salto (7

Propiedad importante:

Si conozco la funcidn de distribucion de una v.a. puedo calcular cualquier P(XeB) para cualquier
BcR.

a) En particular es facil calcular la probabilidad de un intervalo de la forma (a,b] (asi abierto a
izquierda y cerrado a derecha), ya que es facil demostrar que:

P(a<X<b) = F(b) — F(a) (8)
Demostracion:
(aab] = (-OO,b] - (-OO,a]
luego:
P(Xe(a,b]) = P(Xe(-00,b]) - P(Xe(-,a])
0 sea

P(a<X<b) = F(b) - F(a)

Pero como se puede calcular P(a<X<b)?
Usando (8) y (7) puede calcularse.

Ejercicio: escribir expresiones para calcular:

P(a<X<b)

P(a<X<b)

P(a<X<b)
P(a<X)
P(a<X)
P(X<b)

conocida la Funcidn de distribucion acumulada.
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3.2. Esperanza de una variable aleatoria discreta

La esperanza se puede definir para cualquier tipo de variable aleatoria. Pero por ahora veremos el
caso particular de v.a. discreta.

Definicion de esperanza para una v.a. discreta.

Sea X una v.a. discreta, Ix su imagen, p su f.p.p.
Se define

E(X)= D, x p(x)

xelx

E(X) se lee ‘esperanza de X’.

Ejemplo 1: Sea X el nro. de caras al tirar dos veces una moneda
equilibrada. Hemos visto que Ix = {0,1,2} y que

x | o 1 2
px) | 14 12 1/4

2
Entonces E(X)= . x p(x) = 0*%(1/4) + 1%(1/2) + 2*(1/4) = 1
x=0

Ejemplo 2: Sea X el nro. de ases al tirar dos veces un dado equilibrado. Entonces, igual que en el ¢j. 1
es Ix = {0,1,2}, mientras que la f.p.p. es

x | o 1 2 3
p(x) | 2536 1036 1/4 1/36

Entonces E(X)= 0%(25/36) + 1%(10/36) + 2%(1/36) = 12/36 = 1/3

Se ve en este ejemplo (no en el anterior) que E(X) no tiene por qué coincidir con ninguno de los
valores que toma la v.a.

E(X) se puede interpretar como un promedio ponderado de los distintos valores que toma la
variable, dandole mayor peso a los valores mas probables. La definicion coincide con la de centro de
gravedad en fisica.

Vamos a ver ahora otras dos interpretaciones intuitivas de E(X).

Una interpretacion intuitiva de la esperanza: como media de una poblacion.

Esta interpretacion no siempre tiene sentido solo en algunos ejemplos (en los que el experimento
aleatorio consiste en extraer al azar un individuo de una poblacion finita). Consideremos el siguiente
ejemplo. Supongamos que tenemos registrados todas las notas en Matematicas del examen de ingreso
de los alumnos de ler. afio. Estas notas van del 4 a 10 y son las siguientes:

6,8,9,8,4,10, 6, etc.

Llamemos N al nro. de alumnos de ler. afio. Entonces la media (poblacional) de las notas es:
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3 6+8+9+8+4+......

# N

El titulo de la “Interpretacion” dice que la E(X) es la media poblacional u. Como podemos definir
una v.a. con las notas?

Experimento aleatorio: entre todos los alumnos de ler. afio selecciono uno al azar (o sea de la
poblacion elijo una “muestra” de un solo alumno).
Luego observo X = nota del alumno seleccionado.

Quién S? Es X unav.a.? Cuadl es suimagen? Cual es su f.p.p.?
Cuanto vale E(X)?

Esta interpretacion no so6lo vale para este ejemplo, sino para cualquier ejemplo en que hay una
poblacion de un nro. finito de individuos y para cada individuo se puede observar una variable
discreta. Si se selecciona al azar un individuo y se considera la v.a. X = ’valor de la variable en el

individuo elegido al azar’ entonces E(X) coincide con la media poblacional.

Pero esta interpretacion no siempre tiene sentido, por ejemplo no lo tiene en los ejemplos 1 y 2.

Otra interpretacion intuitiva de la esperanza.

Esta interpretacion vale para cualquier v.a. Sin embargo, s0lo para simplificar, vamos a pensar en
una v.a. discreta que s6lo toma un nro. finito de valores.

Sea Ix = {xi, X2, ... ,Xx} la imagen
y

X | X1 X2 .. Xk

p(X) | p(x1) p(x2)  p(xx)
la tabla que da la f.p.p.

Supongamos que se repite n veces (en las mismas condiciones) el experimento aleatorio. Cada vez
que se repite el experimento se observa el valor que toma la variable X. Se anotan esos valores, por
ejemplo:

X3 X5 X» X5 X3 X4 etc
y se calcula el promedio de todos los valores que salieron

X3+t Xs+Xp+Xs+Xg+Xg4+ ...

)
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Llamando n; = nro. de veces que sale x; (i=1,...,k), reordenando los términos (9) puede escribirse
asi

nix; +n2x2+...+nkxk ny ny ny
=—Xx;+— X+ A X (10)
n n n n
Qué ocurre con el cociente — cuando n es grande?
n

Por la idea intuitiva de probabilidad, sabemos que

lim "= P(X = x;)=p(x)

n—owo N
Luego la expresion (10) cuando n—cotiende a

p(xp)x; + p(xz)xz + ... + plxpxy = E(X)

O sea esta interpretacion de la esperanza se puede enunciar asi:

""Si se repite n veces el experimento aleatorio y se calcula el promedio de todos los valores que
toma la v.a., este promedio tiende a E(X) cuando n tiende a infinito."

Es lo que hicimos recién una demostracion rigurosa de la afirmacion anterior?

Qu¢ quiere decir esta interpretacion en el ejemplo 1 (nro de caras al tirar 2 veces una moneda)?
Qué quiere decir en el ejemplo de elegir un alumno al azar y observar su nota?
Otro ejemplo:
Juguemos 1§ en la ruleta a colorado. Sea X=ganancia.
Calcular E(X) y ver que quiere decir aqui la interpretacion intuitiva.
Es buen negocio jugar mucho a la ruleta?
Funciones de variables aleatorias.

- Si X es una v.a. Qué es X*?

- En general si gZR—R, g(X) es una v.a. (es la composicion de la funcion X con la funcion g).

X g
S -» R —> R
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- Ejemplo: Sea X el nro. de caras al tirar dos veces una moneda. Sea Y=X"
a) Calcular la f.p.p. de Y (para distinguir llamaremos px y py). b) Calcular E(Y).
c¢) Luego observar que:

E()=2 yp, (0= %", (%)

yely xely

En general:

Teorema: Sea X una v.a. discreta, I[x su imagen, px su f.p.p. Sea gZR—R. Entonces:

E(g(X)=2 g(x)p,(x) (an

xely

Observar que este teorema tiene la utilidad de que permite calcular la esperanza de la v.a. g(X),
conocida la funcién de probabilidad puntual de la v.a. X, sin necesidad de calcular primero la f.p.p.
de la v.a. g(X).

Propiedades de la Esperanza (estas propiedades valen no s6lo para variables aleatorias discretas,
sino para cualquier variable aleatoria).

a) Sea X una v.a., ay b nimeros reales. Entonces
E(aX+b)=aEX)+b
Casos particulares:

E(aX) = a E(X)
E(X+b)=EX)+b

b) Si X e Y son dos variables aleatorias entonces
E(X+Y)= EX)+E(Y)

b*) Generalizando b) si X, X»,... X;, son vs. as. entonces

E((ﬁX,- j - Y Ew,)

Vamos a definir varianza de una v.a.

Notaciones para medias y varianzas de un conjunto de datos.

En estadistica descriptiva, definimos media y varianza. Muchas veces el investigador considera que
los datos observados son una muestra de una poblacion y desea, a partir de los datos de la muestra
observada, hacer inferencias sobre la poblacion. La inferencia estadistica estudia técnicas para hacer
estas inferencias. Cuando queremos hacer inferencias, conviene distinguir con notaciones distintas a
la media y varianza de la muestra y a la media y varianza de la poblacion. Las notaciones usuales son:
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Poblacion Muestra

M=
ke

1]
—

n
2%
— =1

Media U=

Varianza o> = & ST =

Luego hemos definido esperanza (también llamada media) de una v.a. discreta:

E(X)= D, x p(x)

xelx

Como se define Varianza de una variable aleatoria?

Varianza de una variable aleatoria

La varianza se puede definir para cualquier tipo de variable aleatoria. Pero por ahora veremos el
caso particular de variables aleatorias discretas.
Definicion de varianza para una v.a. discreta.

Sea X una v.a. discreta, Ix su imagen, p su f.p.p.
Se define

Var(X)= 3. (x = E(X)) p(x)

xel
X

Var(X) se lee ‘varianza de X’.

Otra forma de definir varianza de una variable aleatoria:
Usando el teorema que da la E(g(X)) se puede escribir:

Var(X) = E(X-E(X))? (12)

Luego veremos que esta expresion se usa también para definir varianza para variables aleatorias que
no son discretas. La expresion (12) es la definicion més general de Var(X)

34




Estadistica para Quimica - 20. cuat. 2004 - Marta Garcia Ben

Comentario: cuando la variable aleatoria se define extrayendo al azar un individuo de una poblacién
finita, como en el ej de la nota de una alumno elegido al azar) la varianza de la v.a. es igual a al
varianza poblacional.

Interpretacion de la varianza como medida de dispersion

Ejemplo 1: X = nro. de caras al tirar dos monedas. Calcular Var(X).
(respuesta: 0.5)

Ejemplo 2: Siunav.a.Y tiene f.p.p.

v no 1 11
Pulvy 1/4 1/2 _1/4

Entonces, comparando con la v.a. X del ej. 1 se observa que Y tiene la misma esperanza
(E(Y)=E(X)=1),

Var(Y) es <,=0>que Var(X) ?

Ejemplo 3: Sea Z una v.a. con f.p.p.

7 N 1 2
Pz(7) 0.01 0.98 0.01

Que también tiene esperanza 1,

Var(Z)es < = o > que Var(X) ?
Otra expresion para Var(X).
Var(X) = EX-E(X))* = E(X’) - (E(X))’ (13)

La primera igualdad es la definicion de esperanza, la segunda igualdad se demuestra facilmente
usando las propiedades a) y b) de la Esperanza.

De (11) y (13), para el caso de las variables discretas, hay dos formas de calcular la varianza:

Var(X)= D (x=E(X))’p(x) = > x*p(x)~(EX))

xely xel y,

La primera expresion (la definicion) se entiende mas (se entiende que es una medida de dispersion) la
segunda era mas simple para calcular, cuando las cuentas se hacian a mano.

Ejemplo: En el ejemplo 1, calcular Var(X) con esta nueva expresion y comprobar que da lo mismo.

Antes de enunciar propiedades analogas para la varianza, necesitamos definir el concepto de
variables aleatorias independientes.
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Definicion: Dos variables aleatorias X e Y son independientes si

P((Xe A)n (Y € A)) = P(XeA) P(YeB)
para todo AcR, BcR.

Ejemplos:

1) Si elijo una persona al azar y observo X=peso, Y=estatura, son variables aleatorias independientes?
i1) Si juego dos veces en la ruleta y X=nro que sale en la 1a tirada, Y=nro que sale en la segunda
tirada, son independientes?

ii1) Dar otros ejemplos de vs. as. que (intuitivamente) sean independientes y no lo sean.

Recordemos las propiedades de esperanza que enunciamos:

a) E(@X+b)=aEX)tb
b) E(X+Y)= E(X)+E()

b%) E((ixi J - Y Ew,)

Propiedades de la varianza:
a) Var(a X + b) = a” Var(X)
y sus casos particulares
Var(aX) = a’ Var(X)
Var(X+b) = Var(X)

No vale en general para varianzas una expresion similar a b) o b*). Pero si vale para el caso
particular de que las variables aleatorias sean independientes.

b) Si X e Y son dos variables aleatorias independientes entonces (no demostramos por ahora esta
propiedad)

Var( X +Y)= Var(X) + Var(Y)

b*) (generalizacion de b) Si X, X,,... X, son vs. as. independientes entonces

Var([iXi J = Zn:Var(X[ )

Recordemos que
conozco la f.p.p. de un v.a. discreta << conozco la distribucion de esa variable
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Algunas distribuciones discretas usadas como modelos.
Vamos a ver ahora algunas f.p.p. que son las “mas usadas™:

Las distribuciones:
1) Binomial (y su caso particular la distribucién de Bernoulli)
1) de Poisson.

Distribucion de Bernoulli:
Un caso particularmente simple, pero que a pesar de ello se usa muchas veces es el de las variables
aleatorias que solo toman dos valores 0 y 1. De una v.a. asi se dice que tiene distribucion de
Bernoulli. Si llamamos p a la P(X=1), su funcion de probabilidad es de la forma:

X 0 1

p(x) I-p p

Su esperanza y varianza valen: E(X)=p, Var(X)=p(1-p) (demostrarlo).

Distribucion Binomial

Ejemplo previo nro. 1: Se tira 5 veces un dado equilibrado. X es el nimero de veces que sale as.
Ej. previo nro. 2: Un jugador juega 10 veces a “primera docena” en la ruleta. Sea X el numero de
veces que gana.

En estos dos ejemplos y en muchos otros el experimento aleatorio cumple las siguientes condiciones:

1) El experimento aleatorio consiste en repetir n veces una prueba (el nimero n es fijo)

2) En cada prueba se observa si sale o no un evento. Llamemos E al evento que nos interesa y F a su
complemento. (La letra E viene de “éxito” y la F de “fracaso”).

3) Las n repeticiones se hacen en iguales condiciones. O sea que P(E) es la misma en todas las
pruebas. Llamemos p=P(E).

4) Las repeticiones se realizan en forma independiente. O sea el resultado de una prueba no influye
sobre las otras.

Sea X la variable aleatoria:
X =namero de veces que sale E en las n pruebas.

Nos va a interesar calcular la f.p.p. de X.

-Definicién: Un experimento aleatorio que cumple las cuatro condiciones enunciadas se llama
Experimento Binomial. Cada prueba se llama Ensayo o Prueba de Bernoulli.

- Veamos que los experimentos previos 1 y 2 son experimentos binomiales. Quién es n, E y p en cada
uno?

Calculemos ahora la f.p.p. de X.
Se deduce que

p(x) = (nj pr(1=p)"" sixe{012,..n} (14)
X

0 en caso contrario
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Definicion: Si una v.a. X tiene la funcion (14) como f.p.p. entonces se dice que X tiene distribuciéon
Binomial con parametros n y p. Se escribe abreviando:

X ~ Bin (n,p)

Ejemplos: En el ejemplo 1, X ~ Bin (5, 1/6)
en el ejemplo 2, X ~ Bin (10, 12/37)

Si deseamos en el ¢j. 1, calcular la probabilidad de que salga as tres veces, no necesitamos pensar
especialmente en este ejemplo, sino simplemente aplicar la expresion (14)

o= (§) (3

Esta expresion puede evaluarse con una calculadora o con un programa (antiguamente se usaban
tablas).

Con el programa Statistix se puede calcular ingresando a "Statistis", "Probability Functions" y elegir
la funcién "Binomial(x,n,p)".
El programa no calcula p(x), sino la funcion de distribucién acumulada F(x)=P(X<x). Por ejemplo si
ingreso n=5, p=0.1666667 (esto es 1/6), x=3, el resultado es:

Binomial(3,5,0.1666667) = 0.99666
y si luego pongo x=2 obtengo

Binomial(2,5,0.1666667) = 0.96451

Como se puede a partir de estos resultados obtener P(X=3)?

Otro ejemplo de aplicacion de la distribucion binomial:

Un bolillero contiene N bolitas, de las cuales B son blancas. Se extraen n bolitas (sin o con?)
reposicion y se cuenta X= numero de bolitas blancas extraidas.
Qu¢ distribucion tiene X?

Comentarios:

- Si las extracciones son sin reposicion, X no es binomial, por que? Pero si N es "grande" en
relacion a n, las extracciones con o sin reposicion dan resultados similares, y la distribucién binomial
es una buena aproximacion a la distribucion de la variable X. Como receta practica si N/n>20 la
aproximacion binomial es muy buena.

- Hay muchos problemas précticos similares a la extraccion de bolitas. Son todos los problemas en
los que se eligen n individuos al azar de una poblacién de individuos de los cuales algunos tienen
cierta caracteristica y otros no. Si se cuenta el nimero de individuos con la caracteristica entre los n
seleccionados, ese nimero se puede considerar una observacion de un v.a. con distribucion binomial.

Comentario:
X ~Bin (1,p) & X ~ Bernoulli(p)
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Esperanza y varianza de una v.a. con distribucion binomial.

Sea X ~ Bin(n,p). Entonces
E(X)=np
Var(X) = np(1-p)

Demostrarlo.

Distribucion de Poisson

Definicion: Se dice que una v.a. X tiene distribucion de Poisson con parametro A si su funcion de
probabilidad puntual es:

X

A,
p(x) = - e si xe {0,1,2,...} (15)
x!

"X tiene distribucion de Poisson con parametro A" se abrevia asi: X ~ P(A)

Comentario: La binomial fue derivada a partir de un experimento aleatorio, que consistia en repetir
una prueba. No existe un experimento simple que permita deducir la f.p.p. de Poisson. Como se le
ocurrid a Poisson esta f.p.p.? La obtuvo como limite de la f.p.p. binomial, como veremos luego.

Para que sirve? Sirve como modelo aproximado para las f.p.p. de variables aleatorias del siguiente
tipo:

a) Numero de pulsos que cuenta un medidor de radiaciéon en un intervalo de longitud fijada
(digamos de 3 minutos). La distribucion de Poisson d4 una muy buena aproximacion a la
distribucion de esta variable y por lo tanto a la variabilidad de la medicion.

b) Numero de accidentes que ocurren en una semana en la ruta Bs.As.-Cérdoba.

¢) Numero de llamadas telefonicas que llegan a un conmutador entre las 12 y las 12 y 15.

d) Numero de clientes que entran a un negocio entre las 14 y las 15.

e) Numero de parasitos que cuenta un laboratorista en un volumen (fijo) de sangre. (Me refiero a
la variabilidad de la medicion, o sea lo que tiene distribucion de Poisson son repetidas
mediciones para la misma sangre, no para sangre de distintos individuos).

Luego discutiremos por qué o bajo qué suposiciones este tipo de variables aleatorias tienen una f.p.p.
que se puede aproximar por la de Poisson.

Demostrar que (15) cumple las propiedades de una f.p.p.

Esperanza v Varianza:

Si X~ P(4) entonces E(X)=A y Var(X)=A

Demostrarlo.
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Nos habiamos preguntado como habia surgido la f.p.p. llamada de Poisson? Aca esta la
respuesta: se dedujo como limite de la binomial.
Se puede demostrar que la f.p.p. binomial se parece a la de Poisson si n es “grande” y p “pequefio”:

n X
( ) p (l-p)"" = /1—6_1 con A =np
X x!

Receta: la aproximacion es buena cuando n>100, p<0.01 y np<20.

Pero aun para n no tan grandes ni p tan pequenos la aproximacion puede ser bastante satisfactoria,
como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea X~Bin(n=20,p=0.05).

20
P(X=2) = (2J0.0520.9518 = 0.189

Aproximando la f.p.p. binomial por la de Poisson con A=np=20%0.05=1:

12
P(X=2)= —e ' =0.184
2!

Otra forma de deducir la distribucion de Poisson: "Proceso de Poisson''.

Otra forma de deducir la distribucion de Poisson es considerar eventos que ocurren al azar en
cualquier momento del tiempo. Un ejemplo clésico es el de los pulsos que cuenta un medidor de
radiactividad. Si se hacen tres suposiciones sobre la forma en la que ocurren los eventos, se puede
demostrar que el nimero de eventos en un intervalo de tiempo de longitud fija es una v.a. con
distribucion de Poisson.

Proceso de Poisson:

Ocurren eventos al azar en cualquier instante del tiempo, de modo que se cumplen las siguientes
suposiciones:

1. Existe un parametro o>0 tal que la probabilidad de que ocurra un evento en un intervalo de
longitud At (con At "pequeno") es aproximadamente a.At (o sea es proporcional a la longitud del
intervalo).

Escrita rigurosamente la suposicion es:

P(ocurra un intervalo entre t y t+At)= o..At + o(At)

Comentario: la notacion o(h) significa que es una funcion de h que tiende a cero mas rapido que h, en
el sentido siguiente:

im0 _ ¢

h—>0 h
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2. La probabilidad de que ocurran dos o mas eventos en un intervalo de longitud "pequefia" At es
despreciable. Rigurosamente
P(ocurra dos o mas eventos entre t y t+At) = o(At)

3. Sean t;<t;<t3<t4. Entonces el niimero de eventos que ocurren en el intervalo [ts,t4] es
independiente del nimero de eventos que ocurren en el intervalo [ti,t,].

Proposicion (no la demostraremos):
Si se cumplen las tres suposiciones del proceso de Poisson, se puede demostrar que si [t;,t2] es
cualquier intervalo y llamo

X = numero de eventos en el intervalo [t;,t;]

entonces X ~ P(a. (t2-t1))

Observacion: De la proposicion anterior y del hecho de que el pardmetro de la Poisson es su
esperanza, deducimos que, bajo las suposiciones 1 a 3, el valor esperado de eventos en un intervalo es
o por la longitud del intervalo. Por lo tanto el significado intutivo de a es "el valor medio de eventos
que ocurren en una unidad de tiempo". Obviamente el valor de o depende de la unidad en la que
midamos el tiempo.

Ejemplo: Los clientes llegan a un negocio siguiendo un proceso de Poisson con una media de 12
clientes por hora. Cual es la probabilidad de que lleguen por lo menos dos clientes en un intervalo de
15 minutos?

Respuesta: 0.801 (se puede obtener con el Statistix).

En que forma tienen que llegar los clientes para que se cumplan aproximadamente las suposiciones
del proceso de Poisson?

Extensiones del proceso de Poisson:
Hemos definimos el proceso de Poisson en la forma clasica en la que los eventos ocurren en distintos
instantes del tiempo. Pero la misma idea puede ser aplicada también a eventos que se pueden
observar en distintos puntos de una region de dos o tres dimensiones (ejemplo: arboles en un campo,
o0 parasitos en una gota de sangre). Se pueden formular suposiciones similares a las anteriores 1 a3 y
demostrar que si

X=numero de eventos en un subconjunto A de la region

entonces
X ~ P(a * volumen(A))

(reemplazando volumen por area si la region es en dos dimensiones). El significado intuitivo de o es

en estos casos "el valor medio de eventos que ocurren en una unidad de volumen (o en una unidad de
area)".
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