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Suma y promedio de variables aleatorias independientes.
Ley de los grandes niimeros. Teorema central del Limite.

Teorema (Desigualdad de Tchebycheff).
Sea X una v.a. con cualquier distribucion, con esperanza y varianza finitas. Sea a>0. Entonces:

Var(X)

az

P(|X-E(X)|2a) <

Comentario: observar que la desigualdad de Tchebycheff es equivalente a:

Var(X)

P(|X-E(X)[<a) > 1- —
a

Ejemplo de aplicacion: Sea X una v.a. con cualquier distribucion con esperanza y varianza finitas.
Llamemos p a su esperanza y 6° a su varianza. Dar una cota para

a) P(p-20 <X <pt2o)

Si sabemos que X~Normal, cuanto vale esta probabilidad?
b) idem a) para P(p-36 <X < u+30)
c) idem a) para P(u-c < X < ut+o)

Esperanza y varianza de sumas de vs. as. independientes

Dijimos que si Xi,...,X, son vs. as.

HE X REE0)

Si Xi,...,X, son vs. as. independientes

Var( Zn:Xl. )=Zn: Var(X,)

Proposicion : Sean Xj,...,X, son vs. as. independientes, todas con la misma esperanza y la misma
varianza finita. Llamemos p a E(X;) y o”a la Var(X;). Sea

] P
S=2X, y X ==
i=1 n
entonces
E(S)=nu ,  Var(S)=noc’
EX)=p , Var(X)=2-
n
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Nota: obsérvese que el caso Xi,...,X, vs. as. independientes igualmente distribuidas (i.i.d.) con
esperanza y varianza finita cumple las condiciones de la proposicion.

Convergencia de una sucesion de variables aleatorias.

Una definicidn (no es la Ginica que se usa) es la siguiente:

Definicion de convergencia en probabilidad.

Sea Yi,..., Yn,... una sucesion de variables aleatorias. Se dice que

Y en probabilidad

si para cualquier €>0 se cumple que

I
<

lim P(|Y,-Y|[> ¢)

Teorema (Ley de los Grandes Niumeros, version de Tchebycheft)

Sean Xj,...,X;, son vs. as. independientes, todas con la misma esperanza y la misma varianza finita.
Llamemos p a E(X;) y 6”a la Var(X;). Sea

Entonces

Xnw ———>u enprobabilidad

n

La demostracion del teorema anterior sale facil de la desigualdad de Tchebycheff. Luego se probo
que no es necesario suponer varianza finita, como lo muestra el teorema siguiente.

Teorema (Ley de los Grandes Numeros, version de Khintchine, 1929)
Sean Xi,...,X;, son vs. as. i.i.d., todas con esperanza finita. Llamemos p a E(Xj)
Entonces

X ———>u enprobabilidad

n

Distribucion de la suma de variables independientes.

Proposicion :

Sean X e Y variables aleatorias independientes.
a) Si X ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(ny,p) entonces X+Y ~ Bin(n;+ny,p).
b) Si X ~ Poisson(A;), Y ~ Poisson(),), entonces X+Y ~ Poisson(A;+ A;)
¢) SiX~N(u,o1%), Y ~N(u,0,°) entonces X+Y ~N(?2,2) (rellenar los ?)
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d) SiX~T'(a,A), Y~T(az A) entonces X+Y ~I'( oij+a, A)
El inciso a) es intuitivamente razonable, verdad? Los otros no son intuitivos.

Comentario: Esta propiedad de que la distribucion de la suma de 2 vs as independiente “pertenece a
la misma familia” no es general. Por ejemplo, si X e Y son vs. as. independientes, cada una con
distribucion uniforme en el intervalo [a,b], X+Y no tiene distribucion uniforme.

Proposicion (generalizacion de la proposicion anterior)
Sean X,...,X, variables aleatorias independientes.

a) SiX;~ Bin(ni,p) entonces Z:Xi ~ Bin(Z:ni ,p)-

i=1 i=1

b) Si X; ~ Poisson(A;) entonces Z:Xi ~ Poisson(Zﬁ,[. ).

i=1 i=1

c) SiXi~N(u,o7), entonces » X~ N( > u;, > o}).
i=l i=1 i=1

d) SiX;j~I'(ay A) entonces in ~ I'( ZOLi ,\)

i=1 i=1

Vamos a enunciar dos resultados sobre la districion de la suma y el promedio de variables i.i.d.
Teorema 1:

Sean X,...,X, son vs. as. i.i.d. N(u,07). Sea

entonces

S~ N(nu,ncz) , X ~ N(u,csz/n)

Este teorema es consecuencia del inciso b) de la proposicion anterior.

Teorema 2 (con la tesis escrita en forma no rigurosa)

Sean Xj,...,X, son vs. as. 1.1.d. con cualquier distribucion, con esperanza y varianza finitas.
Llamemos p a la E(X;) y 6°=Var(X;). Sea

n
~ =1
Sn = ZXi y Xy = l
i=1

entonces
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cuando n es grande.
Usamos ~ como abreviatura de “tiene distribucion aproximadamente”

(a)

Comentarios:
- Cual es mas llamativo el teorema 1 o el teorema 2?

- El Teorema 2 se llama Teorema Central del Limite.

La tesis del TCL se escribe formalmente asi:

S, —nu
2

Szn'_ll .
Sea Z,=———=— , oloqueeslomismo,sea Z, =

n 2
o /n no

entonces
lim  Fzu(z) = O(2)

n—oo

“Receta”: En la mayoria de las aplicaciones, la aproximacion que da el TCL es satisfactoria para
n>30.

- Como se obtuvo esta receta?: empiricamente.

- Por qué la distribucion normal es muy usada? No tanto porque sirva de modelo para algunas
variables aleatorias, sino gracias al TCL. Aunque una variable aleatoria tenga una distribucion que no
sea gaussiana, la suma o el promedio de muchas variables tiene distribucion aproximadamente
gaussiana. Ademas hay versiones del TCL con menos hipotesis que la version que enunciamos.

Teorema (aproximacion de la distibucion binomial por la normal)

(con la tesis escrita en forma no rigurosa). Sea X~ Bin(n,p). Si n es “grande”
X ~ N(np, np(1-p))
(a)

Comentarios:

- La aproximacion normal a la binomial es satisfactoria cuando np>5 y n(1-p)=5.

- Para valores de n que cumplen la condicidn anterior, pero no son “muy grandes” la “correccion por
continuidad” mejora mucho la aproximacion.
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