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Ideas basicas de probabilidad.
objetivo
Inferencia estadistica.

Experimento aleatorio (¢)

Diremos que un fendmeno es un experimento aleatorio, cuando el resultado
de una repeticion es incierto pero las frecuencias relativas de los resultados
tienden a un patron de distribucion regular en un gran numero de
repeticiones.

La idea de probabilidad comienza con la observacion: las frecuencias
relativas de los resultados de fenbmenos aleatorios se estabilizan.

Supongamos que se arroja una moneda, la frecuencia relativa de caras es
erratica en una, dos. cinco o diez tiradas. Pero después de miles de tiradas
cambia muy poco.

e El naturalista francés Buffon (1707-1788) arrojé 4040 veces una moneda.
Resultado: 2048 caras o frecuencia relativa (caras) = 0.50609.

e Alrededor de 1900 un estadistico inglés, Karl Pearson, arrojé 24 000 veces
una moneda. Resultado: 12 012 caras, fr (caras) = 0.5005.

e Prisionero durante la segunda guerra mundial, el matematico inglés John
Kerrich arrojé una moneda 10 000 veces. Resultado: 5067 caras fr (caras)
= 0.5067.

Si en muchas tiradas de una moneda /la proporcion de caras observadas esta
muy cerca de 1/2, diremos que la probabilidad de cara en una tirada es 1/2.

La proporcion de caras observadas en n tiradas, es también llamada
frecuencia relativa de cara, f(cara)

En términos intuitivos la probabilidad es la frecuencia relativa a largo plazo.
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No podemos observar una probabilidad exactamente.

En el caso de la moneda, tendriamos que continuar arrojandola siempre.

La probabilidad es una idealizacién basada en imaginar qué le ocurriria a las
frecuencias relativas en una sucesion indefinidamente larga de pruebas.

Espacio muestral (Q))

El espacio muestral de un experimento aleatorio es el
conjunto de todos sus resultados posibles.

Para especificar QQ debemos indicar qué constituye un resultado individual y
después cuales resultados pueden ocurrir.

Ejemplo: Se arroja una moneda cuatro veces (g1) Yy se registra el resultado.
Esto es demasiado vago.

Para ser mas especificos: se registra el resultado de cada una de las tiradas
en orden. Un resultado tipico de es CSSC (C=cara, S=ceca).

El espacio muestral Q4 consiste de todas las sucesiones de longitud 4 de
letras C'sy S’s.

Si solamente estamos interesados en la cantidad de caras:
0O, ={0,1, 2, 3, 4}

Es importante especificar cuidadosamente un resultado individual.

Suceso 0 evento

Un suceso es un conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio,
es un subconjunto del espacio muestral.
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Ejemplo:

A = Exactamente 2 caras
Si solamente estamos interesados en la cantidad de caras y consideramos el
espacio muestral 2, A es un suceso formado por un solo elemento ( A=2 ), es
suceso elemental. En cambio si nos interesa describir el experimento con
Q)

A=[CCSS, CSCS, CSSC, SCCS, SCSC, SSCC}
es un suceso compuesto.
Los sucesos que no tienen resultados en comun se llaman sucesos
disjuntos 6 incompatibles.

Propiedades de las frecuencias relativas

Llamemos frecuencia relativa de un suceso A, f(A) a la proporcion de veces
que se observa la ocurrencia del suceso cuando se repite el experimento
aleatorio n veces.

Entonces

e La frecuencia relativa de un suceso cualquiera es un numero entre cero y
uno: 0<f(A)<1
e El espacio muestral Q tiene todos los resultados posibles por lo tanto tiene
frecuencia relativa 1. f. (Q ) =1
e La frecuencia relativa de dos sucesos disjuntos de que ocurra “uno o el
otro” ocurra, es la suma de las frecuencias relativas individuales.
f(AuB)= f,(A) +f(B)
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Axiomas de Probabilidad.

Escribiremos P(A) a la probabilidad del suceso A.
¢, Qué propiedades debe tener cualquier asignacion de probabilidades? Como
minimo las mismas propiedades que tiene la frecuencia relativa.

Tenemos asi los axiomas que toda asignacion de probabilidades debe
cumplir para un suceso A de Q

a)0 <P(A) <1
b) P(Q) =1
c) Si los sucesos A y B son disjuntos, entonces P(A 6 B) = P(A) + P(B)

Axioma c) para mas de dos sucesos disjuntos P (U A)) = Z P(A)

Ejemplo: El experimento consiste en arrojar una moneda,
Q={C, S}

Si creemos que la moneda esta equilibrada luego asignamos
P(C)=1/2
P(S)=1/2

Si la observacion nos convence de que esta cargada de manera que las
cecas ocurren con mas frecuencia podriamos asignar las probabilidades

P(C)=0.4
P(S)=0.6

Podriamos determinar cual de las dos asignaciones es la adecuada para una
moneda en particular realizando muchas tiradas ¢ quizas analizando
detalladamente el peso y balance de la moneda. Cualquiera de las dos
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asignaciones cumple con los axiomas y es por lo tanto matematicamente
correcta.

Probabilidades en un espacio muestral finito

1. Asigne una probabilidad a cada suceso elemental. Estas probabilidades
deben ser numeros entre 0 y 1 y deben sumar 1.

2. La probabilidad de cualquier suceso es la suma de las probabilidades de
los sucesos elementales que lo componen.

Espacio de equiprobabilidad.

Un espacio muestral finito en el que se asigna la misma probabilidad a los
sucesos elementales se llama espacio de equiprobabilidad. Si A es un
suceso de un espacio de equiprobabilidad entonces:

cantidad de resultados de A _#A4
cantidad de resultados del espacio muestral  #Q

P(A) =

Complemento de un suceso

Si A es un suceso, de un espacio muestral cualquiera, el suceso: A no ocurre
se llama suceso complementario de A, y se lo denota A .

Propiedades utiles para el calculo de probabilidades.

NP (A)=1-P(A)

2)P(2)=0

3)P(AuB)=P(A)+P (B)-P(AnB)
Demostraremos esta ultima propiedad:

A U B puede escribirse como la siguiente union disjunta A U (BmK ) luego



P(A UB)=P(A)+ PB~A) (1)

Pero P(B) =P(B n A) + P(BmK ) (2)

de (1) y (2) resulta inmediatamente la propiedad que queriamos demostrar.
Ejemplo: Se arroja dos veces una moneda cargada (P(C)=1/3, P(S)=2/3)) y
se registra el resultado del primero y del segundo tiro

D = {CC, CS, SC, SS}

Como la moneda no esta equilibrada, no es razonable asignar
equiprobabilidad a los sucesos elementales, asignamos

P(CC)=1/9 P(CS)=2/9 P(SC)=2/9 P(SS)=4/9,

luego P(Q) = 1/9+2/9+2/9+4/9 =1. Tenemos definido un espacio de
probabilidad.

Sean A: “Sali6 cara en el primer tiro” B:"Salié cara en el segundo tiro”

A = {CS, CC} P(A)=2/9 + 1/9 = 1/3
B = {SC, CC} P(B)=2/9 +1/9 = 1/3
AyB={CC}=ANB P(A ~B)=1/9

A6B={CS,SC,CC}=AUB|PAUB)=2/9+2/9+1/9 =5/9
=P(A) + P(B) - P(A n B) = 1/3 + 1/3 - 1/9

Calculemos
P(Sali6 cara en el primer tiro 6 en el segundo tiro)= P(A 6 B)
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A6B={CS,SC,CC}=AuB [P(AuUB)=2/9+2/9+1/9=25/9

=P(A)+PB)-P(AnB)=1/3+1/3-1/9

Pero el suceso

“Sali6 cara en el primer tiro 6 en el segundo tiro”
es igual al suceso

C: “Sali6 cara por lo menos una vez’

C :"ningunavezsalioé cara"
luego

P(C)=1-P(C)=1-4/9 =5/9

Independencia

Seguimos con el ejemplo:

Primer Tiro
Cara Ceca
Segundo | Cara 1/9 2/9 3/9=1/3
Tiro Ceca 2/9 4/9 6/9 = 2/3
3/9=1/3 | 6/9=2/3

Obtendriamos exactamente las mismas probabilidades si en vez de arrojar la
moneda 2 veces realizaramos una extraccion de una urna que tiene las
siguientes 9 fichas:

CC SC SC
CS CS SS
SS SS SS
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La siguiente tabla es una tabla de frecuencias indicando la cantidad de fichas
en cada celda

Primer Tiro

Segundo | Cara
Tiro Ceca |

W

3 6

Calculemos la probabilidad de cara en segundo tiro sabiendo que sali6 cara
en el primero, esto es que nos debemos restringir a las fichas que tienen una
C en el primer lugar = P(B/ A) =1/ 3. Analogamente calculamos cara en

segundo tiro sabiendo que salié ceca en el primero, P(B/K) =2/6=1/3.

Luego tenemos que B
P(B)=P(B/A)=PB/A)=1/3

Dos sucesos A y B se dicen independientes si saber que A ocurrié o no,
no modifica la probabilidad de que B ocurra.

Siguiendo con el ejemplo:

1 19 P(BNA)
PBIA)= 37113 P(A)

La probabilidad condicional de B sabiendo que A ocurrid, P(B/A) se define
como

P(BMA)
P(A)

siendo P(A) > 0.
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P(BNA)
SiP(B/A)=P(B) = P(B)="pp) = PBNA)=P(B)PA).

Esto motiva la siguiente definicion

Ay B son sucesos independientes < P(A n B) = P(A) P(B)

Siguiendo con el ejemplo: los sucesos “cara en la primera tirada” y “cara en
la segunda tirada” son independientes. Mas aun cualquier suceso referido
unicamente a la primera tirada es independiente de cualquier suceso referido
a la segunda tirada. Decimos que las tiradas son independientes.

Regla del producto

siP(A)>0 P(A ~ B)=P(A)P(B/A)

Es muy util cuando un experimento consta de varias etapas, por ejemplo si
consta de 3 etapas, con A; un suceso referido a la etapa i, tenemos

P(Al mAz ﬁA3):P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |(A1 mAz))

siempre que P(4,)>0 y P(4, nA4,)>0

Independencia de 3 0 mas sucesos:

Ay B son sucesos independientessi P(A/B)= P (A), para esto
alcanzaba con que P(A nB) =P(A)P(B)

Para 3 sucesos A, B, y C nos interesa

VP(A/B)= P(A) i) P(A/(BAC)=P(A)
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Es necesario pedir que

P(A nB)=P(A)P(B)
P(B N C)=P(B)P(C)
P(C nA)=P(C)P(A)

y ademas que P(A N B n C) = P(A)P(B)P(C)

Para que n sucesos 4, 4,,..-, 4, sean independientes, la probabilidad de la
interseccion de k de ellos debe ser igual al producto de las probabilidades de

cada uno de ellos, para todo k=2,.

P(A, N4, ...0 4, )= P(A )- P(4,)....P(4, )

n n n
Es decir que es necesario verificar [2j + [J + ( j =2"—n-1 condiciones.

Ejemplos varios

Ejemplo 1: una urna contiene tres bolitas blancas numeradas del 1 al 3, tres
bolitas rojas numeradas del 1 al 3 y tres bolitas rayadas numeradas del 1 al 3,
la bolita 1 rayada es nueva, la bolita 2 roja es nueva y la bolita 3 blanca es
nueva. Consideremos los sucesos

A= la bolita es rayada

B= la bolita es nueva

C=la bolita es la nro. 1

A, B, son sucesos independientes de a pares pero no son Ssucesos
independientes de a tres.
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Consideremos el siguiente_experimento aleatorio: se extrae de una caja un
elemento por vez, k veces

1) si las extracciones se realizan sin reposicion entonces las extracciones son
dependientes.
ii) si las extracciones se realizan con reposicion entonces son independientes.

Ejemplo 2: se realizan dos extracciones con reposicion de una urna que
contiene 5 fichas numeradas del 1 al 5

Q={(X,x2)/IxieN y 1<xs5} #Q=5*5=25
(2 es un espacio de equiprobabilidad

Consideremos los siguientes sucesos

A1= 1ra. extracciones 1 A2= 1ra extraccion es 2
B4= 2da. extraccion es 4

B4={(x1,4)/xieN y 1<x/<5} #B4=5

P(B4) = #B4 / #Q = 1/5
P(B4/A1)=P(B4 ~ A1)/ P(A1)=1/5
P(B4/A2)=1/5

La probabilidad de B4 no cambia con el conocimiento de lo que ocurrié en le
primera extraccion, obtendriamos resultados analogos con cualquier valor
para la 1ra. extraccion y cualquier valor para la segunda extraccion.

Decimos que las extracciones son independientes.

Ejemplo 3: igual que en el ejemplo anterior pero sin reposicion
Q={(X,x2) I xie N y 1<x5 x4 #Xx} #Q=54=20

Consideremos los sucesos
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A1= 1ra. extraccion es 1 A2= 1ra extraccion es 2 A4= 1ra extraccion es 4
B4= 2da. extraccion es 4

B4={(x1,4)/xieN y 1<x<5} #B4=4

P(B4/A1)=P(B4 ~ A1)/ P(A1)=1/4
P(B4/A2)=1/4 P(B4/A4)=0

La probabilidad condicional de B4 si cambia con el conocimiento de lo que
ocurrio en la primera extraccion, Decimos que las extracciones son
dependientes.




