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Vectores Aleatorios

Dado un espacio muestral S, diremos que

X =(Xy, Xz, -+, Xk) es un vector aleatorio de dimension k
si cada una de sus componentes es una variable aleatoria
Xi: S — R, parai=1--- k. Notemos que el vector

aleatorio es una funcién X : S — Rk,



Vectores Aleatorios

Vectores Aleatorios

Para comenzar, trabajaremos con vectores aleatorios
bidimensionales, es decir, haciendo k = 2. Utilizaremos
indistintamente (X1, X2) o (X, Y).
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Funcidn de distribucion acumulada de un vector

Vectores Aleatorios

Considere un espacio muestral S y una probabilidad P
definida en S. Dado un vector aleatoria (X, Y):S — R2,
definimos la funcién de distribucién (acumulada) conjunta
asociada a (X, Y), mediante la férmula

Fxy(x,y) = P(X <x,Y <y),para (x,y) € R?.

Como haria para obtener la funcién de distribucién
acumulada de la variable aleatoria X conociendo la del
vector (X, Y)?
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Vectores Discretos

Vectores Discretos

Un vector aleatorio X = (Xy, -+, Xk) se dice discreto si
cada una de sus componentes X; lo es. Notemos que si Im;
denota la imagen de la i-esima componente, tenemos que la
imagen del vector es

]Imx:]Im1><~~><JImk.
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Funcién de probabilidad puntual conjunta

Vectores Discretos

Vectores aleatorios discretos,funcién de probabilidad puntual
CONJUNTA

pxy(x,y) = PX=xNY=y).



Vectores Aleatorios

Propiedades

Vectores Discretos

-0 < px,v(xy) <1l
2

YD pxvlxiy)= Y. > pxv(xiy) =1

yi€lmy x;€lmyx xi€lmy y;€lmy

3- Si A es un subconjunto de R?, tenemos que

P((X, Y) e A) = Z pxy (xi, yj) -

(x,-,yj)eA
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Vectores Discretos

Observemos que conocer la funcién de probabilidad puntual
conjunta nos dice mucho mas que conocer las puntuales
individuales.

Como calculamos las puntuales marginales conociendo la
puntual conjunta? EL proximo lema responde a esta
pregunta.
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Vectores Discretos

Sea (X, Y) un vector aleatorio con funcién de probabilidad

puntual conjunta dada por p(X7y)(x,-,yj). Tenemos entonces
que la funcién de probabilidad puntual de X se obtiene
mediante

px(xi) = Y p(xiyj) -
J
Anilogamente, tenemos que

py () = Z p(xi,y)) -



Vectores Aleatorios

Ejercicio

En la siguiente tabla se presenta la funcién de probabilidad
conjunta del vector aleatorio discreto (X, Y):

Vectores Discretos

Yaxr [ 2 ]3] 4]
1 [ 0.10] 005002 | 0.02
2 | 0.05 020 | 0.05 | 0.02
3 [ 002005020004
2 || 002 002004010

a) Hallar las funciones de probabilidad marginal de X y de
Y: px(x) y py(y) respectivamente.

b) Calcular la probabilidad de que tanto X como Y sean
menores que 3.

c) Calcular la probabilidad de que X sea par e Y sea impar.
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Repaso variables continuas

Vectores Aleatorios
Continuos

Recordemos que una variable aleatoria se dice continua
cuando existe una funcién de densidad que nos permite
calcular la probabilidad de que X este en A integrando sobre
A la funcién de densidad:

P(X € A) = /Afx(x) dx ,

donde fx verifica fx(x) >0y [%_ fx(x)dx = 1.
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Vectores continuos - Definicion

Vectores Aleatorios
Continuos

Diremos que el vector (X, Y') es continuo si existe una
funcién fxy(x,y) de densidad , satisfaciendo que

P((X.) //fxy(x y) dx dy ,

para A C R2. En tal caso, diremos que fxy es la funcién de
densidad asociada al vector (X, Y).



Vectores Aleatorios

Notemos que si fxy es la densidad del vector (X, Y),
Vectores Aleatorios
tenemos que Continuos

Fxy(a,b) = P((X, Y) € (—o0, a]x(—o0, b] / / fey (x, y) dx d)

Derivando, tenemos entonces que

82

fxv(a, b) = 9296

ny(a, b) .
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Vectores Aleatorios
Continuos

Observemos que

P(X € B) = P((X, Y) e BX(—O0,00)) = /B/_O; fxy(x,y) dy dx .

Tenemos entonces una formula para la funcién de densidad
marginal a partir de la densidad conjunta.
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Marginalizacién - Caso Continuo

Vectores Aleatorios
Continuos

Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad conjunta dada por fxy, entonces tenemos que las
funciones de densidad marginales vienen dadas por

fx(x) = /Oo fxy (x,y)dy ,

—00

fy(y) = /OO fxy(x,y)dx ,

—0o0
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Teorema

Sea g(X1, Xa,...,X,) un vector aleatorio n-dimensional. Vit Al
. s . . Conti

Sea g: R" — R una funcién. Consideremos la variable ontinues

aleatoria g(Xi1, X2, ..., X,). Entonces tenemos que

E[g(X17X27"'aXn)] = > 80X, %2 Xn) PXuXa Xe (XL X2, -+ 5 Xn)

X1,X2,Xn

si el vector es discreto y

E[g(Xl,X2,...,X,,)] ://.../g(xl,xz,...,x,,) X, X X, (X135 X2y« « y Xn) €

si el vector es continuo.
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Corolario

E[X + Y] = E[X] + E[Y] Vectores Aleatorios

Continuos

Mas generalmente,
E[h1(X) + ha(Y)] = E[m(X)] + E[h2(Y)]

Este resultado se extiende a cualquier cantidad de variables:

E[ix,-] S EX.
i=1 i=1

E[Sho0)] = 3 Elnx).
i=1 i=1



Vectores Aleatorios

Independencia

Vectores Aleatorios
Continuos

Las variables aleatorias X1, X, - -+, X, se dicen
independientes si

P(X1 S Bl,Xg S BQ,"‘ ,Xn c Bn) = I'I}’zlP(X,- S B,‘)

para todo B; C R.
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Caracterizaciéon de independencia

Vectores Aleatorios
Continuos

Las variables aleatorias Xi,--- , X, son independientes si y
solo si la funcién de distribucién conjunta del vector

(X1, -+, Xp) se factoriza mediante la funcién de distribucién
de cada una de las coordenadas del vector:

X1, -+, Xp independientes < Fy(x1, -+, xp) = Mg Fx; (X))



Vectores Aleatorios

Criterio de independencia para variables
discretas.

Vectores Aleatorios
Continuos

Las variables aleatorias discretas Xi,--- , X, son
independientes si y solo si la funcién de probabilidad puntual
del vector se factoriza mediante la funcién de probabilidad
puntual de cada coordenada.

Xi,---, X, independientes « p)—(>(x1, <o, xp) = Mg px, (i)



Vectores Aleatorios

Criterio de independencia para vectores
aleatorios continuos.

Vectores Aleatorios
Continuos

El vector aleatorio continuo (Xi,---, X,) tiene componentes
independientes si y solo si la funcidén de densidad conjunta
del vector se factoriza mediante la funcién de densidad cada
coordenada.

X, -+, Xp independientes < f(x1, -, xa) = M1 fx ()



Vectores Aleatorios

Lemma

Vectores Aleatorios
Continuos

X, Y independientes entonces
E[XY] = E[X]E[Y]
Mas generalmente,

E[m(X)m(¥)] = E[m(X)] € [A(V)]



Vectores Aleatorios

Covarianza

Dadas dos variables aleatorias X e Y definimos la covarianza
entre ellas mediante la férmula gectores Aleatorios

cov(X,Y)=E|(X —pux)(Y — NY)] ;

siendo ux = E[X] y py = E[Y].
Férmula Reducida:

cov(X,Y) = E[XY] — uxpy ,
Corolario: X, Y independientes, entonces

cov(X,Y)=0



Correlacién

cov(X,Y)

p=p(X,Y) =
oxXOy
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Propiedades

Vectores Aleatorios
Continuos

ov(X,Y) = Cov(Y,X)
v( X) = V(X)
Cov(X+Y,Z)= Cov(X,Z)+ Cov(Y,2)
Cov(aX,Y)=a Cov(X,Y)
Cov(z 12 Xi, 2oL b Y)) =
Sy 1 ai b Cov(X,,XJ)
° |pf < L



Vectores Aleatorios

Interpretacién de la Covarianza

Vectores Aleatorios
Continuos

Mejor predictor lineal para Y basado en X. Buscamos la
mejor funcién lineal de X con la que predecir la variable Y.
Es decir, buscamos a, b € R de forma tal de minimizar el
error cuadratico medio que cometemos al predecir la variable
Y con la recta aX + b: queremos minimizar la funcién

G(a,b) = E[(Y — (aX + b)?] .



Vectores Aleatorios

Lemma

La funcién G se minimiza eligiendo

Vectores Aleatorios

Y Continuos
2t = 7&’"()2(’ LONE E[Y]- = 7&"’()2(’ )E[X] .
X X

EL mejor predictor lineal puede escribirse como

POy
py + ——(X = px) .
oXx

Ademas, el error cuadratico medio que cometemos al
predecir Y con la mejor recta posible estd dado por

G(a*, b*) = 02(1— p)?.
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