Intervalos de confianza para la binomial

Supongamos que el vector x en R"™ tiene distribucién p(x, 8) donde 8 =(01, ..., 0y).
Sear:R"— Ry T =r(x).
Consideremos A(0) y B(0) tales que

Py(A(0) <T <B(0))=1-a. (0.1)
Luego S(x) definido por
S(x={0: A0) <T < B(0)} (0.2)
es una region de confianza de nivel 1 — a. En efecto
Pp(0 € S(x)) =Pg(A(0) <T <B(09))=1-a.

Si T es discreta pueden no existir A(0) y B(0) satisfaciendo exactamente (0.1).
En este caso se podrédn tomar de manera que

Po(A(0) <T < B(9)) > 1~ a. (0.3)
Entonces, si se define S(x) por (0.2), se tendra

Por supuesto que A(@) y B(0) se deberan tomar de manera que Py(A(6) <
T < B(0)) se aproxime lo més posible a 1 — a.

El siguiente Lema serd necesario para construir un intervalo para el pardmetro
de una distribucién binomial.

Lemma: Si T tiene distribucién Bi(6,n), entonces

(1)Si 0 < k < n entonces Py(T" > k) es una funcién continua estrictamente
creciente de 0. Ademds limg 1 Py(T > k) =1y limg_o Pp(T > k) =0



(ii) Si 0 < k < n entonces Py(T" < k) es una funcién continua estrictamente
decreciente de 0. Ademds limg 1 Pyp(T < k) =0y limg_o Pp(T < k) =1
Demostracion. Para ver que Py(T > k) es continua, obsérvese que

n

Py(T > k)= > Pp(T =1i)
i=k+1

como Py(T = i) es continua como funcién de 6, lo mismo ocurre con Py(T' > k).

Para demostrar que limy_,; Py(T' < k) = 0, basta demostrar que limy_; Pp(T =
n) = 1. Esto resulta del hecho que P(T = n) = 0#". Para demostrar que
limg_o Pp(T < k) = 1, basta ver que limy_,q Pp(T = 0) = limy_o(1 — 0)" = 1.

Sea #; < 05 Consideremos una muestra aleatoria x4, ..., z,, de una distribucién
Bi(0,n), y sean uy, ..., u, variables con distribucién U|0, 1] independientes de las
x;. Sea
,_ 0=y

1—6,

y definamos s, ..., ¥, por

1 osi z,=1lowu; <b
Y=Y 0 si x; =0y u; >b.

Luego

Ply; = 1)=P(x; =1)+ P(u; <b) — P(x; = 1)P(u; < b)
91+b—91b:91+b<1—91) :92.

Sea z; = I(u; <b),1 <i<mny definamos

T, = ixh Ty = iyi,z = izz
i=1 i=1 i=1

Luego T, tiene distribucién Bi(6y,n) y 1), tiene distribucién Bi(f2,n). Adema4s si
0<k<n
{T, >k} D{T, >k} U{{T, =0} n{Z =n}}.

Como lo dos eventos de la unién son disjuntos y los dos eventos de la interseccién
son independientes se tiene

P(T, > k) > P(T, > k) + P(T, = 0)P(Z = n).

2



Como P(T, =0) >0y P(Z =n) > 0, resulta P(T, > k) > P(T, > k) y (i)
queda demostrado. (ii) se demuestra similarmente.

Consideremos ahora una muestra aleatoria 1, ..., x,, de una distribucién Bi(6, 1).
Es légico definir 7' = > | x;, ya que este estadistico es suficiente. Sabemos que
T tiene distribucién Bi(6,n).

Definamos ahora

A(f) =max{z: P(T < z) < a/2} (0.5)

B(0) = min{z: Py(T > z) < a/2}. (0.6)

Claramente, estas definiciones de A(6) y B(0) satisfacen (0.4). El siguiente
Teorema nos permite encontrar la region de confianza S(x) dado por (0.2) y que
resulta un intervalo.

Teorema. Supongamos que el valor observado sea T" = t. Entonces

(a) Sea 0 < t < n, definamos 6 y # por

P(T >t—1) =a/2, (0.7)
' PH(T <t+1)=a/2. (0.8)

Obsévese que 6 y 0 esén bien definidos por el Lema. Luego en este caso la region
S(x) definida (0.2) con A(f) y B(#) dados por (0.5) y (0.6) respectivamente

corresponde al intervalo S(x) = (0, 0).
(b) Si t = 0, definimos @ por (0.8). Luego S(x) = [0, 0).
(¢) Supongamos que t = n. Definamos 6 por (0.7). Luego S(x) = (6, 1].
Demostracién de (a)
Sea 6 > 6, luego por el Lema

P(T>t—1)>PFP(T>t—1)=«a/2

y luego t < B(6).
Sea 6 < 0, luego por el Lema se tiene

Pg(T>t—1) SPQ<T>t—1):Oé/2
y entonces t > B(#). Luego

t<B() <= 0<6.
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Similarmente se prueba que

Alf) <t<=0 <. (0.9)

Demostracién de (b) Similarmente que en (a) se prueba (0.9). ~
Por otro lado para todo 6 se tiene que t = 0 < B(f). Luego S(x) =|0, 9).
La demostracién de (c) es idéntica.



