estadistica tedrica practica 5

A) Estimadores de Bayes.

1. (a) Sea Xi,...,X, unam.a. de Fp y @ ~ 7. Se quiere encontrar el estimador de
Bayes de 6 con funcién de pérdida [ (0, d) . Definamos para cada valor de x

d(z) = argm}nE(l (0,d)|X =x).

y supongamos que este valor esta bien definido para todo x. Probar que ()
es el estimador bayes de 6.

(b) Hallar el estimador de Bayes de 6 cuando [ (6, d) = w (8) (8 — d)* con w (A) > 0
y E(w(f)) < oo.

(c) Hallar el estimador de Bayes de 6 cuando [ (0,d) = |0 — d| .

2. Consideremos una muestra aleatoria Xy, ..., X, de Fy y 0 tiene distribucién a priori
7. Se quiere estimar ¢ (f) con funcién de pérdida cuadratica. Probar que si T (X)
es un estadistico suficiente para 6, entonces el estimador de Bayes de ¢ (f) depende
de X solo a través de T.

3. (a) Sea @ con distribucién a priori 7 y Xi,..., X, una m.a. de Fj. Se desea
estimar ¢ (6) utilizando la funcién de pérdida cuadrética. Demostrar que si el
estimador de Bayes §, (X) es un estimador insesgado de ¢ (6), es decir

E(0,(X) 0 =0)=q(0) vbe0,

entonces E {(57 (X) —¢q (0))2} = 0.

(b) Mostrar que X no es un estimador de Bayes de @ para ninguna distribucién a
priori 7 cuando X ~ N (6,1).

4. Sea X una v.a. tal que X ~U (0,0) y 0 ~T'(2,1).

(a) Encontrar el estimador de Bayes cuando [ (6, d) = (6 — d)*.
(b) Encontrar el estimador de Bayes cuando [ (0,d) = |0 — d| .

5. Sea Xi,...,X, una m.a. tal que X; ~ Bi(1,0) y @ ~ 7 continua. Consideremos la
funcién de pérdida cuadratica.

(a) Probar que X no es un estimador de Bayes de 6.

(b) Hallar el estimador de Bayes ¢, cuando 7 = 3 (r, s), con r, s > 0. Mostrar que

- r
0, es un promedio pesado entre X y s Interpretar.
r+s

Recordar: que 8 ~ [3(r,s) si su funcién de densidad es

F (7" + 8) 1 s—1
= T gt gyt
(6 —d)°
(c) Encontrar el estimador de Bayes de 6 con funcién de pérdidal (6, d) = Ba—0)



6. Consideremos una m.a. Xi,..., X, tal que X; ~P(0) y @ ~ T (r,\), con r, A > 0.

(a) Encontrar el estimador Bayes d, y calcular r (5., 7) el riesgo de Bayes.

(b) Mostrar que &, puede escribirse como un promedio pesado entre X y % Inter-
pretar.

r(X,7)

r(0,,7)

(d) Encontrar el estimador de Bayes de 6 para la funcién de pérdida [ (6,d) =

(6 —d)°
0

(¢) Comparar r (d,,7) con r (X, 7') . Mostrar que — 1 cuando n — oo.

y calcular r (4., 7).

B) Estimadores minimax y admisibles.

1. Demostrar que si un estimador es admisible y tiene riesgo constante, entonces es
minimax.

Recordar: § (X) es un estimador admisible de € si y s6lo si no existe ningin otro

estimador que sea uniformemente mejor que el. Es decir, no existe §* (X) tal que
R(0,0") < R(0,0) VO € ©, siendo R(0,5) = E(1(0,5(X))|0 = 0) el riesgo fre-
cuentista.

2. Sea X ~ Bi(n, ) y supongamos que se quiere estimar 6 con funcién de pérdida
cuadratica. Dado 0 < ¢ < 1, consideremos el estimador aleatorizado

X 1
L(X)=(1-7)- %472
(X)=(-7) 247
donde 7 ~ Bi(1,¢) y es independiente de X.

(a) Calcular R(0,6.), la funcién de riesgo de 4., y verificar que para e =1/(n+ 1)
es constante y menor que sup R (6, X/n). Concluir entonces que X/n no es
0

minimax.

(b) Demostrar que

<

fiyy VN 1
5(X)_1+\/ﬁ W TT

B
ol

es minimax y admisible.

Sugerencia: usar el ejercico 5 de la parte anterior.

3. Si Xi,...,X, es una m.a. tal que X ~ P (#), mostrar que X es minimax para la
funcién de pérdida (8, d) = (6 — d)* /6.



