estadistica maestria (2° cuatrimestre 2010) prictica 3

A) Familias exponenciales.

1. Mostrar que las siguientes familias de distribuciones son exponenciales. En cada caso, hacer
una eleccién explicita de a (0), h (x), ¢; (8) vy t; (x) y exhibir un estadistico suficiente para 6.

2. Consideremos la familia de distribuciones normales bivariadas N (1, pe, 0%, 03, p), donde 6 =
(p1, po, 02,02, p), con 01,09 > 0y |p| < 1, cuya densidad conjunta es:
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(a) Probar que esta familia es exponencial.
(b) Encontrar un estadistico suficiente para 6 a partir de una m.a. Xy,..., X,,.

3. (a) Sea{f(x;0):0 € ©} una familia exponencial. Probar que el soporte de f (z; ) no depende
de 6.

(b) Mostrar que la familia {¢/ (0,6) : > 0} no es exponencial.

4. Consideremos Xi,..., X, una m.a. de una f (x;6) que pertenece a una familia exponencial a
k pardmetros en forma candnica. Sea 1 (6) tal que a (6) = exp {—¢ (0)}. Mostrar que el EMV
de 0 satisface el sistema de ecuaciones:

o [~ 1< .
a_ej(e):ﬁ;tj(Xi),para j=1...,k.

B) Estimadores IMVU.

1. Sea dp un estimador insesgado de ¢ (¢) . Definamos la clase de estadisticos
U={U:EyU)=0 V 6}.

Probar que cualquier estimador insesgado de ¢ (#) es de la forma § = §, — U para algin U € U.
2. Sea X una v.a. tal que Rx = {—1} U IN; cuya funcién de probabilidad puntual estd dada por
px (1) =06, px (k)= (1—-6)*6si k€ INy, para 6 € (0,1).

(a) Sean §; = I{X = —1} y 6 = [ {X =0}. Probar que ¢; es un estimador insesgado de
¢ (6) = 0 y 5 es un estimador insesgado de ¢, () = (1 — 6)>.



3.

b) Mostrar que U € U si y sélo si U = aX para alguna constante a € IR.
g
Sugerencia: usar que 1/ (1 —7)* =32 krb1si |r| < 1.

(c) Probar que existe un estimador IMVU para ¢ (f) pero no para ¢; (6).

Sean &1 y 9y dos estimadores IMVU de q, (0) y g (0) respectivamente, y ¢y, ¢y € IR. Demostrar
que ¢101 + c209 es IMVU de ¢1q1 (0) + caq2 (6) .

C) Completitud.

10.

11.

. Consideremos una familia P = {Py : § € O} y sea T un estadistico suficiente para P. Supon-

gamos que § (T') es un estimador insesgado de ¢ (#). Entonces § es el tinico estimador insesgado
que es funcion de T si y sélo si 1" es completo para P.

. Analizar si los estadisticos suficientes hallados en los ejercicios 1 y 2 son completos.

Sea X7, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u,1).

(a) Mostrar que T = (X3, ., X;) es suficiente para y pero no completo.
(b) Hallar un estadistico completo y un estimador IMVU de p.

. Sea X;,..., X, una m.a. de una distribucién ¢ (0,6) . Probar que X,y es completo para 6.

Sea X1,..., X, una m.a. de una distribucién Bi (1,6), con # € © C (0,1).

(a) Mostrar que si © tiene mds de n puntos, el estadistico T =Y | X; es completo.
(b) Deducir que X es IMVU de 6.

(c) Mostrar que ¢(f) = 6/(1 — 6) no es estimable mediante un estimador insesgado.
Sea X1,..., X, una m.a. de una distribucién N (p, 0?).

(a) Mostrar que si 02 es conocido, X es IMVU para p.
(b) Mostrar que si p es conocido, £ 3" (X; — 1) es IMVU para o”.

(c) Mostrar que si ambos parametros son desconocidos, entonces X es IMVU para p y s2 es
IMVU para o2.

En el ejercicio 13 de la Practica 2, hallar estimadores IMVU para A, A? y p.

En el ejercicio 14 de la Practica 2, hallar un estimador IMVU para ¢ (6) .

En el ejercicio 15 de la Practica 2, hallar un estimador IMVU para p.

Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién € (6). Hallar un estimador IMVU de 6.

Sean Xi,...,X, e Yy,... Y, dos m.a. independientes, con distribucién N (u, %) y N (p, 02)
respectivamente. Consideremos el parametro 6 = (u, 02, 03).

(a) Probar que T(X,Y) = (3 X;, >V}, > X7, 3" V?) es suficiente para 6 pero no completo.



(b) Supongamos que r = 0% /03 es conocido. Probar que

" (X,Y) = (zn:X +riyj,ixf +r§mjyf>
i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

es completo para #. Hallar un estimador IMVU de p.

D) Estadisticos minimales suficientes.

1. Analizar si los estadisticos suficientes hallados en los ejercicios 1 y 2 son minimales.

2. Sea X; una variable N (u,0%) y X, con distribucién N (i, 02) independiente de X;. Probar
que T = (X1, Xy, X?, X2) es minimal suficiente pero no completo y que no existe un estimador
IMVU para pu.

E) Desigualdad de Rao—Cramer.

1. Probar que si f (x;60) admite derivada segunda respecto de 6 y si se puede derivar dentro de la

integral, entonces
2

1(0) = —E, {% lnf(X;H)} .

2. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién Bi (1,6).

(a) Calcular el nimero de informacion de Fisher I (6).

(b) Mostrar que X alcanza la cota de Rao—Cramer y deducir que es IMVU para 6.

3. Sea X una v.a. con distribucién P (\) y sean py 6*(T) como en el ejercicio 13 de la Préctica 2.
Mostrar que aunque §*(7') es un estimador IMVU de p, la cota de Rao—Cramer es estrictamente
menor que V) (f1).

4. Sea Xy,..., X, una m.a. de una distribucién N (u,c3), con o conocido.

(a) Mostrar que X es un estimador IMVU para yu, usando la desigualdad de Rao-Cramer.

(b) Mostrar que X2 — 02/n es un estimador IMVU de p?, aunque no alcanza la cota de
Rao—Cramer.



