estadistica tedrica

Repaso de probabilidades

1. Una variable aleatoria X tiene distribucién I' (n, A) si sus funciones de densidad y
caracteristica son

)\TL
fx () = " e Moy (7)) Yy px () = O

Si a > 0, entonces aX ~ T (n,\/a).
SiY ~ I'(m, ) independiente de X, entonces X +Y ~ T'(n+m,A).

Si Z ~ N (0,1), probar que Z> ~ T (1/2,1/2).
(NoTA: Usar que I'(1/2) = /7.

(b) La distribucién T (n/2,1/2), para n € IN, se denomina x> (chi-cuadrado con
n grados de libertad). Probar que si Z3,...,Z, son v.a. independientes con
distribucién N (0,1), entonces Y i | ZZ ~ x2.

3. Una variable aleatoria X tiene distribucién § (r, s) si su funcién de densidad es

[ (r—+s)

fx (v) = T (T (s) 21— 2) Iy ().

Probar que:

(a) E(X)=r/(r+s)yV(X)=rs/ [(T+8)2(T+8+1)] :
(b) Analizar el caso en que r = s = 1.
4. Una variable aleatoria X tiene distribucién C (0,1) si sus funciones de densidad y

caracteristica son

1
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vy ex (@) =ell

(a) Probar que X no tiene momentos finitos de ningin orden.
(b) Si X1,..., X, son independientes y tienen distribucion C (0,1), mostrar que
X, ~C(0,1). ;Vale la Ley de los Grandes Numeros?

5. (a) Sea X una v.a. con distribucién P (). Encontrar la funcién caracteristica de
X.

(b) Si X ~P(A)eY ~ P (u) independientes, demostrar que X +Y ~ P (A + p).
(c) Probar que si X ~P (A) e Y|X =z ~ Bi(x,p) entonces Y ~ P (Ap).

6. Sean {X,} ., e {Y,}, -, sucesiones de variables aleatorias tales que X, — X e
Y, — Y en probabilidad (o c.s., respectivamente). Probar que:

(a) X, estd acotada en probabilidad en ambos casos. También, si X, 2, X,
entonces X, estd acotada en probabilidad.
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(b) Si g : IR?* — IR es continua, entonces g (X,,Y,) — ¢(X,Y) en probabilidad o
c.s., respectivamente.

7. Sean {X,}, o, e {Y,}, -, sucesiones de v.a. tales que X,, estd acotada en probabili-

dad e Y, 2, 0, demostrar que X, Y, 2s0.

8. (a) Probar que si v/n (X, — u) P, X entonces X,, 2 p

(b) Deducir la Ley Débil de los Grandes Numeros a partir del Teorema Central del
Limite.

9. (Teorema de Slutsky) Sean {X,}, -, e {Y,},, sucesiones de v.a. y a una constante

tales que X, — a e Y, . Y. Probar que:

(a) X, +Y, Lya+Y.
(b) X,Y, = aY.

10. Sea {Xy},, una sucesién de v.a. tales que
Vi (X, — ) =5 N (0,0%).
Sea ¢ : IR — IR tal que g es derivable, ¢’ es continua en py ¢’ (p) # 0.
(a) Demostrar que
V(g (Xa) = g (1) == N (0,0°¢' (1)°)
(b) ;Cuadl seria la distribucién asintética de
n(9(Xa) — g (n)

si ¢’ (1) = 0 pero ¢" es continua en py ¢" (1) # 07

11. (Desigualdad de Jensen) Sea ¢ : IR — IR una funcion convexa. Y sea X una variable
aleatoria con esperanza finita probar que

E(¢(X)) > ¢(E(X))
12. Sea X una variable aleatoria y sea m una mediana de X. Probar que

m = arg min F(|X — c|).
min B(1X )



