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Geometŕıa Diferencial - Práctica VI

1. Operadores de contracción.

(a) Probar que para cada par de valores i, j, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q existe una aplicación

cij : T p,q(V ) → T p−1,q−1(V )

que en los tensores elementales vale

cij(v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕq) = ϕj(vi)v1 ⊗ · · · ⊗ v̂i ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂j ⊗ · · · ⊗ ϕq.

(b) Mas generalmente si I = (i1, . . . , in) y J = (j1, . . . , jn) son dos sucesiones de n ı́ndices
distintos de {1, . . . , p} y {1, . . . , q} respectivamente, existe una contracción

cIJ : T p,q(V ) → T p−n,q−n(V )

que en un tensor elemental v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕq vale

n∏
α=1

ϕjα(viα)v1 ⊗ · · · ⊗ v̂i1 ⊗ · · · ⊗ v̂i2 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂j1 ⊗ · · · ⊗ ϕq.

(c) Si p = q = n y I = J = (1, . . . , n), la contracción de (b) permite identificar (V ∗)⊗n con
(V ⊗n)∗.

(d) Sea α : V ⊗ V ∗ → HomK(V, V ) definida en tensores elementales por α(v ⊗ ϕ)(u) = ϕ(u)v.
Sea c11 : V ⊗ V ∗ → K el operador de contracción, y sea tr : HomK(V, V ) → K el operador
traza. Probar que tr ◦α = c11.

2. Realización de ∧nV y SnV como subespacios de TnV .

Si la caracteŕıstica de K es cero, podemos definir las aplicaciones

A : V ⊗n → V ⊗n y S : V ⊗n → V ⊗n

por

A(t) =
1
n!

∑
σ∈Sn

sg(σ)t · σ y S(t) =
1
n!

∑
σ∈Sn

t · σ

Probar

(a) A2 = A, S2 = S.

(b) La imagen de A es el conjunto de tensores antisimétricos, y la imagen de S el conjunto de
tensores simétricos.

(c) La restricción de π : V ⊗n → SnV a imS es un isomorfismo entre imS y SnV . Similarmente,
dar un isomorfismo entre imA y ∧nV .

3. El dual de ∧nV . Probar que la aplicación bilineal simétrica

∧n(V ∗)× ∧nV → K

definida por

(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn, v1 ∧ · · · ∧ vn) 7→
∑
σ∈Sn

sg(σ)ϕσ(1)(v1) . . . ϕσ(n)(vn) = det(ϕj(vi))

induce un isomorfismo entre ∧n(V ∗) y (∧nV )∗.
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4. Sea f : V → U una transformación lineal, y sean {v1, . . . , vr} y {u1, . . . , us} bases de V y
U respectivamente. Encontrar las matrices de f⊗n : V ⊗n → U⊗n , Snf : SnV → SnU y
∧nf : ∧nV → ∧nU en las bases inducidas por {v1, . . . , vr} y {u1, . . . , us}.

5. Sea f : V → V un endomorfismo. Probar que

det(t. idV +f) =
n∑

j=0

tr(∧jf).tn−j

6. Sean B = {v1, . . . , vr} y B′ = {u1, . . . , ur} dos bases de V . Sea C = CBB′ la matriz de cambio
de base (que toma las coordenadas de un vector en base B y devuelve las coordenadas del mismo
vector en la base B′).

Describir la matriz de cambio de base para V ⊗n, SnV,∧nV .

Sean además {ϕ1, . . . , ϕr} y {ψ1, . . . , ψr} las bases duales de B y B′ respectivamente. Calcular
la matriz de cambio de base para V ⊗p ⊗ (V ∗)⊗q.

7. Exhibir isomorfismos

Sn(U ⊕ V ) ∼=
n⊕

i=0

Si(U)⊗ Sn−i(V ) y ∧n (U ⊕ V ) ∼=
n⊕

i=0

∧i(U)⊗ ∧n−i(V )
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