Segundo Cuatrimestre 2001

Geometria Diferencial - Practica VII

. Sea f: X — Y una funcién diferenciable entre dos variedades. Sea o € T'((T*Y)®") un campo

de de covectores de grado r, al que identificamos con un campo de aplicaciones multilineales
TY (y) x --- xTY (y) — R.

Probar que f induce un campo de covectores de grado r, f*(a) € T'((T*X)®"), que via la
identificacién anterior se define por

@) (@) (v, .. o) = alf(2)(df (2)(01), . ..., df () (vr))-

Si (U, ) es una carta de X alrededor de x, (V,1)) es una carta de Y alrededor de y = f(z),
f(U) CV y a se escribe localmente como

aw) = Y i, (@)db, @ @di,

1<iy,...sir<n

encontrar las coordenadas de f*(«) en la base dp;, ®- - -®dp;,. (Hacer primero los casos r = 1, 2)

Ademas, si @ es un campo de covectores simétricos (resp. antisimétricos) f*(«) también lo es.

. Sea X una variedad diferenciable y w una 1-forma. Supongamos que (U,¢) vy (V,4) son dos
cartas tales que w|y = > widp; y wly = Y widip;. ;Qué relacién hay entre w; y w) en UNV?

. Escribir las condiciones de compatibilidad para tensores de tipo S?(TX*).
. Sea w una k-forma diferenciable ; Es cierto que w A w = 07

. Sea X una variedad diferenciable, (U, ¢) una carta y w € QP(X). Calcular dw|y en las coorde-
nadas de (U, ¢) para los casos 0 < p < 2.

. Sea w € QP(X). Probar que:

p+1
dw(Xl,...,Xerl) == Z(—l)z_lXiw(Xl,...,Xi,...,Xp+1)
i=1
+ Z(—1>i+jw([Xi,Xj],X1,...,Xi,...,Xj,...,Xp+1>.
1<j

. Operadores vectoriales clasicos.

Sea F : R? x R? un campo vectorial. Demostrar:

(a) wh(z)(v) = (F(z),v) define una 1-forma en R3. Encontrar las coordenadas de wi. en la
base {dz, dy,dz}. Reciprocamente, si w es una 1-forma en R3, w determina un tinico campo
G en R? tal que wé = w.

(b) wh(z)(u,v) = (F(x),u x v) define una 2-forma en R3. Calcular sus coordenadas en la base
{dx N dy,dx A dz,dy A dz}. Reciprocamente toda 2-forma w define un tnico campo G en
R3 tal que wé =w.
(c) Sea f € C®(R3) = Q°(R3). ;Qué relacién hay entre
i.df yVf,
ii. ot 'y dwll;,
iii. divFy w2?

Concluir, usando la relacion d o d = 0 las formulas clédsicas rot V =2 0 y divrot = 0.



10.

11.

12.

. Describir una n-forma en la esfera S™ C R"*! distinta de cero en todo punto.

. Sea X una variedad, T'X el fibrado tangente de X. Para cada carta (U, ) en X consideremos

la usual de X, (7~1(U), ¢ x ) (donde 7 : TX — X es la proyeccién en la primer coordenada).
Demostrar que w = Y ;" ; dp; A di; define una 2-forma en TX (vale decir, se verifican las

condiciones de compatibilidad). Se dice que w es la 2-forma candnica de T'X. (cf., Arnold.)

Sean X e Y variedades diferenciables y f : X — Y una funcién diferenciable. Verificar que f
induce una aplicacién f* : QP(Y) — QP(X). Supongamos que X e Y son abiertos de R", calcular

Probar:

(a) f* es lineal

(b) f*(g.w)=go fw, para g € C*(N)

(c) fflwAw) = f*(w)Af (W)
Sea X una variedada diferenciable, y sea w € QP(X). Diremos que w es una p-forma cerrada si
dw = 0, y diremos que w es una p-forma exacta si existe w’ € QP~1(X) tal que dw’ = w.

Probar que:

Toda forma exacta es cerrada

(a)

(b) Siw,w son formas cerradas y w” es exacta, entonces w A w’ es cerrada y w A w” es exacta
(c) frod=dof*

(d) Si f: X — Y es diferenciable, entonces f* transforma formas exactas en exacas y cerradas
en cerradas.

Sea V € I'(TX) un campo diferenciable. Definamos la funcién iy : QP(X) — QP~1(X) como

iv(w)(x)(v1,...,vp-1) = w(@)(V(x),v1...,0p-1),

donde vemos a w como un campo de aplicaciones multilineales alternadas.
Para 0O-formas definimos iy (f) = 0.

Sea (U, ¢) una carta alrededor de z, sea la escritura local de V,
= 0
V= i—
; ¢ i

y sea la escritura local de w

w= Z biy,...ipdpiy N+ Ndp,.

1<y < <ip<n

Escribir en coordenadas locales iy (w).



