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PrRACTICA 1

1. Sea M un conjunto y B = {U,}aeca una familia de subconjuntos de M que satisface:

(i) M= U

acA
(ii) sia,Be Ay pe U, NU;g existe ye A tal que U, C U, NUg

Probar que existe una unica topologia T de M que tiene a B como base.

2. Probar que la familia B = {B(p, )} »ezn es una base de la topologia usual de R™. Idem
~ >0
con B={B(p,r)} peor .
r€Q%0

3. a) Sea (M, T) un espacio topolégicoy S C M, S # &. Sea
Tna={ACS/ existe UeTcon A=UNS}

Probar que (S, Tinq) es un espacio topolégico.
b) Probar que si (M, 7T) admite una base numerable, entonces (S, Tinq) también.

c) Probar que si (M, T) es Hausdorff, entonces (S, Tinq) también.

4. Sea (E,T) un espacio topolégico y B = {U, }aca una base de J. Probar que para todo
xe 'y Ue7T tales que x e U, existe ac A tal que e U, C U.

5. Sea M un espacio topolégico y A C M abierto. Probar que si K C A es compacto en
A (para la topologia inducida) entonces K es compacto en M.

6. Sean (A,7T), (F,7") dos espacios topoldgicos tales que A C F,i: A — E la inclusion.
Probar que:

a) i: A— FE es continuasiysélosi I , C T

b) id: (A, T) — (A, T 4) es homeomorfismo si y sélo si T = T! ;.

7. Sea f:R — R dada por
eVt >0

ft) = 0 <0

Probar:

a) f es continua ent =0

b) f es derivableent =0y f'(0) =0

n —1t
c) Para cada ne N, existen \j,..., A\, e R: fW(t) = Z)\kin% (t > 0)
k=1
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10.

11.

12.

13.

14.

d) f™(0) = 0 para todo ne N.

Sean M , N espacios topoldgicos y f: M — N inyectiva y continua.

a) Probar que existe una tnica topologia T sobre f(M) que hace de f: M — f(M)
un homeomorfismo.

b) Verificar que i : f(M) — N es continua.

c) Dar un ejemplo donde la topologia inducida por N sobre f(M) no coincida con 7.

a) Sean M , N espacios topologicos y f : M — N una funcién continua. Probar que
si C' C M es conexo, entonces f(C) es conexo en N.

b) Encontrar una funcién biyectiva y continua entre dos espacios topoldgicos que no

sea homeomorfismo.

Sean M , N espacios topologicos y f : M — N una funcién. Verificar la equivalencia
de las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en p

b) Si (p,) es una sucesién en M que converge a p, entonces (f(pn)) converge a f(p).

Si M y N son variedades topoldgicas de la misma dimension 'y f : M — N es continua
e inyectiva, probar que f es abierta.

a) Sea M una variedad topoldgica y A un abierto no vacio de M. Mostrar que A —con
la topologia inducida— es una variedad topoldgica de la misma dimensién que M.
b) Verificar que R™*" es —de manera natural- una variedad topolégica de dimensién

n?. Deducir que GL(n,R) es una variedad topoldgica de dimensién n?.

En cada uno de los casos siguientes, decidir si el conjunto dado es una variedad
topoldgica. En caso de serlo, mostrar un atlas.

a) R

b) M:2?—22=0, M CR?

c) 5" ={ze R /x| =1}

d) M = espacio vectorial de dimensién n

e) N x P, N, P variedades topoldgicas de dimensiones n y k respectivamente

f) [a,b] CR (a<b)

g) NNP,N:x2+22=1,P:25=0, N,PCR?

h) NONP, N:a?+22+a22=1,P:22—23=0, N,PCR?

Sean M , N variedades topolégicas. Se definen las proyecciones:
m:MxXN-—M y mo: M XN — N

por mi(x,y) = x y mo(z,y) = y. Considerando en M x N la topologia producto, probar

que T y T son continuas y abiertas.
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15.

16.

17.

18.

Sea G C R™ un abierto no vacfo, f : G — R™ diferenciable y tal que det(D; f’|,) # 0
para todo pe GG. Probar:

a) f(QG) es abierto

b) Si f es inyectiva, entonces f : G — f(G) es un difeomorfismo.

Sean a;;,b;,ce R, con a;; = aj;, y sea F': R* — R la funcién cuadratica definida por
n n
Fu',... u") = Z a;ju'n’ + 2 ZbiuZ +c
ij=1 i=1
Supongamos que Q = F~1(0) es no vacio; es decir, Q es una cuddrica. Un punto p e R"
se denomina un CENTRO de () si para todo xe ) es 2p — z e Q).

Verificar que si ningun punto de () es centro de (), entonces todo pe ) es un punto
regular de F'.

Verificar que si @ : F(u) = 0 es una cuddrica en R" y pe @ es regular, entonces el
hiperplano tangente a () en p es:

T,={ueR"/ <VF(p),u—p>=0}

Deducir, a partir de la dada en tedrica, la version tradicional del Teorema de la Funcién
Implicita.

Composicién tipogrédfica: IATEX 2¢ (http://www.miktex.org)
Gréficos: Tkpaint (http://www.netanya.ac.il/”samy/tkpaint.html)



