Nota:

Geometria Diferencial
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2003
PRACTICA 2
ESPACIOS TANGENTES

En esta préctica, salvo que se diga lo contrario X es una variedad con atlas Ay z € X, D,(X)

es el anillo de gérmenes alrededor de x y My = {(U, f) € Do(X) | f(z) = 0} es su ideal maximal.

(1)

(5)

(6)

(7)
(8)

9)

Consideramos el anillo Re]/€? = {a + be | a,b € R}, con el producto
(a+be)(a' +be) = ad + (ab' + a'b)e.
Probar que T,(X) se puede identificar con los morfismos de anillos D, (X) — R[e]/€?

Sea n = dim X. Consideremos una familia como sigue: para cada (U,p) € A tal que x € U,
tomamos un vector v = (v1,...,v,) € R, de manera tal que si (V,1)) es otro entorno coordenado
de = con vector asociado w = (wy,...,w,), entonces w' = d(vYp~1)(p(x))vt. Probar que la
coleccién de estas familias se puede identificar con T, (X).

Probar que el espacio tangente se puede definir “globalmente”. Es decir, probar que se puede
identificar T, X con los morfismos lineales d : D(X) — R tales que d(fg) = d(f)g(x) + f(z)d(g).

Recordar la expresion integral del resto de Taylor para una funcién de varias variables. Probar
entonces que si (U,p) e A,z €U,y f:U — ]R es diferenciable, entonces existe un abierto W tal
quex € W C U,y tal que f(y) = f(x)+3; 52 357l (f) (" —¢"(x)) + h(y) en W, donde h: W — X

es diferenciable.

Sea (U, ) una carta con x € U, ¢ = (p',...,¢"). Probar que {p! — o(z),...,¢" — p*(x)} es

una base de M,/ M2.

(Variedades pegadas) Sean {(X;, A;)}ier variedades diferenciables, todas de dimensién n. Supon-
gamos que para cada par ¢ # j estdn dados dos abiertos: U;; C X; y Uj; C X}, y un difeomorfismo

X; o Uy —2 Uy € X

donde consideramos para los abiertos la estructura de variedad heredada. Estos morfismos satis-
facen las siguientes propiedades:
( ) f]l = ij
(b) fij (U NUsj) = Ui NUjk, v fix = fik © fij en Uy N Uy
Mostrar que existe una variedad diferenciable (X, .4), y morfismos 1; : X; — X para cada i, tales
ue
q( ) 1; es un difeomorfismo entre X; y un abierto de X,
(b) los abiertos 1;(X;) cubren X,
( ) z( ) ¢z( )ﬂ?/)j(Xj%
(d) ¢ o fij en Uy.

Construir mediante pegado el ejemplo de variedad que no es Hausdorff de la practica 1.

En este ejercicio, para 0 < r < s notamos
Bs(y) ={zeR" | [[z—yll <s} vy Brs(y)={z€R"|r <[z -yl <s}.

Sea X una n-variedad, x € X y (U’, ¢) una carta con x € U’, y pongamos y = ¢(x). Supongamos
que B(y) C ¢(U’). Sea Z = S"1 x (0,1) el cilindro con la estructura producto. Tomemos X, =
X \ SO_I(BE/Q(y))a y Ue = SO_I(BG/Q,E(y))’ Tomemos V = S"! x (%7 1) CZyg:V— BE/Z,E(y)7
g(z,t) = y + etz. Componiendo estas funciones convenientemente, pegar X, con Z.
Observacidn: Esta construccién no es util en si misma (al fin y al cabo la variedad resultante es
difeomorfa a X,) sino que es una herramienta para la que sigue.

(Suma de variedades) Sean X,Y dos variedades de dimensién n, x € X, y € Y. Se consideran
cartas (U', ¢z), (V/,¢y) con z € U', y € V. Se toma como en el ejercicio anterior el cilindro
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Z = S" 1 x (0,1), y se pegan, como en el ejercicio anterior, X con Z por un lado, e Y con
Z por el otro, pero en este ultimo caso se compone el pegado con el difeomorfismo del cilindro
(z,t) — (2,1 —t). Describir esto prolijamente como un caso particular del pegado de variedades.

Definicion: La variedad anterior se llama suma de X e Y y se nota por X#Y .
(10) (Fécil) dibujar T#T, donde T es el toro. (Dificil) dibujar P?4#P2, donde P? es el plano proyectivo.

Observacion: Se puede probar que cualquier variedad compacta de dimensién 2 es homeomorfa a
la esfera S2, a la suma de n toros T# - -- #7T (para algiin n), o a la suma de n planos proyectivos
P24 ... #P? (para algtin n). Es més, estas variedades no son homeomorfas entre si.

(11) Describir la suma de X e Y sin la ayuda del cilindro Z.

(12) Sean x, X,U’, p,e,U como en el ejercicio 8. Probar que el pegado de Z y X descripto allf es
difeomorfo al mismo pegado pero reemplazando € por € < e. Probar que existe un entorno de x
tal que si se reemplaza x por z’ en el entorno y se toma € suficientemente chico, el pegado resulta
difeomorfo al original, con = y e. Probar que si se utiliza otra carta (U], 1) en lugar de (U’, ¢)
el resultado es difeomorfo al original. Deducir que si X e Y son conexas, la suma no depende
de z,y, ni de los correspondientes €, ni de las cartas que se tomen (esto justifica que no se los
mencione en la notacién X#Y).

(13) Sea U C R™ un abierto, f : U — R diferenciable y sea X = {(u, f(u)) | v € U} su gréfico, visto
como variedad mediante la carta (X, 7), m(u, f(u)) = u. Sea g : X — R, g(u, f(u)) = f(u).
Calcular %]p(g) en funcién de las derivadas parciales de f.

(14) Sea S? C R? la esfera, y sea f : S — R, f(p) = (dist(p, N))?, donde N = (0,0,1) y dist es la
distancia euclidea.
(a) Probar que f es diferenciable.

S

(b) Sean (U, ¢n) v (V,ps) las proyecciones estereograficas. Sea p = (3, 3, ¥%2). Se definen
0 d 0 0
U1 =851 lp+5V2 2y v2 = (—15V2+20) =1 |p + (—24 + 16V2) 5|,
Calcular vi(f) y va(f).

(c) Probar que v; = vs.

(15) Sea T = S* x St el toro, mirando S' C C. Se toma la funcién f(e®,e™) = sen(nt) cos(mu),
donde n,m € Z. Elegir alguna carta alrededor de p = (1,1) € T y calcular las derivadas de f con
respecto a las coordenadas dadas por la carta en p.

(16) Sean X,Y variedades, x € X, y € Y. Tomamos las inclusiones ix : X — X x Y, ix(a) = (a,y),
eiy : Y — X x Y, iy(b) = (x,b). Probar que T(,,)(X X Y) = (ix)«TeX @ (iy)sT,Y.

(17) Sea C = S' x R el cilindro, y sea X = 52 x C. Miramos X C R® mediante
X = {(a1,a2,a3,b1,b2,b3) | |[(a1,a2,a3)|[ = 1, [|(b1 — 3,b2)|| = 1}.

Tomamos g : X — R, g(a,b) = ||Ja—b|| (notacién: a = (a1, as,as), b = (b1, ba, b3)). Tomar cartas
(U,¢) v (V,¥) de S? y C alrededor de los puntos a = (1,2,2) y b= (3+ £,—2,1). Considerar
la carta (U x V,p x ¢) de X.

(a) Calcular Wb(g), p=(ab),i=1,...,4.

(b) Identificar ToS? ® Tp,C' con Tp(S? x C) y escribir los vectores Wb, i=1,...,4, como
combinaciones lineales de a%i’a y (%i\b, i=1,2.

(¢) Calcular nuevamente Wb(g) usando los vectores (%,-\a y alw’h@'
(18) Calcular el diferencial de f : S' x (—1,1) — S,

f(z,t):(zl\/l—tQ,zg\/l—tQ,t), donde z = 21 + 29,
en los puntos de la forma (1,t) € S1 x R.
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(19) Probar que si X,Y, Z son variedades, f: X — Y, g:Y — Z funciones diferenciables, f(z) = v,
g(y) = 2, entonces (dg)(y)o(df)(x) = d(fg)(w). Probar que d(idx)(x) = idr,x) para todo x € X.

(20) Sea f : X — Y diferenciable, y € Y un valor regular. Probar que si sobre Z = f~!(y) se toma
la estructura dada por el teorema de la funcién implicita, entonces i.,(7,Z) = ker(f,), donde
i: Z — X es la inclusién.
Meditar sobre la frase “el gradiente es ortogonal a la superficie de nivel”, oida en los cursos bésicos
de Anélisis.

(21) Sea X = GL, (= GL,(R)) y se considera det : X — R. Dado que GL,, es un abierto, identificamos
Ty GL,, ~ Ty M,, ~ M, y llamamos e;; a las coordenadas. Calcular %Siejt. Expresar en coordenadas

en la base {e;;} la imagen de T7(SL,) — T7(GLy).

(22) Repetir el ejercicio anterior para la inclusiéon SO,, — GL,. M4ds en general, hacerlo para la
inclusién SOy, (= SOnm) — GLnym.

(23) Sea C = S x (—1,1) el cilindro. Se toma g : C — C dado por g(z,t) = (—z, —t), mirando
S! ¢ C. Probar que es un difeomorfismo y observar que tiene orden 2. Luego, Zs acttia via g
sobre C'. Probar que actia propia y discontinuamente. Darle un nombre a la variedad cociente.

(24) Hacer lo mismo que el ejercicio anterior, pero tomando T' = St x St el toro, g(z,w) = (—z,w),
donde ~ denota conjugacion.

(25) Sean r < m numeros naturales. Se considera en R™ el conjunto de subespacios de dimensién r, y

se lo denota Gras(r,n) (6 (r,n)-Grassmanniana). Sea I C {1,...,n} un subconjunto de cardinal

r. Setoma V; = {(z1,...,2,) € R" | 2; =0Vj € I}, y se toma Uy = {W € Gras(r,n) | WNV; =

{0}}-

(a) Si W € Uy, probar que W tiene una base {wi,...,w,} tal que si se escribe w; = Ej wije;
({e;} es la base candnica) e I = {ji,...,4-} con ji < jo < --- < j,, entonces la matriz
(wij, )1<ik<r €s la identidad de M, (R). Probar que esta base es tnica.

(b)y SiL=A{1,....,n} —I={l1,...,lp—p} conly <+ <lp_p, para W € U se toma

e1(W) = (wi 1, )1<i<ri<k<n—r € RX(n=r) = Rr(n=T),

donde (w;j) es como en el punto anterior. Probar que ¢r : Uy — R es biyectiva.
(c) Probar que tomando todos los I C {1,...,n} posibles de cardinal r, el conjunto {(Ur, ¢1)}r1
es un atlas de Gras(r,n).
De ahora en més, se tomara Gras(r,n) con esta estructura diferenciable. Observar que si r = 1,
obtenemos el espacio proyectivo P?~1.

n—r)
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