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En el presente escrito trataremos de explicar, con la mayor claridad posi-
ble, conceptos referentes a variedades diferenciables homogéneas. En primer
lugar daremos algunas definiciones bésicas para presentar el tema. A conti-
nuaciéon de esto daremos 5 ejemplos clasicos de este tipo de variedades, para
concluir con dos teoremas, motivados por aquéllos.

El concepto de variedades homogéneas se relaciona estrechamente con el
de Grupos de Lie: en efecto, resultan ser el cociente de un Grupo de Lie
por un subgrupo cerrado del mismo. El Teorema 4 nos dird que este grupo
cociente admite una estructura canoénica de variedad diferenciable, de ahi su
nombre de “Teorema Fundamental”.

Antes de empezar con los conceptos propios de variedades homogéneas,
veamos algunas definiciones bésicas que usaremos a lo largo de la exposicién.
Por convencién consideraremos a la variedades diferenciables como espacios
localmente euclideanos, Hausdorff y con base numerable (que notaremos N2)
para la topologia subyacente, de acuerdo con lo establecido por el texto de
referencial.

Un poco de notacién:

1. V? denotard una variedad diferenciable V de dimensién d.
2. 7; denotard la funcién r; : R — R definida por (z1,...,2q) — ;.

Existe una propiedad, que usaremos frecuentemente a lo largo de las de-
mostraciones del texto, referente a un tipo de carta compatible, que llama-
remos “carta cibica”, que podemos obtener a partir de un atlas dado.

Definicién 1 2 Una carta (U, ) de una variedad V? es una “carta cibi-
ca” si p(U) es un cubo abierto de RY. Sim € U y o(m) = 0, entonces
decimos que la carta estd centrada en m.

'F. W. Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups. Glenview,
AMS, 1970.
2En el texto de referencia es la Definicién 1.3



Resulta un hecho trivial que si tenemos una carta (U, ¢) con m € U, pode-
mos obtener un entorno W de m con W C U tal que la carta (W, ¢y, ) es una
“carta ctbica”. Ademds, via composicién con traslaciones en R?, podemos
obtener una carta cubica centrada en m.

Definicién 2 3 Sea (U, @) una carta de V¢ con sistema de coordenadas
T1,...,%q, y sea c un entero 1 < c <d. Sea a € p(U), y sea

S={qeU: zi(q) =ria) =a;,i=c+1,...,d}
El subconjunto S de V junto con las funciones coordenadas
Tjg: J=1,...,¢

resulta una variedad diferenciable, que es una subvariedad adaptada (pa-
ramétrica) de V* llamada un “slice” de la carta (U, ). Segin conveniencia,
y para resaltar el punto a, lo notaremos con S,.

Con estas dos definiciones, tenemos una propiedad de suma utilidad:

Proposicién 1 ° Sea ¢ : M¢ — N9 una inmersion®, y sea m € M.
Entonces existen una carta cibica (V,p) alrededor de 1»(m) y un entorno U
de m tales que v, es inyectiva y Y(U) es un “slice” de (V, ), ).

La base para toda nuestra exposicion es el Teorema 1, que enunciaremos
a continuacion:

Teorema 1 (Teorema de Frobenius) 7 Sea D una distribucion C*,
involutiva, de dimension ¢ en M?, y sea m € M. Entonces existe una va-
riedad integral de D en el punto m. Mds ain existe una carta cibica (U, )
centrada en m, con funciones coordenadas (z1,...,xq) tales que los “slices”

x; = constante Vi€ {c+1,...,d}

son variedades integrales de D®. Ademds, si (N,v) es una variedad integral
coneza de D tal que Y(N) C U, entonces (N) cae en uno de estos “slices”.

3Definicién 1.34

4una submanifold segtin la definicién de Warner, i.e. un par (H,) con H conjunto y
v : H — V 1 es inyectiva y di),y, es no singular (inyectiva) Vhs € H.

5Proposicién 1.35. Consecuencia del Teorema del Rango Constante visto en clase.

6i.e. dip,p, es inyectiva Vm € M.

"Teorema, 1.60

8cada “slice” junto con la funcién inclusién.



Definicién 3 ° Un Grupo de Lie G es un grupo algebraico (cuyo neutro
notaremos con e) con una estructura de variedad diferenciable tal que la
funcion G x G — G definida por (o,7) — o1~ ! es C™.

Una propiedad importante que poseen estos grupos es la de tener asociada
candénicamente un Algebra de Lie: el correspondiente a los campos de vectores
invariantes a izquierda. Si G es un grupo de Lie, notaremos con g al dlgebra de
Lie asociada a G. Segtn sea conveniente, usaremos el isomorfismo: g ~ T'G ).

Definicién 4 ° (H, ) es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G sii:

1. H es un grupo de Lie.
2. (H,y) es una subvariedad adaptada de G.

3. p:H — G es un morfismo de grupos.

(H,p) es un subgrupo cerrado de G si, ademds, p(H) es un subconjunto
cerrado de G L.

Teorema 2 2 Sea (H?, @) un subgrupo de Lie de G¢. Entonces ¢ es un
“imbedding” 13 si y sdlo si (H, @) es un subgrupo cerrado de G (esto es, o(H)
es cerrado en G).

Para facilitar la notacién, de aqui en mas (salvo cuando se indique lo
contrario) supondremos que si H es subgrupo cerrado de G entonces H C G
(i.e. suponemos ¢ = inc).

Teorema 3 '* Sea G un Grupo de Lie y sea A un subgrupo abstracto
cerrado de G. Entonces A admite una unica estructura diferenciable tal que
A resulta un subgrupo de Lie de G. En efecto la topologia resultante en A
debe ser la topologia de subespacio (se debe al Teorema 2).

Antes de pasar a enunciar el “Teorema fundamental”, daremos un lema
técnico necesario para su demostracion.

9Definicién 3.1

0Definicion 3.17

Heg cerrado para la topologia dada por la estructura diferenciable de G.

12Teorema 3.21

13 es una inmersién y un homeomorfismo entre Hy ¢(H) con la topologfa de subespacio
de G.

4 Teorema 3.42



Lema'® Sea (H, o) un subgrupo de Lie de G. Entonces, si H es una compo-
nente conexa de H, (H,¢).) es una variedad integral mazimal coneza de la
distribucion involutiva en G definida por la subdlgebra dp(h).

Teorema 4 (Teorema fundamental) '°Sea H un subgrupo cerrado de
G, yG/H el conjunto {ocH : o € G} de clases a izquierda mddulo H. Sea 7 la
proyeccion natural. Entonces G/H tiene una unica estructura diferenciable
que verifica las condiciones:

1. mwes C™.

2. Localmente existen secciones C* de G/H en G, i.e. dado cH € G/H
existe un entorno W de cH y una funcion C* 7 : G — G/H tal que
moT =1d.

Ademdas, se cumple: dim(G/H) = dim(G) — dim(H).

Demostracion:
En primer lugar daremos una topologia a G/H:

U C G/H es abierto <= 7~ (U) es abierto de G

Con esta topologia (que llamaremos “la topologia heredada de ), 7 resulta
una funcion abierta, ya que si W es abierto de G, entonces

(W) = | Wh

heH

lo que implica que w(W) es abierto en G/H (la multiplicacién por h es un
homeomorfismo en G para todo h € H).

Mds ain G/H resulta un espacio Hausdorff: Para ver esto, observemos pri-
mero que el conjunto R C G x G dado por

R={(o,7): 3Jhe H talque o =r7h}

es un conjunto cerrado. En efecto R = a~!(H), donde « es la funcién continua
de G x G en G que manda (0,7) — 7 '0.

Si oH y 7H son distintos puntos en G/H, (0, 7) no pertenece a R (por def.
de R). Como G es Hausdorff y tomamos en G x G la topologia producto,

existen entornos abiertos V de o y W de 7 en G, tales que (V x W)NR = ('7.

15Corolario 3.19 b
16 Teorema 3.58
"(o,7) € ((G x G) \ R), que es abierto de G x G.

4



Con esto, m(V') y m(W) son entornos abiertos de ¢ H y 7H disjuntos, lo que
prueba que G/H es Hausdorff.
Veamos ahora que esta topologia es N2. Sabemos que

U es abierto en G/H <= 7~ '(U) C G es abierto .

Ademads, sabemos que 7 es suryectiva y abierta (como consecuencia de aque-
1lo). Como G es N2, entonces podemos tomar una base numerable de abiertos,
digamos {U,, }new. Luego {m(U,)}nen es base numerable de G/H.

Sabemos que H es subgrupo cerrado de G. Entonces, por Teorema 3, H
admite una unica estructura de variedad diferenciable que lo hace un sub-
grupo cerrado de Lie de G. Mas aun, la top. resultante en H sera la top. de
subespacio de G.

Supongamos dim(G) = d y dim(H) = d — k, y veamos que G/H es
localmente euclideano con la topologia dada por m y que su dimensiéon es
igual a k. Para ello primero probaremos que existe una carta ctbica (U, ¢)
de G centrada en e, con funciones coordenadas ¢ = (x1,...,x4) tales que los
“slices” de la forma

xr; = constante Vi€ {1,...,k} (1)

caen en diferentes clases de H (y viceversa).

Sea D la distribucién de G determinada por el Algebra de Lie § de H.
Entonces por Teorema 1, existe una carta cibica (V,¢) en G centrada en e,
con funciones coordenadas (z1,...,x4) tales que las variedades integrales de
D en V son “slices” de la forma (1). Como H tiene topologia de subespacio
de G, V puede elegirse suficientemente pequeno para que:

VNH= el “slice” Sy através de e (2)

(i.e.,V N H contiene un solo “slice”).

DEM: Por Teorema 1, las variedades integrales son “slices” y no hay rela-
ciones de contencién entre las mismas. Supongamos que H es la componente
conexa de H que contiene a e, como en el Lema previo. Entonces elijo V
suficientemente pequetio para que VN H =V N H (puedo tomar un abierto
V que interseque sélo a la componente conexa de e, pues H tiene la topologia
subespacio de G y es localmente euclideano). Ademas, pr el lema previo, H
es curva integral maximal conexa de D que pasa por e, con lo cual resulta
un “slice” por Teorema 1 (precisamente, el “slice” Sp).



Elijamos ahora entornos U y V; de e, cibicos relativos a la carta (V, ¢)!®

tales que
Viev oy Uttucw (3)

Notemos que en tal caso resultan entornos ctibicos centrados en e via ¢).

DEM: Tomamos la funcién 8 : GxG — G definida por (o, 7) — o71. Como
3 es continua, 3(e,e) = ey V es abierto con e € V', entonces existen Wy y Wy
entornos de e tales que Wy x Wy C 371(V). Tomo V|, = W, NWoNV, que
resulta abierto en G. Entonces ¢(V]) C RY es abierto con 0 = p(e) € ¢(V]).
Luego 3 un cubo C centrado en 0 con C' C ¢(V;). Elijo V; = V; Np1(O).
En el caso de U, tomamos V = V4, O=py B :GxG — G definida por
(0,7) — o~ ' y trabajamos en forma analoga.

Supongamos ahora que ¢ y 7 son puntos de U partenecientes a la misma
clase en G/H, i.e. 0 € TH. En tal caso'’:

o e VIiNH=ViNS, (4)

Luego, o € 7(V1 N Sy). Ahora, 7(V3 N Sp) es una variedad integral de D que
cae en V por la eleccién de V; en (3), y es conexa.

DEM: Sabemos que 7(V; N Sy) = (V4 NSy). Ahora, (Vi3 N Sp,i) es una
variedad integral de D pues (Sy,7) es var. int. de D en V (por Teorema 1) y
V1 C V es abierto. Sabemos que ViNH = ViNSy C H y (H,1) es subvariedad
adaptada de G. Como V] es abierto de GG, tenemos definida:

l~7—:l I%ﬂSQ%T(‘/iﬂSO)

7'|V1mSO

Con esto, dados v € V1 N Sy, e Y un campo C™ de T(T(Vl N SO)) definido

en un entorno W de 77, obtenemos Y campo C™ en T(V1NSy) definido en
el entorno 7~ 'W de ~ por

Y(a) = (dl,),., (Y(ra)) VaeVins,

Sabemos por definicién de variedad integral, que:

di*w (Y(T'V» = di*m((diT)m(Y/('V))) = (di*w © (dZT)*«/) (Y/(V)) =

"¥Esto es, (U, ¢1,) v (Vi,),,) son cartas ciibicas.
19V1£V = Vlﬂszlﬂ(VﬂH)
So




= d(io1,),(V(3)) = dl; 0 0).(V (1) = (dL,),,, (diy(V (1)) € Dy

€D()

por definicién de la distribucién D (generada por campos invariantes). Pro-
bada una de las inclusiones, por argumentos de dimension, se obtiene la
igualdad:

diszy (T(Vi N 50)) = Dz Yy € (Vi Sp)

En consecuencia, ({(V1NSy), ) es variedad integral de D con [-(V1NSy) C
1-(So) y es conexa por ser [, un difeomorfismo?.

Luego, por Teorema 1, 7(V; N Sy) esta incluido en un dnico “slice” de
V. Entonces, o y 7 caen en el mismo “slice”?!. Reciprocamente, veamos que

si S, es un “slice’en V; = do e G tal que S, CoH.

DEM: Fijemos o € S,. Sea 7 € S,, y quiero ver que 7 € ocH, o equiva-
lentemente o~!'7 € H. Ahora bien: c7'S, = [,-1(S,). Como vimos antes,
VinsS, =5, es una variedad integral conexa de D por ser un “slice”. Enton-
ces 015, es también una variedad integral conexa de D. Por Teorema 1 y
por la eleccién de Vi, [,-1(S,) C Sy, con S, “slice” en V para algiun b. Como
e € ly,—1(S,) y Sp es la inica v. int. en V que pasa por e, entonces S, = S.
Luego l,-1(S,) € Sy € H, como queriamos.

]Rd—k

\ o

) G/H

201, N Sy es conexa pues V; es entorno cibico centrado en e y por la forma de Sj.
2le e VinSy



~ Sea S = So N p(U) el “slice”de ¢(U) donde se anulan x4, ..., 24 Sea
S = 7m(Sp). Como S = S x{0,...,0}, podemos pensar entonces S = S C RF,
——

k veces
ya que tenemos un homeomorfismo natural entre S'y S.

Sea ¢! definida por

¢t :7ro<p"s1 : S — w(U)
Es facil ver que ¢! es biyectiva por la eleccién de la carta (U, ¢), y ademds
es continua y abierta (7 y ¢! son continuas y abiertas), luego es un homeo-
morfismo. Sea entonces

¢:m(U) — S CR” (5)
la inversa correspondiente.
AFIRMO: (w(U), ) es una carta en G/H alrededor de eH.

Para obtener cartas alrededor de otros puntos de G/H tomamos traslaciones
a izquierda. En efecto, si 0 € G, sea [, el homeomorfismo en G/H inducido
por l,, o sea

l,(tH) = (I,(r))H = oTH
Para cada clase en G/H consideramos separadamente cada uno de los po-
sibles representantes c H € GG/H de la misma. Construiremos varias cartas,
una por cada representante, haciendo distincion de cada uno de ellos. Fijado
o que representa la clase 6 H = o0 H, definimos ¢,y como

PottPott = P 0l |lt7(7T(U)) Howy — S5 C R

Para cada o H tenemos varias cartas definidas a su alrededor. Cada una de
las cartas estd asociada a un representante diferente de la clase. La distincion
de los representantes asegura la buena definicion. ¢,y es homeomorfismo, por
ser composicion de homeos y l-1o0l, = id|s,,,- Por ejemplo, notemos que en
nuestro caso Q.g = @.

Para obtener la estructura diferenciable en G/H (que resulta entonces
una variedad de dimensién k), simplemente maximizamos la coleccién de
cartas asi obtenida 22.

1. U <l~a(7r(U))> =G/H pueseH € n(U)

oeG

2. Veamos la compatibilidad de las cartas

22Warner sélo considera estructuras diferenciables maximales.



Sean (o, (m(U)), @orr) ¥ (loy(m(U)), $oomr) dos cartas y sea
Z = G011t (loy (m(U)) Nl (w(U)) € R

Tenemos que ver que Qg © @;11H| 7 es O, Bastard verlo localmente. Sea
t € Z. Como ) 3
(10l 097 H)(t) € T(U)
——

SOle

y

(lyy10l) 0@ (t) = 05 '@~ (t) = (03 an)mo ™ (¢,0) = w(03 o1 (1, 0))
= dg € H tal que (05 0107 (t,0))g € U

AFIRMO: 3 W entorno de t en Z tal que o, ‘o~ (W)g C U

En efecto, tenemos:
qb:rgol%_l oly,00 ' : Z -G
que es continua (homeo). Como ¢(t) € U abierto de G = IW C Z entorno

de t tal que W C ¢~ 1(U).
Bastara ver entonces que @, © 95;11H|W es C°. Por la eleccion de W,

~ ~—1 _ —1
Pt © Poyglw =Moo porgol, 1ol o |[W

donde 7y es la proyeccién canénica de p(U) a S C R* 2.
Luego @Pgom © gb;llH\W resulta C'™ por ser composicién de funciones C°.

Veamos que con esta estructura diferenciable, 7 : G — G/H es C*.
Bastard ver que m, ., es C*, pues dado 0 € G,l,(U) es entorno de o
(recordar que e € U). Ahora bien,

ey = Gorr ©T0 0 % 0 lo-1| )
Pero la expresion local de 7|q, @) es

N -1

Pot © Ty ©lo @B = Mol

con lo cual resulta C°.

23tomar las primeras k coordenadas.



Queremos ver que existen seccciones C* de G/H en G. Esto es: si
oH € G/H, Jentorno de oH y una funcién 7 : W — G C* tal que
moT =1d.

SioH € G/H elijo:
W=1Lm0) vy r=lop oguy

que verifican lo pedido.

UNICIDAD (salvo difeomorfismos):

Sea (G/H); otra estructura diferenciable en (G/H) que satisface las con-

diciones del Teorema.

G/H — (G/H),

Localmente, si cH € G/H, sea W entorno de cH y 7 : W — G seccién

C* de 7 en G/H. Entonces 7o), = mor), =id, :W CG/H — (G/H),
es C. Luego id : G/H — (G/H); es C* (localmente es composicién de
funciones C*°). Andlogamente, tomando secciones C* en (G/H ), tenemos
que id: (G/H); — G/H es C™.

|

Observacién 1 La topologia de G/H dada por m coincide con la topo-
logia de G/H dada por la estructura diferenciable. Luego G/H tiene una
estructura dif. que lo convierte en un espacio Hausdorff y N2.

Definicién 5 ' Variedades diferenciables de la forma G/H donde G es
un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G y la estructura dif. es la
unica que satisface las condiciones del Teorema 4 se denominan variedades
homogéneas.

Observacién 2 ? f:G/H — M es C* < fon:G — M es C*

24Definicién 3.59
250bservacién 3.60
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Demostracion:
=) Trivial.
<) for:G—MesC®=SeacH € G/Hyt: W — G seccién C* con
cHeW = f,, =(fom) o, es C. Como oH es arbitrario, listo.
|

Definicién 6 ¢ Seq
n:GxM—M

una accion a izquierda de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable
My sea

1o (m) = n(o,m)
La accion se dice efectiva si 0 = e es el unico elemento de G para el cual

Ny = idpr. La accion se llama transitiva si dados m,n € M existe 0 € G tal
que n,(m) =n. Sea my € M, y sea

H={0€G : n,(mo) =mo}

H resulta un subgrupo cerrado®® de G, llamado el grupo isotrépico en mq o
el estabilizador de mg. La accion restringida a H da una accion a izquierda

de H en M con punto fijo my. Esto da una representacién®:

a: H — Aut(M,,,) donde a(o) = (/E———_—
mo

El grupo o(H) de transformaciones lineales de M,,, se llama el grupo iso-
tropico lineal en my.

Teorema 5 3° Con la notacion de la Definicién 6, sean: G x M — M
una accion a izquierda y transitiva de G sobre M. Sea mg € M y sea H el
grupo isotropico en my. Sea:

B:G/H—>M B(ocH) = ny,(mg)

Entonces, 3 es un difeomorfismo.

Z6Definicién 3.61

27Se considera, por definicién, que una accién entre variedades diferenciables es C.

28Esto se prueba tomando redes convergentes de H y usando que 7 es continua por
definicién de accién en una var. dif. (es C).

29i.e. un morfismo de grupos con imagen incluida en Aut(M,,,) ~ GL(n;R) donde
n = dim(Mp,,) = dim(M).

30Teorema 3.62
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Demostracién:
I.- B estd bien definida, pues si cH = 7TH = dge€ H | o = 1g
Entonces:

na(mO) - nTg(mO> =1r© ( na(mO) ) - Ur(mo)

——
=mp (g€ H)

e 3 es suryectiva: Sea m € M. Como 7 es transitiva, entonces:

Jo € G tal que ,(mg) =m = [cH)=m

e [ es inyectiva: Supongamos B(UH) = B(TH) Entonces, por def. de 3y
aplicando n,-1, resulta:

777-—10(7’)10) = 776<m0) = My
Luego, por def. de H, 77loc € H = ocH=1H

IL.- Sabemos por Observacién 1 que G/H es Hausdorff y N2. Para probar
que [ es difeomorfismo, bastara ver que 3 es C*™ y df3 es no singular en todo
punto?!.

e Por Observacién 2:
fesC® <= f[orn:G— MesC®

Pero for(0) = 1y (mg) = N0im, () donde ip, : G — G X M o +— (0,my)
es O,

e Tenemos definido
dBuor (G/H)og — Mz, vy B = Bor, donde 7 es la proy. al cociente

Como dm., : (G)y — (G/H),u tiene como nicleo a (0 H), C G, *,
dr es epimorfismo® y df = dB o dr, para ver que df3 es monomorfismo,
basta ver que Ker(df.,) = (0H),. Ahora bien, para cada ¢ € G
tenemos:

B=1,080l,

31Esto se debe a la siguiente propiedad: “Si ¢ : M — N es C™°, biyectiva y no singular
en todo punto, entonces ¥ es un difeomorfismo” (figura como Ejercicio 6, Capitulo 1 del
libro de referencia.

32ge prueba viendo Ker(dm.,) D (0H), y usando teorema de dimensién para transfor-
maciones lineales.

33]ocalmente existen secciones C> de .
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lo que implica:

By = (difg 0 dB 0 dly-1)us : Gy — Mig(o)

Como (dno)+a(e)y=mo ¥ (dly-1),, son isomorfismos, entonces basta ver
que Ker(dp, ) es H,.

Trivialmente vale Ker(df, ) D H., asi que veamos la otra inclusién.

Sabemos que todo campo invariante a izquierda de un grupo de Lie es
completo®®. Dado X campo invariante a izquierda en G, sea expy el
subgrupo uniparamétrico® :

d

erpx : R — G definido por dexpx,, ()\d—
,

|t) — X (eapx (1)

O sea, t — expx(t) es el tnico subgrupo uniparamétrico tal que el
vector tangente en 0 es X (e) 3.

Definamos exp : g — G la funcién exponencial, como: exp(X) =
expx(1).

Sea x € Ker(df,, ). Para ver que » € H,, sélo tenemos que probar que
exp(tX) = expx(t) € HVt € R, donde X es el campo en H invariante
a izquierda determinado por X() = x. Para esto, basta probar que
v : 1 — M dado por t — [(exp(tX)) tiene como vector tangente al
vector nulo en todo punto, pues entonces y(t) = f(exp(tX)) = cte =
mo = 7(0). En efecto, resultard entonces, por definiciéon de H, que
exp(tX) e H Vit.

Ahora bien, el vector tangente a v en t es:

AB(Xeapux)) = dileapex) © B 0 (dloy g x0) (Kieantex))) =
———

(exp(tX))~1

'

Xey=z

= dnezp(tX) o dﬁ(l‘) =0
0

34Para todo lo referente a este tema y a la construccién de la funcién exponencial ver
péag. 101 a 104 del libro de referencia.

.e. un morfismo de grupos de Lie ¢ : R — G

36Sabemos que tal morfismo existe por ser R un grupo de Lie simplemente conexo
(munido de la operacién suma) y por el siguiente Teorema:
“Dados G y H grupos de Lie con algebras de Lie g y h y H simplemente conexo, sea
¥ : b — g un homomorfismo de dlgebras de Lie (i.e. lineal y que preserva corchete).
Entonces existe un tnico homomorfismo de grupos de Lie ¢ : H — G tal que dp = 9¢”.
(Teorema 3.27)
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ya que X es invariante a izquierda.

Por lo tanto, d3 es no singular en todo punto. ]

Observacion 3 Sea H C G subgrupo cerrado de un grupo de Lie G.
Tenemos entonces una accion natural a izquierda de G sobre G/H

l:GxG/H—G/H l(o,7TH)=0TH (6)
e s facil ver que [ es accidn “algebraica™" de grupos.

o [ es C: Sea (o,7H) y por Teorema 4 sean W C G/H entorno de TH
y v : W — G seccion C*. Entonces:

(0, 7H) = (0, 7(7)) = mol(0,7) = wolo(id, ) (o, 7H) V7 en YW)
donde 1 es la multiplicacién en G. Por lo tanto, | es C™.

o [ es transitiva, pues la multiplicacion en G lo es.

Ahora, para todo o € G, 1, es difeomorfismo en G/H, y dados o H,vH
l}ofl :G/H — G/H es difeomorfismo que manda o H en vH. Las variedades
del tipo de G/H se llaman homogéneas porque tienen este grupo transitivo
de difeomorfismos ({l; 0 € G}). Reciprocamente, el Teorema 5 muestra que
st M tiene un grupo transitivo de difeomorfismos dado por una accion n
({7, : 0 € G}), entonces IH subgrupo cerrado de G tal que M ~ G/H
(difeomorfos). En efecto, H se construye como en el Teorema 5. Por el mismo
Teorema, tenemos otra caracterizacion para la estructura diferenciable de

G/H: este conjunto tiene una tunica estructura tal que la funcion de (6) es
.

Teorema 6 Sea G grupo de Lie y H < G cerrado. Entonces, G/H con
su estructura de grupo natural es un grupo de Lie.

Demostracion:
Basta ver que, con la estructura de variedad diferenciable de G/H dada por
el Teorema 4, G/H es un grupo de Lie. O sea, hay que verificar que

[:G/HxG/H—G/H I(cH,7H)=01'H

es . Notemos que [ estd bien definido pues H es subgrupo normal.

37 e. sin pedir C.
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Sean o, : W, = G «a, : W, — G secciones C* de G/H. Localmente,
en W, x W. resulta:

Z|Wg><W7. =mTopo (ag, Oé—r) donde 80(0'7 ’7’) = 0’7'_1

Luego [ es C* por ser composicién de funciones C'°. |

Ejemplos

Antes de describir algunos ejemplos importantes de variedades homogéneas,
daremos un lema técnico que necesitaremos para el desarrollo de los mismos.

Teorema 7  Supongamos que ¢ : N — M es C™, que (P, p) es sub-
variedad adaptada de M, y que ¢ se factoriza a través de (P,y), esto es
Y(N) C p(P). Como ¢ es inyectiva, existe una unica funcion 1y de N en P
tal que p o Py = 1.

N m
\\ .
wo\[

N
P

1. g es C™ si es continua.

2. g es continua si p es un imbedding®®.

(a) Sea E = {e; : i = 1,...,n} base candnica de R". Sea ¢ € Gl(n,R)
que determina la transformacién lineal m, : R" — R", que notaremos
también con ¢ por comodidad. Tenemos definida entonces una accion

a izquierda de GIl(n,R) en R"

n:Gl(n,R) x R" — R" n(o,v) = o(v)

38Teorema 1.32
3%i.e.  es una inmersién y un homeomorfismo entre Py ¢(P).
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e 7 es acciéon algebraica y es transitiva.

e nes C: Seam : M(n,R) — R" la proyeccién a la primer colum-
na, o interpretando ¢ € M(n,R) como una transformacion lineal,
m (o) = o(e1). Por definicién de la estructura dif. de M (n,R), m
es C°. Ademas, la multiplicacién de matrices (que notaremos con
[) es C*. Dado v € R", resulta: n(o,v) = m;(c0) donde v € 7! (v)
es la matriz en M (n, R) que tiene a v como primer columna y ce-
ro a las demds. Notemos o : R* — M(n,R) la funcién a(v) = 0.
Claramente, a es C*°. Entonces:

n(o,v) = (m olo (id,«))(o,v)
con lo cual n es C*°.

Sea <, > producto interno canénico en R", para el cual E es base orto-
normal. Entonces, si 0 € Gl(n,R), resulta: < o(v),w >=< v, o' (w) >.
Sea O(n) = {oc € M(n,R) : ¢'c = I}. Sabemos que es un subgrupo
cerrado de Gl(n,R). Si o € O(n):

<o), o(w) >=<v,0'o(w) >=<v,w > Yv,w

Por lo tanto, si o € O(n), o preserva el producto interno canénico. En
particular, preserva normas. Entonces, tenemos:

O(n) x S —— Rr

~N
N
~ )
3
~N
0 - o
>

Snfl

Ahora bien, como 7, es C*° (pues es la restriccién de 7 al producto car-
tesiano entre un subrupo cerrado (O(n)) y una subvariedad adaptada
(S™71)), entonces 7 se factoriza a través de (S"~1, 7). Por Teorema 7, 1
es C° ya que (S"7!,4) es un imbedding. Tenemos entonces una accién
natural a izquierda C'*:

no: O(n) x §"1 — gt

del grupo ortogonal O(n) en la esfera unitaria S™!.
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AFIRMO: 7y es accién transitiva.

En efecto, sea v = v; € S" !, Extiendo a una base ortonormal B =
{v1,...,v,}. Sea entonces o = (O_ij)ij € Gl(n,R) tal que

n
vV = E aije]-
j=1

Entonces o verifica o(e;) = v, y 0 € O(n).

En general: si vy w son dos puntos cualesquiera de S™ ! sean o1, 05 € O(n)
tales que oy (e1) = vy 02(e;) = w. Entonces oyt € O(n) y o1 H(v) = ¢4
=0 =090, '€0(n)yo(w) =w.

Sea
0
H={oc€O0(n): 0= ) : ,0€ M(n—1,R)}
0

Es claro que 6 € O(n — 1).

e H es subgrupo de O(n)

e H es cerrado:
Sea {0;}icr C H red convergente a o € G. Entonces:

0

lim 7i | =0= ? a
icl 0
1

0 --- 0 b C

=a=0,b=0,c=1y h’nllffi = ¢. Como ¢; € O(n — 1) subgrupo
1€
cerrado de Gl(n—1,R), entonces & € O(n—1), con lo cual o € H.
AFIRMO: H es el subgrupo isotrépico de O(n) en e, € S"~!, respecto
de la accién 7.
DEM: (C) mno(o,e,) =o(e,) =e,sioc € H
(2) Sup. g(e,) = ey, 0 € O(n), digamos

Q>
&



Ahora, o(e,) = Zamei =e,=>a=0yc=1.
i=1
Como o € O(n) = oo' = I. Entonces:

710
b™ 1)\ 0 1

9
on

=1

n—1

n—1 n—1
S1=l,=) V+1=> ort+ oy = opt+l=0,=0Vi<n
i=1 i=1 1 i=1

0

Q»

=0 = 0 € H pueso € O(n)
0 --- 0 1

Ahora bien, podemos identificar canénicamente a H con O(n — 1). De
esta forma, por el Teorema 5 tenemos:

B:0(m)/0n—1) = 5" B(c0(n —1)) = (), (en) = 7(ex)
difeomorfismo. Luego,

St~ 0(n)/O(n —1)

Similarmente S"~! ~ SO(n)/SO(n — 1) via

0
Msomyxsn-1 Y H = {0 € SO(”) 0= ’ ) 0 , 0 € M(n—l,]R)}
0 0 1

que podemos identificar con SO(n-1)*° (¢ +— &). Hay que usar que
SO(n) C Gl(n,R) es subgrupo cerrado y el Teorema 5, en forma similar
a lo hecho recién.

4080(n) = {o € O(n) : det(c) = 1}
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(b) Como en el ejemplo (a), consideremos E base canénica de C" e iden-
tificamos o € Gl(n,C) con los isomorfismos lineales de C" Tenemos
definida entonces una accién a izquierda de Gl(n,C) en C"

n:Gl(n,C) x C" — C" n(o,v) = o(v)

donde Gi(n,C) es grupo de Lie sobre R de dimensién 2n? y C" es R-
variedad diferenciable de dimensién 2n. Al igual que en el ejemplo (a),
7 resulta una accién C*°.

Sea <, > producto interno canénico en C™, donde E es base ortonormal.
Entonces, si ¢ € Gl(n,C), resulta: < o(v),w >=< v,5'(w) >. Sea
Un) = {o € Gi(n,C) : 05" =1} y sea o € U(n). Como en (a), o
preservarda normas (p.i.). Notemos con X a la esfera unitaria en C",
que resulta una subvariedad adaptada de esta ultima y con (X,7) un
imbedding. Como en (a), por ser U(n) C Gl(n,C) subgrupo cerrado,
tenemos una nueva accion a izquierda, que serd C*° por el Teorema 7:

M0 = My yxx - Un)xX —X

Como en (a), esta accién es transitiva y tomando:

0
H={oecUn):0= g O ,0€Mn-1,0)}
0O --- 01
o equivalentemente:
0
o : .
H={o= O ,6€U(m—1)}

0 --- 0 1

H resulta el subrupo isotrépico de U(n) en e, € X para la accién 7.
Ademés podemos identificar canénicamente: H ~ U(n —1). Por lo tan-
to por el Teorema 5: X ~ U(n)/U(n —1).

Ahora bien, por medio del atlas natural en C" dado por la base dual a la
base real B = {e1,...,e,, vV —1ley, ...,/ —1le,} de C", X es difeomorfo
a S?"~1 C R?". Entonces, por transitividad, S**~' ~ U(n)/U(n — 1).
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Por un argumento similar (tomando 7, ), la esfera S**~' también
es difeomorfa a la variedad homogénea SU(n)/SU(n — 1)*!.

En particular, para n = 2, SU(n — 1) = (1); luego S? ~ SU(2). En
consecuencia, S? hereda una estructura natural de grupo de Lie a partir
de este difeomorfismo. M4s atin, es posible probar que S* y S? son las
tnicas esferas que poseen estructura de grupo de Lie*?.

(c) Consideremos el espacio proyectivo real P"~1 ~ (R" — {0})/ ~, donde
a~b<s 3N eR—{0}: Aa=">b Damos a P""! la maxima topologfa
para la cual la proyeccion natural

m:R" - {0} — P!

es continua. En tal caso Mg, 1 €S UN 2-revestimiento de P*!. Es facil
ver que existe una tnica estructura diferenciable tal que esta funcion
es localmente un difeomorfismo*3.

Por un argumento similar al usado en el ejemplo (a), se puede ver
que P"1 ~ SO(n)/O(n — 1) si consideramos O(n — 1) como subgrupo
cerrado de SO(n) via la identificacion de O(n-1) con

0

Q>

H={o= O L6 €0(m—1))

0 -+ 0 det(6)

En efecto H es subgrupo isotrépico de SO(n) en e, para la accién

n:S0(n) x P! = P" ' p(0,7)=o0(x)
donde ~denota la clase en P" 1.

e 7 esta bien definido pues x ~ y < x = Ay para algin A no nulo.
Entonces x ~ y = o(x) ~ o(y).

1SU(n) = {o € U(n) : det(o) = 1}

42H. Samelson, “Uber die Sphéren die als Gruppenrdume auftreten”. Comment Math.
Helv., 13, pag 144-155, 1940.

43Hay que usar en S™~! el atlas dado por las proyecciones estereograficas y que tenemos
una accién propia y discontinua de Zs sobre S"~! de forma tal que P"~! es difeomorfo al
cociente de S™~! por esta accién.
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e Si pensamos 7 : SO(n) x S"~1 — S"71 que es accién C* por lo
visto en (a), tenemos:

SO(n) x §*! N S — Y 2
(id,ﬂ')‘ n
SO(n) x P!

(id,m) es localmente un difeomorfismo (pues 7 lo es).Como 7,7
son localmente C'*°; entonces 7 es localmente C'*°, y por tanto C'**.

b H = (Hn)en:
(D)  Se prueba como ya lo hemos hecho antes.
(C) o€ H= o(e,) =det(d)e, ~ e,

Entonces, por Teorema 5: P"~! ~ SO(n)/O(n — 1).

En los préximos ejemplos buscaremos, a partir de una accién algebraica
a izquierda y transitiva, una estructura diferenciable para un cociente de
grupos (que hard el rol de G/H) de modo de obtener un difeomorfismo 3
como el del Teorema 5.

(d) En este caso consideraremos el plano proyectivo complejo, definido si-
milarmente al real:

CP" ' ~ (C" - {0})/ ~, donde a ~ b= 3IN€C—{0}: da=b

Nos proponemos darle a CP™ ! una estructura de variedad difernciable
real (que serd de dimensién 2(n — 1)).

La accién sobre la esfera unitaria X C C", definida en el ejemplo (b)
y restringida al grupo SU(n), preserva esta relacién de equivalencia,
donde interpretamos CP" ! ~ X/ ~. Por lo tanto, tenemos una accién
algebraica natural:

ii: SU(n) x CP" ' — CP" ! (0,2) — o(z) = 7 (c(x))

donde z denota clase de z en CP" !,
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En este caso, construimos el conjunto:

H={o= O ,6€U(n—1)}

0 -+ 0 1/det(s)

H resulta el subgrupo isotrépico de SU(n) en e, para la accién 7.
Podemos identificar H ~ U(n — 1), lo que permite pensar a U(n — 1)
como un subgrupo cerrado de SU(n) (H es cerrado por su construccién:
U(n — 1) es subgrupo cerrado de Gi(n — 1,R) y det es una funcién
continua nunca nula en Gl(n — 1, R)). Tenemos entonces una biyeccién
como en el Teorema 5:

B:SUM)/U(n—1) — CP" ' BlaU(n—1)) =n(o(en)) = 7(0,en)
Damos entonces una estructura diferenciable a CP"! a partir de 3 y
de la estructura dif. de SU(n)/U(n — 1) (dada por el Teorema 4). En

efecto, tomamos el atlas A de SU(n)/U(n — 1) y lo componemos con
3, para obtener el correspondiente atlas A de CP" !

.A:{(U“g@l)ZG]}#/‘I:{(ﬁ(UZ),QDZOﬁ_l)ZE]}

Calculemos entonces la dimension de esta estructura diferenciable en
CP" !, usando el Teorema 4:

dim (CP" ") = dim (SU(n)/U(n — 1)) = dim (SU(n)) — dim (U(n —1)) =
=m*-1)—-(n—-1)>%*=2(n-1)

STIEFEL MANIFOLD of p-FRAMES in V

Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon d y sea

Sp(V) = {p-frames en V} = {w = (wy,...,wp) : wy,...,w, son Li. en V}
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Sea B = {v1,...,vq} base de V. En tal caso, Gl(d,R) actia algebrai-
camente a izquierda sobre V por multiplicacion matricial.

n:GUA,R)xS,(V) = S,(V) (o, (wi,...,wq)) — (o(wr),...,o(wy))

AFIRMO: 7 es accién transitiva.
En efecto, dados 9,w € S,(V) : 3o € Gl(d, R) tal que n(o,v) = w*.

Sea § = (v1,...,v,) € Sp(V) formado por los primeros p elementos de
la base B. Consideremos H = H; subconjunto de GI(d, R) que deja fijo
a s via 1. En efecto, por eleccién de s:

o { (54 cona)

y es subgrupo cerrado de GI(d, R).

Tenemos entonces

f:Gld,R)/H — 5,(V)  B(oH) =1o(8)

es biyeccién. Ahora daremos a Sy, (V) una estructura natural de variedad
diferenciable, de modo que [ resulte un difeomorfismo, al igual que en
el ejemplo (d). En efecto, S,(V) resultard una variedad de dimensién
pd.

AFIRMO: Esta estructura no depende de la eleccién de B.
Consideremos B, B’ dos bases de V, y sean ng,ng como antes. Por
construccién, resulta

Hp=Hjy=H = { (I—g‘%) eGl(d,R)}

Luego, via Bg y B tenemos,
Gl(d,IR,)/HB == Gl(d,R)/HB/
GUd,R)/Hp =~ (S,(V)),
Gl(d,R)/Hp =~ (55(V))p

12

donde (S,(V)) 5 v (Sp(V)) 5 denotan las estructuras dif. de .S, (V') cons-
truidas a partir de B y B’, respectivamente. Por lo tanto de acuerdo con

4tomo & tal que 7(v;) = w; y extiendo a un automorfismo de V.
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las ecuaciones anteriores, ambas estructuras son difeomorfas. En con-
secuencia, ambas tiene un mismo atlas maximal, lo que indica que la
estructura es la misma en ambos casos. Por lo tanto, podemos hablar,
a partir de ahora, de la estructura diferenciable de S,(V) sin depender
de la base B elegida. S,(V) se llama el “Stiefel Manifold of p-frames in
V7.

Veamos que la dimensién de esta variedad es en efecto dp. Como en

el Teorema 4, Gl(d,R)/H es variedad de dimensién dim(GI(d,R)) —
dim(H) = d*> — dim(H). Ahora bien,

(%‘%) € Gl(d,R) < (B) € M(d — p,R) tiene rango (d-p)

< (B) € Gl(d — p,R)
Luego:
dim(H) = dim(R"**?)+ dim(Gl(d—p, R)) = p(d—p)+(d—p)* = d(d—p)

= dim(S,(V)) = d? — d(d — p) = dp, como querfamos.

Variedades Grassmannianas de k-planos (subespacios) de V

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién d como en el ejemplo (e) y
sea
Mp(V) ={S CV : S es subespacio de dimensién k}

Como antes, fijemos una base B = {vy,...,v4} de V y sea n la accién
algebraica a izquierda natural de Gi(d, R) sobre V restringida a O(n):

n:0(d)xV =V (0,v) (c(v))

Como isomorfismos lineales mandan subespacios de dimensién k en
subespacios de dimension k, tenemos naturalmente definida:

n:O(d) x Mp(V) — Mi(V)
Identificamos V con R? (via toma de coordenadas en la base B), con lo

cual V hereda un producto interno natural: < v, w >y=< [v]p, [w]p >Ra
De esta forma, claramente 77 es una accién transitiva.
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Ahora, sea Py el k-subespacio®® Py =< vy,...,v, >, generado por los
primeros k elementos de la base B. Sea H el subespacio de O(d) que
deja fijo a Py via 7. Entonces:

H- { (ﬂo%) cOWd): oc O(k:),TeO(d—k))}

(D) es claro
(C)Sea M = ( g ZB; ) € H.Comon(F) =Py=C=0yAec0O(k).

Como M € O(d) = B =0 = D € O(d — k), y vale entonces la
inclusion.

Por lo tanto, podemos identificar H ~ O(k) x O(d — k). Como 7 es
transitiva, tenemos la biyeccion:

5:0(d)/0(k) x O(d = k) — M(V)  a(O(k) x O(d — k)) = ils(P)

Dando a M (V) la estructura natural de variedad diferenciable (via
), resulta como en los ejemplos (d) y (e) que (3 es difeomorfismo. Al
igual que antes, podemos ver que esta construccién no depende de la
base B elegida, ya que las estructuras dadas a My(V') a tavés de las
distintas bases, resultaran difeomorfas y por lo tanto definiran el mis-
mo atlas maximal. M (V') recibe el nombre de “Grassmann manifold
of k-planes in V7

Para calcular la dimensién de esta variedad, usemos nuevamente el
Teorema 4. Sabemos que dim (O(k)) = $k(k — 1)*. Entonces,

dim (M (V)) = dim(O(d)) — dim(O(k) x O(d — k))) =
= dim(O(d)) — {dim(O(k)) + dim(O(d — k)) } = (d — k)k

como queriamos.

Finalmente, y para terminar con la exposicién, usaremos estos ejemplos
para probar dos Teoremas referentes a la conexion de algunos de los grupos
mencionados.

45designaremos como k-subespacio de V a un subespacio de dimensién k (o k-plano).
46yisto en clase.
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Proposicién 2 47 Sea H C G subgrupo cerrado de un grupo de Lie G.
Si Hy G/H son conezos, entonces G es conezo.

Demostracion:
Supongamos
G=UuUuV (7)

donde U y V son abiertos de G no vacios. Queremos ver que U NV # ().
Aplicando la proyeccién al cociente 7, tenemos

H=n(U)Un(V)

donde 7(U) y m(v) son abiertos no vacios de G/H (recordemos que 7 es
abierta). Como G/H es conexo, existe un punto o H € G/H tal que

oH e (n(U)Nn=w(V)) (8)
Ahora (7) implica que:
cH=(cHNU)U(cHNYV)

donde (cH NU) y (¢ HNV) son abiertos de cH (porque H tiene topologia
de subespacio y la funcién I, es un homeo en G). De acuerdo con (8), tanto
(cHNU) como (6 HN V) son no vacios. Ahora, como o H es homeomorfo a
H y por lo tanto conexo, tenemos:

(cHNU)N(cHNV)#£0
lo que implica que UNV # @ como querfamos probar. |

Teorema 8 *® Los grupos de Lie SO(n), SU(n), yU(n) son conexos para
n > 1, mientras que O(n) tiene dos componentes conexas (n > 1).

Demostracion:
I.-Lo haremos por induccion en n, usando que S™ es conexo para cualquier
n>1:

en=1 SO(n)

= (1), SU(n) = (1), son conexos.
Un)={(\):XeC,

)
Al =1} = es conexo.

o n > 1:

4TProposicién 3.66
BTeorema 3.67
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e Por ejemplo (a), SO(n)/SO(n — 1) ~ S"'. Por ser n > 1, por
H.I. sobre SO(n — 1), y usando Proposicién 2, SO(n) es conexo.

e Por ejemplo (b), SU(n)/SU(n — 1) ~ §*~!. Por ser 2n — 1 > 1,
por H.I. sobre SU(n-1), y usando Proposicién 2, SU(n) es conexo.

e Por ejemplo (b), U(n)/U(n — 1) ~ X ~ S$?"7! donde X es la
esfera unitaria en C. Por ser 2n — 1 > 1, por H.I. sobre U(n-1), y
usando Proposicién 2, SU(n) es conexo.

II.-En el caso de O(n): Sabemos que dado o € O(n) resulta det(o) = +1.
Luego podemos descomponer O(n) como unién de dos conjuntos:

1 0

O(n) = SO(n) UoSO(n) donde o =
det=1 det=—1

0 |
SO(n) es conexo y 0S0O(n) ~ SO(n). Luego ambos conjuntos son co-
nexos. Ademas son abiertos disjuntos de O(n), pues:

SO(n) = (det > 0)NO(n)
0S0(n) = (det < 0) N O(n)

y tanto (det > 0) como (det < 0) son abiertos de Gl(n,R) (pues det :
Gl(n,R) — R es continua). Por lo tanto estas son las dos componentes
conexas de O(n).

|
Teorema 9 *° Gl(n,R) tiene dos componentes conezas.

Para la demostraciéon de este Teorema, necesitamos un lema auxiliar, que
exponemos a continuacion:

Lema En Gl(n,R) tenemos una “descomposicion polar”, i.e.

Vo € Gl(n,R) 3P, R tal que 0 = PR

PTeorema 3.68
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donde R € O(n) y P es una matriz simétrica y definida positiva.

Demostracion:
Sabemos que a@ = oo es simétrica y con coeficientes en R. Por lo tanto
es diagonalizable en R y los espacios de autovectores correspondientes son
ortogonales.

Sea a un autovalor de @ y v € R un autovector asociado. Sabemos por lo
visto en el desarrollo del ejemplo (a) que

a <v,v>=<0c0(v),v>=< o' (v),o"(v) >
N— N /

'

>0 >0

que ocurre pues o € Gl(n,R).
= a > 0y por lo tanto, o = o' es definida positiva.
Como ademés es simétrica, entonces 33 € O(n) tal que

Bloa")B' =D
donde D es diagonal con todos los autovalores positivos. Sea entonces
A1 0
0 An

Como \; >0 Vi=1,...,n, podemos considerar entonces D'/2 € GI(n, R)

22 0
D1/2 —
0 )\nl/Q
Sean »
P=pgoo's)?8 vy R=Po (9)
=D

e P es simétrica y definida positiva (pues P ~ D2 que es def. positiva)
De la expresién (9) tenemos:

P? = (8'(Bo0'3)'*8).(8' (300" 3)*3) = §'(Boa'8)3 = o0
donde las igualdades ocurren pues 3~ = ¢
= RR' = P loo* (P7Y) = P loo! (P! ) = PT'PPP =1
SN—— \_;/

—pt—1
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e 0 = PR por construccién.

Demostracion (Teorema 9):
Consideremos:

Gl(n,R)" =(det >0) vy  Gl(n,R)” = (det < 0)

que son abiertos disjuntos de Gl(n, R). Ademés GI(n,R)™ = oGl(n,R)" don-
de o es como en la demostracién del Teorema 8. Luego, Gl(n, R)™ ~ Gi(n,R)™.
Bastara entonces con ver que Gl(n, ]R)Jr es conexo para ver que ambas son
las dos componentes conexas de Gl(n, R).

Para ver esto, probaremos que dado o € Gl(n,R)" existe v : [0,1] —
Gl(n,R)" continua, con v(0) = ¢ y (1) = I. Luego GI(n,R)™ serd ar-
coconexo y, por ende, conexo. Ahora, usemos el lema auxiliar recién de-
mostrado. Si o € Gl(n,R)+, descomponemos a ¢ como en el lema. Como
det(P) > 0y det(c) > 0 = det(R) > 0, Pero det(R) = +1 (R € O(n)).
Entonces R € SO(n).

Sea P=tI+(1—t)P: te]l0,1].

e Ph=Py P =1
e [ es simétrica pues P y I lo son.

e P, es definida positiva: En efecto,

A1 t(l—X)+ N\ 0
An 0 t(1 =) + A

Sea entonces fy, : [0,1] — R definida por fy,(t) = t(1 — X)) + A
Claramente fy, es continua. Ademas fy,(0) =X, >0y f,,(1) =1> 0.
Si vemos que es nunca nula, entonces, P; resultara definida positiva.
Si A\; = 1, no hay nada que hacer. Supongamos entonces que no.

Como t € [0, 1], esto pasa sii
-\ . < >
0< i <lo 0> i > 1o 1-X<0 - A >1
1=\ 1—\ A < —(1=XN) 0< -1

lo que es un absurdo.
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Entonces, tenemos v : [0, 1] — Gl(n, R)" definida por ¢t — P,R. Por lo tanto,
7 esté bien definida®, es continua, v(0) = PR=0y (1) = IR = R.

Como SO(n) es arcoconexo (es conexo por el Lema y es localmente arcoco-
nexo por ser localmente euclideano) entonces R € SO(n) puede unirse a I
mediante una curva continua en SO(n) C Gl(n,R)". Luego, componiendo
ambos caminos tenemos un camino continuo en Gl(n, ]R)+ que une o con I.
De esta forma, vemos que Gl(n, ]R)Jr es arcoconexo, como queriamos. |

50Como det(P;) > 0y det(R)=1, resulta y(t) € Gi(n,R)" V.
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