Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre 2004
Fibrados vectoriales

1. DEFINICION Y CONSTRUCCION

Definicion 1.1. Sea M una variedad y V un R-espacio vectorial. Un fibrado (vectorial) sobre M con fibra V es
el siguiente conjunto de datos:

» Una variedad E y una funcion diferenciable y suryectiva m : E — M;

 para cada x € M, la “fibra” V,, := 7w~ (x) es un espacio vectorial isomorfoa V;

» para cada x € M, existe un abierto U que contiene a x y un isomorfismo ¢ : 7=H(U) 2 U x V tal que si
m(e) =y € U, entonces ¢p(e) = (y, x), es decir, el siquiente diagrama conmuta:

U) —2 UxV

N A

w estd dado un sistema {U;, ¢; }ic1 de abiertos y difeomorfismos como antes, tales que
o {U;}ier es un cubrimiento de M
e para cada interseccion no vacia U; N\ Uj;, la composicion
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es lineal en la fibra. Es decir, para cada x € U; N U}, la la aplicacion

~1
U O¢Ui Ve = Vo
es un isomorfismo lineal.

La variedad E se llama espacio total, la variedad M se llama base, la aplicacion m se llama proyeccién, un

abierto U como antes se llama abierto trivializante, y las composiciones ¢y o ¢5¢1 se llaman funciones de
transicion.

Ejemplo 1.2. Si M es una variedad y V es un espacio vectorial, entonces E =M x Vyn: M xV — M
dada por 7(x,v) = z es un fibrado, que llamaremos fibrado trivial. Aqui un abierto trivializante es el
mismo M (y todo abierto contenido en M también).

Ejemplo 1.3. Si M es una variedad de dimensién n, consideramos el conjunto TM := [[, ;T y la
aplicacion 7 : TM — M dada por n(v) = z,siv € T,.

Se define la siguiente estructura diferenciable: Si (U, ¢) es una carta de M, tomamos ¢ (U) —
#(U) x R™ C R?" dada por

(S ) = o)
Ejercicio 1.4. Probar que 7'M es una variedad diferenciable de dimensién el doble que la de M.

Ejercicio 1.5. Probar que tomando (7'M, ), con base M, y abiertos trivializantes las cartas de M, resulta
TM un fibrado vectorial sobre M.
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Proposicién 1.6. Sea V un espacio vectorial, M una variedad, U y W dos abiertos de M tales que U UW = M.
Sea ¢ : UNW — GL(V) una funcién diferenciable. Entonces existe un tinico fibrado E tal que Uy = U y
Uy = W son dos abiertos trivializantes, y la funcién de transicion ¢r2 o qﬁ{,i : Vo — Vy estd dada por

(x,0) = (2, ¢z(v))
Recordar que ¢ : U N W — GL(V), aqui ¢, es una notacion para ¢(z) € GL(V).
Demostracion. Tomamos E := (UxV x{1} [[ WxV x{2})/ ~ donde relacionamos (u, v, 1) ~ (u, ¢, (v), 2)

para todo v € U N W. En el producto cartesiano ponemos la topologia producto, en la unién disjunta la
topologia de unién disjunta, y en el cociente la topologia cociente.

Ejercicio 1.7. Notar que U x V' y W x V son claramente variedades diferenciables. Probar £ admite
una Unica estructura diferenciable tal que U x V' x {1} y W x V x {2} son subvariedades (de hecho son
abiertos).

Observar que la funcién = : E — M dada por (x,v,*) — x (x = 1,2) estd bien definida. Definimos
¢1: 71 (U) — U x V por

o1 ((w,0.1) = (wv),
y g2 Y (W) — W x V por
02 ((w,v,2)) = (w,v).

Notando que, paraxz € U NV, (z,v,1) = (z, ¢2(v),2), vemos que la férmula de la funcién de transicién
es la que queriamos. O

Ejemplo 1.8. (La banda de Moebius.) Sea B = S*, que la pensamos como U := S'\ {(0,1)} unién
W = S\ {(0,—1)}. Consideramos los fibrados U x Ry W x R, y los pegamos segtin la férmula:
¢o:VNW — GL[R)ZR\ {0}
1 siz>0

(@,9) = { ~1 siz <0
Convencerse que es un fibrado.

Ejercicio 1.9. Generalice la construccién de la proposiciéon anterior para el pegado de tres abiertos.
Notar que hay que agregar una condiciéon de coherencia para la interseccion de a tres: (llamamos Uy23 a
Uy NUsNU3)

71 (Usa3)
1 l@ @3
b2op7 P3dy !
U123 X V(Q U1 X V) —— U123 X V(g U2 X V) —— U123 X V(g U3 X V)
_ ]

b307 '=(d3dy ) (d2¢7 ")

por lo tanto, a las funciones de transicién habra que pedirles la condicién ¢23¢12 = ¢13 en la interseccion
< -1 -1 -1
de a tres. (ademads de w12 = ¢57, P23 = ¢35, Y P13 = P31 )-

Ejemplo 1.10. Recordar que el espacio proyectivo real P*(R) = {(z¢ : --- : @) / (20, ..,7n) € R*1}
consiste en el conjunto de rectas en R"*1. Se define el siguiente subconjunto de P"(R) x R™*!:

U= {((w0: - wn)v) / (w02 2a) € PYR) yv € {20t - : 2a)))

donde ((zg : - - - : xy,)) significa la recta generada por (zo,...,z,). Probar que U es una variedad difer-
enciable, de dimensién n + 1, y que la proyeccién 7 : U — P™(R)

((xo:- - tmp),v) — (To: -t xp)
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hace de U un fibrado (de linea) sobre P"(R). Este fibrado se llama Fibrado Universal, o Fibrado Taultol6gi-
co.

Ejercicio 1.11. Para n = 1, encuentre explicitamente los abiertos trivializantes. Defina el fibrado tau-
tolégico para las Grasmanianas.

2. MORFISMOS DE FIBRADOS

Definicién 2.1. Sim : E — Byp : E' — B son dos fibrados, un morfismo de fibrados es una aplicacion
diferenciable F : E — E' tal que

» 1 =7k, es decir, que el siguiente diagrama sea conmutativo:

X4

» para cada b € B, la aplicacién F|y, : Vi, — V}, es una transformacion lineal.

E

Ejercicio 2.2. La clase de fibrados, con estos morfismos forman una categoria.
Definicién 2.3. Un fibrado se llamard trivial si es isomorfo a un fibrado de la forma M x V.
Definicién 2.4. Un fibrado con fibra de dimension uno se llamard fibrado de linea.

Ejercicio 2.5. Sea w : L — M un fibrado de linea, supondremos M conexo. Si m € M. llamemos 0,, al
cero del espacio vectorial V;,,. Consideremos el conjunto Ly := {(m,0,,) : / m € M}. Demostrar que si
L es un fibrado de linea trivial, entonces L \ Ly tiene dos componentes conexas.

Ejemplo 2.6. Demuestre que el fibrado de linea “banda de Moebius”no es trivial. Observe que puede
comprobar este hecho empiricamente, recortando por el medio una banda de Moebius, y viendo que
queda conexo.

Ejercicio 2.7. Probar que el fibrado tangente a S* es trivial. En general, probar que el fibrado tangente a
cualquier grupo de Lie es trivial.

3. OPERACIONES CON FIBRADOS

Sean7: E — By’ : E' — B dos fibrados. Si b € B, llamemos V, a 7~ '(b) y V{ a 7' ~*(b). Construya
los siguientes fibrados:

1. (Suma directa.) En cada fibra se pone V;, x V}/, el fibrado resultante se llama E & E'.

2. (Hom.) En cada fibra se pone Hom(V3, V).

3. Como caso particular del anterior, dado 7 : E — B un fibrado, se puede considerar el fibrado de
linea trivial E : w’ = B x R, y construir entonces el fibrado dual. Llamemos E* a este fibrado.

4. Bil(E x E'): en cada fibra poner a Bil(V}, x V}/,R) (las funciones bilineales).

5. (Producto tensorial.) En cada fibra se pone V}, ® V}, el fibrado resultante se llama F @ E'. Notar
que E ® E' 2 Hom(E™", E), y que Bil(E x E',R) 2 E* @ E'".

Ejercicio 3.1. Sea 7 : L — B un bibrado de linea. Demuestre que End(L) = Hom(L, L) = L* ® L es un
fibrado de linea trivial. Sugerencia: considere la seccion “constantemente identidad”

4. SECCIONES

Definicién 4.1. Sea 7 : E — B un fibrado, una seccién es una funcién diferenciable s : B — E tal que
7o s = idpg. Es decir, para cada punto b € B se elige un vector v € Vj, (y esta eleccion varia diferenciablemente
con respecto a b). El conjunto de secciones de un fibrado = : E — B se denotard I'( B, E).

Ejemplo 4.2. T'(M,TM) = X(M).
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Ejercicio 4.3. Si 7 : E — B es un fibrado, demuestre que con las operaciones punto a punto I'( B, E) es
un R-espacio vectorial, mds atn, es un C*>°(B)-mddulo.

Ejercicio 4.4. Sea E = B x V el fibrado trivial con fibra V, entonces I'(B, E) = C*(M,V) = C*®(M)"
donde n = dim(V). Es decir, I'( B, E) es un C*°(B)-médulo libre de rango dim(V).

5. MAS EJERCICIOS SOBRE EL TANGENTE

Ejercicio 5.1. Sea f : M — N una funcién diferenciable entre dos variedades diferenciables. Recordar
que, dado p € M, se define df, : T,M — T¢(p)N por

dfp(v) =vo f
donde v € T}, se lo interpreta como una derivacién del germen de funciones alrededor de p en R. Pruebe
que la funcién f, : TM — TN definida por

fx(v) = dfp(v) siv e T,M

es diferenciable, y hace conmutativo el siguiente diagrama:

™ L-TN
P, b
Notar que f, es lineal en la fibra.

Ejercicio 5.2. Sea M C R" una subvariedad, y consideremos i, : M — TR". Identificando el tangente
a un ponto de R” con R"”, convencerse que de esta manera, el espacio tangente a un punto p de M se lo
puede pensar inmerso en R”.

Ejercicio 5.3. Sea M C R" una subvariedad definida por f~!(0), donde 0 es un valor regular de una
cierta f : R” — R diferenciable (por ejemplo, una esfera). Sea Vf := > " | %B%i el campo vectorial
“gradiente de f”, definido sobre R". Considerando, para p € M, i.(T,M) = di,(T,M) C T,(R") = R",

demuestre que “el tangente a p en M es ortogonal a V f|,,”, es decir,

_ "9 " af
i=1 =1 v

Ejercicio 5.4. Sea M = S3, X;;i = 1,2, 3 los siguientes campos vectoriales en la esfera conseguidos por
restriccion de los siguientes campos vectoriales de R*:

ox1 0xo Oxs 0x4
N R I A
ox1 0x9 Oxs Oxy
Xy =—x45—+ Jisi - l'Qi + 962i
81171 81‘2 81‘3 81'4

» Verificar que son campos vectoriales en la esfera (es decir, que en cada punto de la esfera da un
vector tangente, y que las funciones X; : S3 — T'S3 son diferenciables).

= Con el producto interno usual de R?, verificar que en todo punto de la esfera dan una base
ortonormal del tangente; probar en consecuencia que T'S? es trivial. Usted ya lo sabia? Recuerde
el ejercicio 10 de la préactica 1.

» Calcular [X;, X;] para todo i, j = 1,2, 3, y expresarlo en términos de los X;’s.



