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SOBRE EL TEOREMA DE FROBENIUS: EXISTENCIA DE CURVAS INTEGRALES.

1. El ejercicio..

Teorema 1.1. Sea 6 : W C I x M — M una accién local, y X el campo vectorial “generador infinitesimal”. Si
p € M es tal que X (p) # 0, entonces existe un sistema de coordenadas (V, 1)) alrededor de p, v > 0, un entorno
V' de p tal que 6(I, x V' C V tales que en ese sistema de coordenadas, 6 estd dada por

e(tayla” . 7yn) — (t+y17y25-' . ayn)
En este sistema de coordenadas, X (p) = 71 (0/0y1) = 0/0n

Demostracion. Considerando un sistema de coordenadas (U, ¢) alrededor de p, 6 se expresa como
¢(0(t, 6™ (x))) = h(t, )
donde z € R™. Tenemos h(0,z) = z,y
h(t,h(t' (z))) = h(t+t, x)

Asumimos que ¢ esta elegido de manera tal que ¢(p) = 0y X (p) = 9/0¢1]p. Notar que en términos de
h, esta condicion se escribe como 0h;/dy1|o = dip-

Tomamos C' un cubo centrado en 0 (de R™) de didmetro §, con § suficientemente pequefio como para
que ¢~ 1(C) =: V C U verifique 0(I; x V) C U.

Consideramos la funcién F : C' C Iy x R"~! dada por

(y17 s ,yn) = (hl(yl;ovy% .- '7yn)7h2(y1;07y27 s 7yn)7 . "hn(yl;oay%' . 'ayn)v)

Recordamos que Oh'/dy1|y = 81,0, y del hecho que y; = h;(0;0,92,...,yn), para i > 1, vemos que
0h;/0yjlo = ;5,81 j > 1. De esto se sigue que el Jacobiano de F' en 41 0 es la matriz identidad, por lo
tanto es un difeo local. Tomamos ¢ = F~! o ¢. Entonce

1. ¥(p)=F¢(p)) = F10,...,0),yparayi,...,y,) en un entorno del cero, tenemos
2. hi(t+y1;0,y2,...,yn) = hi(t, h(y1;0,92, ..., Yn))-

Esta formula se puede inetrpretar como sigue: en el sistema de coordenadas dado por ¥, si (y1,...,yn) =
¥(q), entonces ¥ (0:(¢q)) = (t + y1,...,yn). En otras palabras, en esas coordenadas, el morfismo 6; se
expresa con funciones h;(t,y) definidas en en conjunto I, x C,(0), dadas por

hl(t;yla"'7yn) :t+y17

De estas formulas, se sigue que

X(q) =45 '0/0y1 = 0/



2. El teorema de existencia de curvas integrales

Teorema 2.1. Sean fi(t,z), ..., fu(t,z) n funciones de clase C* definidas en un abierto I. x U C R x R",
I. = (—¢,€). Entonces existe un abierto V 'y § > 0 tal que para todo a € V existen tinicas funciones x;(t),
t € (—0,0) tales que, parai=1,...,n:

() = f(t, (1))

Demostracién. Primer observamos que, si las x;(¢) son continuas, y verifican

zi(t) = a; —|—/0 filt,x(t))dt

entonces son clase C'. Mas aun, si f es de clase C* y las x;(t)’s verifican la ecuacion integral de recien,
entonces son por lo menos de clase C" ! (dado que sus derivadas son de clase C").
La ecuacion integral se puede escribir como una upla, si z(t) = (z1(t), ..., zn(t)):

x(t) = a—l—/o f(t,z(t))dt

Para un dado zy € U, tomamos 0 < r < 1 tal que Bs,(z9) C Uy € tal que 0 < ¢ < € (y por lo tanto,
I/ C I.. Las funciones f;(t, ) son de clase C*, k > 1, en el compacto Is X Bs,(zg), por lo tanto, tanto las
fi’s como sus derivadas son acotadas en este conjunto. Se sigue que podemos encontrar M > 1 tal que
sup [|f(t,z)|| < M,y ||f(t,z) — f(t,y)|| < M|z — y||- (La dltima desigualdad se sigue del teorema del
valor medio y la continuidad de las derivadas.) Tomemos § tal que § < r/M?.

Probaremos el teorema para este J y para el abierto V' = B, (o).

Sea a € By(zg), y llamemos F al conjunto de funciones continuas ¢(t) = (¢1(%), ..., ¢n(t)) definidas
en I a valores en By, (a) que satisfacen ¢(0) = a.

Consideremos L definido por

L)) =a+ / £t 6(8))dt

Utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.2. Sea X un espacio métrico completoy L : X — X una funcion que verifica d(L(x), L(y)) < kd(z,y)
para cierto k con 0 < k < 1. Entonces existe un tinico x € X tal que L(x) = .

La demostracion de este lema queda como ejercicio, simplemente observamos que si z € X es arbi-
trario, entonces se puede probar que la sucesion x, L(z), L*(x), L3(x), ..., L™(x), ... es una sucesién de
Cauchy.

Con este lema probado, vemos que tenemos que demostrar lo siguiente:

1. F esun espacio métrico completo con la distancia dada por d(¢, ) = sups¢, ||9(t) — (t)||. Esto
es claro, porque con esta distancia, la convergencia es la convergencia uniforme, y limite uniforme
de continuas es continua.

2. Si ¢ € F, entonces L(¢) € L. Para esto, es claro que ¢ es continua, de hecho es de clase C,
y tambien es claro que L(¢)(0) = a. Tenemos que ver que cuando [t| < 4, vale la desigualdad
||L(¢)(t) — al| < 2r. Esto se sigue de las desigualdades

HL(¢)(t)—aH='/Of(T,¢>(T)dT S/O |f (7, ()|ldr < M§ <7 /M <.




3. d(L(¢),L(v)) < kd(¢,) para cierto k < 1:

1L(8) = L) < [y l1f(r,6(r) = f (7 3(r))|ldr
< OMsupgey, [[o(t) — P(1)]]
= OMd(¢,7)
< 37d(9,¢)

Ejercicio 2.3. Demostrar el Lema 2.2.



