Geometria Direrencial
Segundo Cuatrimestre 2004
Practica Dos

ESPACIOS TANGENTES: VERSIONES DENTRO DE R? Y R?

Sea f : R? — R una funcién diferenciable y considerar la superficie

Graf(f) = {(z,y, f(z,y)) / (z,y) € R?} C R’

Dar la férmula general del plano tangente en un punto (zo, yo, f (20, y0))-

Elegir la funcién f : R? — R de preferencia, el punto preferido de R?, y ejemplificar el item
anterior. Notar por ejemplo que si se toma un gréfico del tipo (z,y,g(z? +y?)) cong : R — R, se
tiene una superficie de revolucion.

Sea f : R? — R una funcién diferenciable y ¢ € R un valor regular, es decir, el conjunto C' =
{(z,y) / f(z,y) = ¢} esno vacio, y no contiene puntos en donde V f = 0. Si (z¢, yo) € C, verificar
que V fl(zy.40) € perpendicular a la curva. Dar la ecuacién de la recta tangente a C' que pasa por

(z0,v0)-

Sea f : R® — R una funcién diferenciable y ¢ € R un valor regular, es decir, el conjunto C' =
{(z,y,2) / f(z,y) = ¢} es no vacio, y no contiene puntos en donde V f = 0. Si (zg,yo,20) € S,
verificar que V f| 4 o.20) €8 perpendicular a la superficie. Dar la ecuacién del plano tangente a S

que pasa por (o, Yo, 20)-

Sea S? = {(z,y,2) / 2% + y* + 2% = 1}. Utilizar el ejercicio anterior para dar la férmula del plano
tangente en cada punto de la esfera.

Sea f : U C R? — R? la parametrizacién de una superficie regular, es decir, f es diferenciable,
p P g

inyectiva, y {%b, g—£|p} es Li. para todo p € U. Llamamos S a la imagen de f. Restringir a f a
una sola variable para asi definir curvas contenidas en .S, cuyos vectores tangentes sean % 0 g—i.

Mostrar que 22|, x 22| (el producto vectorial) es un vector normal al plano tangente a s en f(p).
que 55 lp X gy lp €1P p g

Parametrice la esfera S? (en coordenadas esféricas) y obtenga una expresién del vector normal
al plano tangente. Recuerde que si hace ese cdlculo en un punto p, deberia dar un vector propor-
cional a p.

Sean R > r > 0, y consideremos al toro cuyo “ecuador interno” tiene radio R, y su seccién
vertical tiene radio r.
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convencerse que j (0, ) = (({v+T1cos(l))cos(@), (Lv+Tcos(V))sin(@), rsimn(b)) es una parame-
trizacion del toro en términos de “latitud y longitud”. Calcular el plano tangente en un punto
genérico. Verificar que este plano es horizontal en los puntos en que # = £7/2, y vertical en
0=0,m.

De la parametrizacién anterior, verificar que 22 +y? = (R+7 cos(0))? y por lo tanto 2% +y2 + 22 =
R? + 2Ry cos(0) + 2. Concluir que ese toro es la superficie de nivel de ecuaciéon
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Dar la férmula del plano tangente a un punto (x, y, z) del toro utilizando esta descripcion.

Parametrice, utilizando a r como variable, el “relleno” del toro.

Parametrice una banda de Mébius. Sugerencia: utilizando la parametrizacion del relleno del toro,
puede utilizar a » como variable, e ir cambiando a ¢ en funcién de ¢.

Parametrice en coordenadas cilindricas un cilindro y un cono. En cada caso, halle la férmula del
vector normal al plano tangente. Ver qué pasa en el vértice del cono.

Parametrice un elipsoide de revolucién (i.e. por ejemplo con semiejes a,a, y b).

Parametrice explicitamente, en coordenadas adecuadas, una antena parabdlica que apunte en la
direccion (1,1, 1). Sugerencia: elejir una base ortonormal de (1,1, 1)+ y tomarlos como sustitutos
de los ejes = e y, idem el eje z con (1,1, 1).

VERSIONES EN MAS DIMENSIONES

Sea U un abierto de R”, f : U — R" una funcién diferenciable. Verifique que Graf(f) =
{(x,f(z)) € U xR¥ / 2 € U} es una subvariedad de R"** de dimensiéon n (que admite una
carta global). Sea o € U y (xo, f(z9)) € Graf(f). Cudl es la férmula del espacio tangente al
gréfico de f en ese punto?

Sea f : R" — RF con k < n una funcién diferenciable yc € R* un valor regular, es decir,
f~%(c) es no vacio, y para todo = € f~!(c), la matriz df|, tiene rango k. Llamemos M = f~!(c).
Sio: (—1,1) — f~!(c) es una curva diferenciable, componiendo con f y utilizando regla de
la cadena, muestre que, para cualquier ¢ € (—1,1), vale que ¢'(t) estd en el ndcle de df|,)-
Concluya quesi f(z) = (fi(z), ..., fr(z)), concada f; : R” — R (las coordenadas de f),yp € M,
entonces las ecuaciones
(Vfilp, (v —p)) =0}y
son las ecuaciones del espacio tangente a M en p.

Verifique que la ecuacién del hiperplano tangente a un punto p = (p1,...,pp+1) de la esfera S™
estd dado por (p, (v —p)) = 0.

Sea f : R¥ — R" con k < n, inyectiva, diferenciable, y df|, de rango maximo para todo = € R”.
Sea M = Im(f). Construir (restringiendo a todas las coordenadas salvo una) curvas contenidas
en M a partir de f, y concluir que {V f;|z}¥_, es una base del espacio tangente a M (dentro de
R™).

Sea M una subvariedad de R" dada por cualquiera de las formas de los ejercicios anteriores (un
gréfico, un valor regular, o parametrizada). Verifique que el espacio tangente a M/ en un punto p
se puede realizar como el conjunto de todos los valores posibles de ¢/(0) donde o : (—¢,¢) — M
es una curva diferenciable tal que o(0) = p. Enrigor, esta construccion realiza al “espacio paralelo
al tangente a M en p que pasa por el origen”.



