Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre 2004
Practica cuatro

1-FORMAS

1. Sea f: M — R una funcién diferenciable. Para cada X € X(M), se define

(df)p(X) = Xp(f)

Esta formula provee, para cada p € M, un elemento del dual de 7),M, por lo tanto es
una seccién al fibrado cotangente de M. Mostrar que en un sistema de coordenadas, df
se escribe como df = ), 0; fdx;, por lo tanto df es una seccién diferenciable, es decir, una
1-forma.

2. Sean € QY M)y f € C®(M,R), mostrar que fn € Q'(R). Mostrar que si g € C*°(M,R),
entonces d(fg) = fdg + gdf.

3. Sea M = R", que en cada punto su tangente es R", con su producto interno usual. Sea
X € X(M), y definamos (X, —) de la manera siguiente: si v € T,M, (X,v) = (X,,v).
Mostrar que (X, —) es una uno forma. Mostrar que toda uno-forma es de esta forma. Por
ejemplo, df = (V f,—).

ALGEBRA MULTILINEAL

A partir del segundo ejercicio de esta seccion, K serd un cuerpo de caracteristica 0 (se puede
suponer K = R), los espacios vectoriales serdn K-e.v. y de dimension finita.

1. Sean E — By E’ — B dos fibrados vectoriales, con abiertos trivializantes {U; };cs y fun-
ciones de transicién ¢;; : U; N U; GL(V) y ¢;; : Ui N U; GL(V') respectivamente. Verificar
que ®;; : U; NU; GL(V ® V') definidas por ®;;(u) := ¢;;(u) ® ¢};(u), verifican

ij(u) = @ji(u)”!
Qi ) ®ij(u) = idy gy
y por lo tanto definen un fibrado, que llamamos E @ E'.

2. Sea V un espacio vectorial, ¢ y ¢ en V*. Mostrar que la aplicacion (v,v’) — ¢(v)y(v') es
una aplicacion bilineal definida en V' x V" a valores en k. Mostrar que bajo la identificaciéon
Bil(V x V k) =2 (V x V)* = V* ® V*, esta forma bilineal se corresponde con ¢ ® .

3. SeaV = K", {ey,...,e,} la base canénica y {¢!,...,e"} la base dual. Consideremos una
matriz A = (a;;) en K"*" y la forma bilineal asociada:

w1

ba((viy. . vn), (Wi, ..., wy)) == ( V1 ... Up )A

Wn,

Mostrar que fa = ), aije’ @ ¢

4. Sea V un espacio vectorial, V* su dual, {vy,...,v,} una base de V' y {v!,...,v"} la base
dual. Sea ev : V* x V' — k la evaluacion, es decir, ev(¢,v) = ¢(v). Mostrar que ev es
bilineal, y que, identificando a los elementos de V' como elementos de V**, ev = > . v; ® vl
En particular, el elemento  _, v; ® vl e V*®V no depende de la base tomada. Muestre este
hecho directamente.

5. Consider el isomorfismo V* ® V = End(V') dado por ¢ ® v — (w — ¢(w)v). Que transfor-
macion lineal conocida es el elemento Y, v; ® v'?
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10.

11.
12.
13.

SeaS, ={o:{l,...,n} — {1,...,n} | o esbiyectiva} el grupo simétrico en n elementos.

Sif:Vx---xV — kesn-multilineal, decimos qu f es simétrica si f(v1,...,v,) =
f(Vs(1)s -+ Vo(n)) Para todo o € S,. Diremos que f es antisimétrica si f(v1,...,v,) =
sgn(0) f(Vo(1)s - - - » Vo(n)) Para todo o € S,. Muestre que el conjunto de funciones simétricas

es un subespacio de las multilineales, idem para las antisimétricas, y ambos estan en suma
directa. Calcular la dimensién de estos espacios en término de n y dim(V'). Mostrar que si
n = 2, estos dos subespacios generan todas las funciones bilineales. Paran > 2 (y dim(V') >
1) no.

Sea K[ n) = {2 ves, aao— | a; € K} el dlgebra de grupo. Definimos en K[S,,] los elementos
So=2Y,0yS =L (sgno)o. Probar que S? = S; (i = 0,1); SoS1 = 0 = 515.

Sea f: V"™ — W una funcién multilineal; definimos

S(f)(vlv"'7vn) = nlz f( 1)7~--7va(n))

Al(f)(v1,y ... vpn) = % >0 580(0) f(Vg(1)s - - - s Vo(n))-
Mostrar que S(S(f)) = S(f), Alt(Alt(f)) = Alt(f), S(Alt(f)) = 0 = Alt(S(f)). Ademas, f
es simétrica (respectivamente antisimétrica) siy s6lo si f = S(f) (resp. f = Alt(f)).
Sea V' un espacio vectorial, y dejamos actuar a S,, en yen por la féormula o(v; ® ... ®
Un) 1= Vp(1) @ ... ® VUg(n). Denotamos S™(V) = So(VE") y A™(V) = S1(V"). Mostrar
que si f : V — V' es una transformacion lineal, entonces f®" : V& — V'®" dado por
fE(v1, ... vn) = f(v1) @ ... ® f(vy,) se restringe bien a S™(V) y A"(V). Esta construccién
es funtorial, es decir, si g : V' — V", entonces S"(go f) = S"(g)oS"(f) y S"(idv) = idgn(v)-
Idem para A™ (V).
Calcular la dimensién de A™(V) en términos de n y de dim V. Mostrar que dim(A4™(V)V) =
1,yquesif: V — V entonces AY™() f) es la multiplicacién por det( f). Concluir la férmu-
la det(fg) = det(f) det(g).
Mostrar que A*(V*) = AltF(V, k) := {f : V**¥ — k / f es antisimétrica}.
Utilizar la funtorialidad de A* para definir, para un fibrado E — B, el fibrado “A*(E)”.
Si V, W son espacios vectoriales con bases {v; | i = 1,...,n}, {w; | j = 1,..., m} respecti-
vamente, y f : V — W un morfismo lineal, se denotan f 5. ’” los coeficientes matriciales,
de(f®@ - ®f): V& - W, es decir,

f(”ll ‘® U’Ld E : 77777 w]l o @ wyy
jla 7.7d

Calcular f;] U ;Z

K-FORMAS

Sea f : X — Y una funcién diferenciable entre dos variedades. Sea o € T'((T*Y)®") un
campo de covectores de grado r, al que identificamos, en cada y € Y, con un campo de
aplicaciones multilineales 7,)Y" x --- x T,)Y — R.

Probar que f induce un campo de covectores de grado r, f*(a) € T'((T*X)®"), que via
la identificacién anterior se define por

fr@)@) (o1, vp) = alf (@) (df (@) (v1), -+ df (2)(vr)).
Si (U, ¢) es una carta de X alrededor de z, (V%) es una carta de Y alrededor de y = f(z),
f(U) C V y « se escribe localmente como

a@) = Y ai, (@), @ ® i,
1<in, i<
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encontrar las coordenadas de f*(«) en la base dy;, ®- - -®dy;, . Probar que si a es un campo

de covectores simétricos (resp. antisimétricos), f*(«) también lo es.

Sea X una variedad, w una 1-forma. Sean (U, ¢), (V, 1) dos cartas alrededor de un punto

r e X.Siw(z) =), adp; =), Bidi;, encontrar la relacién entre los «; y los 3;.

Siw es una k-forma, ;es cierto que w Aw = 0? ;Y si dim X = 3?

Sea X una variedad diferenciable, (U, ¢) una carta y w € QP(X). Calcular dw|; en las

coordenadas de (U, ¢) para los casos 0 < p < 2.

Mostrar que d(n A w) = d(n) Aw + (=1)1y A d(w).

Sea w € QP(X). Probar que

p+1 .
do(X1,.., Xpy1) = > ()7 Xw(Xy,. o, Xy Xppa)
i=1
+ Z(—l)z—’_Jw([Xi,Xj},Xl, ey XZ', ce ,Xj, e ,Xp+1).
i<j

Sea I : R? — R3 un campo vectorial diferenciable (“clasico”).

a) Demostrar que wh(z)(v) := (F(x),v) define una 1-forma en R3. Encontrar las coorde-
nadas de wl. en la base {dz, dy, dz}. Reciprocamente, si w es una 1-forma en R3, probar
que w determina un tnico campo G en R3 tal que w}, = w.

b) Demostrar ahora que w%(z)(u,v) := (F(z),u x v) define una 2-forma en R3. Calcular
sus coordenadas en la base {dz A dy,dz A dz,dy A dz}. Reciprocamente, probar que
toda 2-forma w define un tinico campo G en R? tal que w = w.

c) Sea f € C®(R3) = Q°(R3). Encontrar la relacién entre

1) dfyV/,

2) VxFydw},

3) V:Fydw? (aqui identificamos Q3(R?) ~ C>°(R3) usando la base dx A dy A dz).

Concluir, usando la relacion d? = 0, las férmulas Vx V(=) =0y V- Vx(—) = 0.

Sea M = R*, denotando a sus puntos con letras (¢, z, ¥, z). Escribir explicitamente las for-
mulas para d en la base de las formas dada por {dt, dz, dy, dz}, {dt Ndz, dt Ndy, dt Ndz, dy A
dz,dz Ndzx,dz Ndy}, {dt Ndy Ndz, dt Ndz Ndx, dt Ndz Ady,de ANdy ANdz}, {dt Nde ANdy Ndz}.
Buscar en algun libro de electromagnetismo las ecuaciones de Maxwell y compare.

ORIENTABILIDAD

Un fibrado vectorial Y — X de dimensién d se dice orientable si existe una seccién continua
nunca nula de A?Y". Una variedad se dice orientable si su fibrado tangente lo es. Probar que
una variedad es orientable si y solo si su fibrado cotangente lo es.

Sea M una variedad y 7'M su fibrado tangente. Probar que 7'M es orientable.

Probar que si M tiene un atlas de la forma A = {(U,z);(V,y)} donde U NV es conexo,
entonces M es orientable.

Ver que si M es paralelizable, es orientable.

Sea M y N variedades diferenciables. Probar que son equivalentes:

a) M y N son orientables

b) M x N es orientable

Probar que la esfera S y R" son orientables. Probar que el n-toro 7" y el cilindro son
orientables.

Sea M una variedad orientable conexay f : M — M un difeomorfismo. Si A es un atlas
orientado compatible con la orientacién, probar que para dos cartas (U;, p;) € A (i = 1,2)
el signo de J(p2 0 f o ;) es constante (donde estd definida la composicién). Interpretar.
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