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Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre 2004
Practica cinco

INTEGRACION Y TEOREMA DE STOKES

Sea F' un campo vectorial en R", F'(z1,...,zy,) = (f1(2),..., fu(x), y consideremos la n—1-
forma wy(z) = Y0 (—1) fi(z)dzy A - “i--- A dz,. Sea ahora M un abierto de R” tal que
M es una variedad con borde. Verificar que el teorema de Stokes para M y wy: [, wy =
J3; d(wy) coincide, cuando n = 3 con el teorema de la divergencia de Gauss, y cuando
n = 2 con el teorema de Green.
Sea M una variedad, S una subvariedad de M compacta sin borde y orientada de dimen-
si6n k. Sea w € QF(M) tal que dw = 0.
» S5i S = OW para alguna subvariedad W (de dimensién k£ + 1) de M mostrar que

Jgw = 0. Concluir que si S es otra subvariedad (compacta sin borde de dimensién

k) tal que existe una subvariedad con borde W con OW = S[] §°p, donde S°P es la

misma variedad S pero con la orientacién opuesta, entonces [(w = [zw.

» Siw = dr para cierto n € Q*~1(M), entonces [¢w = 0. Concluir que si w’ es tal que

dw' =0y w—w' =dnentonces [(w= [qw'.
Sea U C C = R? un abierto, y f : U — Cuna funcién diferenciable holomorfa. Recordemos
que si escribimos z = z + iy y f(z) = u(z,y) + iv(z,y), la condicién f'(z) calculada como
limite con Az = Az o bien con un Az = iAy conduce a la condicién de Cauchy-Riemann
g—g = (‘%’ y %Z = —g—;. Sic:[a,b] — U C C es una curva diferenciable, recordemos que la
integral sobre c se definia como,

b b
/f(z)dz = / u(z,y)dx — v(z,y)dy + Z/ v(x,y)dr + u(z,y)dy

Sea w = u(z,y)dz — v(z,y)dy y n = v(z,y)dz + u(z,y)dy en QY(U). Mostrar que la
condicién de Cauchy Riemann equivale a dw = 0 = dn. concluir que si ¢ y ¢’ son dos
curvas cerradas orientadas tales que existe un dominio D con 9D = c]] P entonces
[.f(2)dz = [, f(z)dz. En particular, si c = dD entonces [, f(z)dz = 0. Supongamos que ex-
iste g : U — C holomorfa tal que ¢’(z) = f(z). Muestre entonces que existen hy, hy : U — R
tales que dhy = wy dhy = 1. Concluya que si ¢ es una curva cerrada, entonces | f(z)dz = 0.
Sea M una variedad compacta orientable (de dimensién n) y w una forma de volumen.
Probar que w # dn para todo n € Q" 1(M).

Sea M = R"\ {0} y w(z) = E?:l(—l)”%#. Muestre que dw = 0, pero no existe
ningin n € Q" 2(M) tal que dn = w. (Sugerencia: para dw = 0 haga la cuenta, para w # dn
considere S™ e integre w|gn.)

SeaU =C\ {0}y f:U — Clafuncién f(z) = 1/z. Escriba las formas w y 1 correspon-
dientes (ver ejercicio 3). Utilice el ejercicio anterior para ver que no existe g : U — C tal que
f(z) = ¢'(2).

Sea (M, (—, —)) un avariedad Riemanniana de dimensién n, es decir, (—, —) : M — S?(T'M)
es una seccién diferenciable tal que (—, —), : T,M — T,M — R es un producto interno
para todo p € M. Supongamos M orientable, y para cada p € M definimos w € Q" (M)
por wy(vi,...,v,) = 1si{vi,...,v,} es una b.o.n. de T,,(M) orientada positiva. Muestre
que la definicién de w no depende de la base ortonormal (orientada positiva) elegida. Si
(U, ¢) es un sistema de coordenadas alrededor de p, orientado positivamente, entonces
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wp = +/gdxy A -+ Adxy,, donde g = det(g;j), y (gij)i; es la matriz dada por g;; = <8%i’ %}.

En particular w es C*°. Por definicién w se la denomina la forma de volumen de M, y el
volumen de (M, (—, —)) se define como [, w.

Observe que la forma de volumen de R" dada en el ejercicio anterior es la esperada. Cal-
cule la matriz g y la forma de volumen w para R? y R? en coordenadas polares y cilindricas.
Calcule la matriz de g y w para S! y S? (en coordenadas angulares) y calcule los respectivos
volimenes. Idem para la parametrizacion del toro (ver ejercicio 8 préctica 2).

Sea M una variedad, w su forma de volumen, f una funcién, X un campo vectorial, y S
una subvariedad de M de codimensién uno, orientada. Se definen

= Ju = fy e

= el flujo de X a través de S como [( X := [ ixw. Notar la restriccion de ix(w) a S

tiene el grado correcto para ser integrado en S.

= La divergencia de X a través de la férmula (V- X)w = d(ix(w)).

Hallar la expresién local para V- X (en particular, esto mostrard que V- X € C*(M)).
Mostrar que si U es un abierto de M tal que S = 9U, entonces [¢ X = [;; V- X. Mostrar
que la n-1-forma asociada a un campo de R™ dada en el ejercicio uno de esta practica es
justamente ¢ xw para w la forma de volumen standard de R".

Sea (M, (—, —)) una variedad Riemaniana orientada y X un campo vectorial. Explicitar en
términos de coordenadas locales la expresién para V- X con respecto a la forma de volu-
men. Calcular la divergencia de un campo vectorial en R? (resp. en R3) en coordenadas
polares (resp. esféricas). Utilizar el teorema de la divergencia para demostrar la siguente
frase: “Sea V (x,y, z) la velocidad de un fluido en un punto (x, y, z); este fluido es incom-
presible si y sélo si verifica la ecuacion V-V = 0”.

El agua (a diferencia del aire), es casi imposible de comprimir. Supongamos que tenemos
una taza (con simetria cilindrica) con agua, que revolvemos con una cucharita, hasta ha-
cerla tomar una velocidad angular dada. Si después de un instante de acomodamiento
suponemos que el agua gira en los planos horizontales, la velocidad del fluido sera v(z, y, 2)
v(r,0,z) = v(r, z)%. Escribir la condicién V-V = 0 en estas coordenadas.

Sea (M, (—,—)) una variedad Riemaniana orientada de dimensién n con forma de volu-
men w € Q"(M), X un campo vectorial y S una subvariedad de M de codimensién uno
orientada con forma de volumen wg € Q" 1(S).Seap € Sy {v1,...,v,_1} una base orien-
tada de 7,5 segtn S (es decir, wg(v1,...,vp—1) = 1). Sea n el dnico vector de 7),M tal que
(n,—) = w(vi,...,vy—1,—). Notar que la norma de 7 es necesariamente uno. Convencerse
la aplicacién p — 7 es diferenciable. Muestre que si X = Xg + (X,7n)n es la descomposi-
ci6n ortogonal de X segtn T, M = T,S @ (T,S)*, entonces i x (w)(p) = ixsw + (X (p), N)ws.
Mostrar que ix (w) restringida a S es idénticamente nula y por lo tanto el flujo de X a
través de S se puede calcular como [gix(w) = (—1)""! [((X, M)ws.

Sea (M, (—,—)) una variedad Riemaniana orientada y X un campo vectorial. Consider-
amos la uno forma nx := (X, —). Para cada subvariedad de dimensién uno orientada c de
M se define la circulacién de X en ¢ como

/CX::/ch.

Sea M = R3, X un campo consideramos el campo rotor Vx X como el definido a través de
la férmula clasica en coordenadas cartesianas. Mostrar que iy« x)w = d(1x). Concluir que
si S una subvariedad (embebida) orientada con borde de dimensién 2 y ¢ = 9.5, entonces el
flujo del rotor (con la definicién del ejercicio anterior) de X en S es igual a la circulaciéon de
X en c. Si tiene ganas, puede utilizar la formula iy« x)w = d(nx) para obtener la expresién
del rotor en coordenadas cilindricas, o polares.
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