GEOMETRIiA DIFERENCIAL
FIBRADOS

Definicién. Un fibrado (fibre bundle) suave (E, 7r, M, F, G) consiste de los siguientes elementos:
() Una variedad diferenciable E llamada espacio total.
(1) Una variedad diferenciable M llamade base.
(111) Una variedad diferenciable F llamada fibra.
(1v) Una aplicacién diferenciable y sobreyectiva 7t : E — M llamada proyeccién. La imagen
inversa 7~ 1(p) (p € M) es llamada la fibra en p, y notada con E,,.
(v) Un grupo de Lie G llamado el grupo estructural, el cual acttia sobre F por la izquierda.
(vI) Un cubrimiento por abiertos de M, {U;}, con difeomorfismos ®; : U; x F — 7~ (U;) tales
que (P;(p,v)) = p, es decir, tales que el siguiente diagrama conmuta:

UXF—>7T )

\/

La aplicacién ®; es llamada trivializacion local pues <I>l._1 mapea 711 (U;) sobre el pro-
ducto directo U; x F.
Escribimos @; ,(v) = ®:(p,v) (p € Uy).
(vi) Si p € U; N U; entonces dDZ_pl o®;, € G. Entonces ®;, ®; estdn vinculadas por una apli-
cacién suave t;; : U; N U; — G tal que ®;(p,v) = P;(p, t;;(p)v). Las t;; son conocidas como
las funciones de transicion.

Generalmente se utiliza la notacién abreviada E > M para denotar a (E, 7, M, F, G).

Notemos que ®; , nos da un homeomorfismo entre {p} x F y Ej, que permite darle a este
altimo conjunto una estructura de variedad.

Observacion. Las funciones de transicion satisfacen:
M) ti(p) = id (p € Wy).
(2) tij(p) = tﬁl(P) (p € U;nUy).
©) tij(p) o tix(p) = ti(p) (p € Uy N U; N Uy).

(Por qué?.
Ejemplo 1. El fibrado tangente de una variedad diferenciable M es un ejemplo de fibrado.
E =TM, F = R", G = GL(n,R), los inversos de las cartas trivializadoras constituyen las
aplicaciones ®;, trivializaciones locales, y las t;; vienen dadas por las aplicaciones de cambio de
base que expresan las componentes de un elemento del espacio tangente en un punto respecto
a una base {%} asociada a la carta x en funcién de las componentes del mismo elemento

expresado en la base {aiy,»} asociada a otra carta y .

Ejemplo 2. Sea M = S!, la circunferencia unidad. U; = S' — {(1,0)}, U, = S' — {(—1,0)}.

Tomaremos como cartas locales sobre U; y U, aquellas que a cada punto le ponen en corre-

spondondencia el angulo 6 como un valor de (0,277) en el caso de Uy y de (—7, 77) en el de

Uy. Consideremos F = Ry E = M x F, con t : E — M definida por 7(p,v) = p, y con el
1
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cubrimiento {71 (U;)};=1» de E. Hacemos @[1(;7, v) = (p,v). En este caso el espacio que se
obtiene es el cilindro infinito.

Lo otro que podemos hacer es: ®; ! (p,v) = (p,v) y, como U = (U, N A) U (U N B), donde
A={(xy) € S':y>0},B={(xy) € S':y < 0}, hacemos ®,'(p,v) = (p,v) cuando
peAy®; ! (p,v) = (p,—v) cuando p € B. En Uy N Uy N A, t2(p)(v) = v, mientras que en
Uy NU; N B, t12(p)(v) = —v. El resultado es una banda de Mobius.

El cilindro y la banda han sido armados a partir del mismo espacio S! y la misma fibra, sin
embargo no son difeomorfos. La aplicacién identidad de S! x R en S! x R con las cartas del
cilindro y de la banda en uno y otro espacio respectivamente no es difeomorfismo. ;Por qué?.

/
Definicién. Dados E > My E’ 75 M, decimos que hay un morfismo de un fibrado en el otro
si tenemos sendos morfismos f : M — M’y f : E — E’, tales que f o t = 7’ o f. Es decir, tales
que el siguiente diagrama es conmutativo:

f

E——F

I, b
MHf.M/

Si fy f son isomorfismos se dice que los fibrados son isomorfos.

Ejercicio 1. Un fibrado se puede reconstruir a partir de conocer M, {U;}, t;j, F y G. Esto se logra
creando X = [[;(U; x F) y estableciendo una relacién de equivalencia, ~, entre (p, f) € U; x F
y (p',f') € Uy x Fsiysolosip = p'y f' = t;j(p)(f). Definimos E = X/ ~. Un elemento
de E lo denotaremos [(p, f)] y 7([(p, f)]) = p. Complete la estructura de fibrado y demuestre
que satisface los axiomas que lo definen como tal. Pruebe que el fibrado obtenido es isomorfo a
aquel con el que se empieza. Compare esta construccién con la que se hizo anteriormente para
el cilindro y la banda de Mobius.

Ejercicio 2. Considere el espacio que se obtiene de [0, 1] x R" al identificar (0,v) con (1, Tv)
donde T : R" — R" es un isomorfismo de espacios vectoriales. Demuestre que dicho espacio
se puede convertir en el espacio total de un fibrado sobre S! (banda de Mobius generalizada).
Verifique que dicho fibrado es una variedad orientable si y sélo si T preserva la orientacién. En
el caso n = 1, jocurrird que todos los fibrados construidos seran isomorfos al cilindro infinito o
a la banda de Mébius?.

Definicién. Un fibrado se dice trivial si se puede encontrar un conjunto de trivializaciones
locales tales que t;; : U; N U; — G sea la aplicacién identidad para todos i, j.

Ejemplo 3. El cilindro es un fibrado trivial pero no la banda de M&bius.

Ejercicio 3. Verifique que esa definicion de fibrado trivial es equivalente a pedir que el fibrado
sea isomorfoa M x F.

Definicién. Una seccién local en un abierto U C M es una funcién diferenciable f : U —
7~1(U) tal que 7 o f = id. Una seccién global es una seccién definida en todo M.

Definicién. Un fibrado (E, 7r, M, F,G) es un fibrado vectorial cuando F y w~!(p) son espacios
vectoriales, las trivializaciones respetan dicha estructura y G es un subgrupo de GL(n,R). Ob-
servar que entonces las ®; , definen isomorfismos entre E, y F. Un morfismo de fibrados vec-
toriales es un morfismo de fibrados que es lineal en cada fibra.
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Ejercicio 4. Demuestre que un fibrado vectorial es trivial si y s6lo si existen n (la fibra la
suponemos un espacio vectorial de dimensién 7) secciones globales linealmente independi-
entes (i.e., que en cada punto son linealmente independientes). Demuestre que localmente todo
fibrado vectorial tiene 1 secciones linealmente independientes.

Ejercicio 5. Supongamos que tenemos una aplicacién (a,b) — a-b desde R" x R" en R" tal
que:

(1) (a1 +az)-b=ay-b+ay-b.

(1) b- (611 +a2) =b-a;+b-ap.
(1) A(a-b) =(Aa)-b=a-(Ab)VA € R.
(v) a-(1,0,.,0) = a.

(V) Va#0,3b/ talquea-b=">b-a=(1,0,..,0).
(una 4lgebra de division sobre R).

Sea eq, ey, ..., e, 1a base candnica de R”. Demuestre que:

(a) Todo punto de S"lesdelaformaa-e para un tinico a € R”.
(b) Sia # Oentoncesa-ej,a-ey, ..., a- e, son linealmente independientes.
(c) Sip=a-e; € S"=1 entonces las proyeccionesdea-ej,a-ey, ..., a-e, en SZ’l son linealmente
independientes.
(d) La multiplicacién es continua.
(e) TS" ! es trivial.
(f) TR" ! es trivial.
Lo anterior nos lleva a que TS3, TR3,TS7, TR? sean triviales debido a la existencia de los
cuaterniones y los octetos de Cayley.

Ejercicio 6. Suponga que { = (7 : E — X) esun fibradoy f : Y — X es una aplicacién
continua:

E
in
Y 4f> X
(a) Sea E’ C Y x E el conjunto de todos los (y,¢) tales que f(y) = m(e). Defina 7’ : E' — Y
por 7'(y,e) = yy f : E' — E por f(y,e) = e. Si 7t es un fibrado vectorial, se puede
definir también una estructura de espacio vectorial sobre 771 (y) = {(y,¢) : e € T 1(f(y))}
usando la estructura de espacio vectorial sobre 7! (f(y)). Demuestre que ¢’ = (7’ : E' —
Y) es un fibrado y que (f, f) es un morfismo de fibrados que es un isomorfismo en cada
fibra. Este fibrado se denota como f*(¢) y es conocido como pull-back (o producto fibrado) de

.

f*i(é) ’%I
Y f X

(b) Suponga que se tiene otro fibrado ¢’ = (7" : E’ — Y) y un morfismo de fibrados de " a
¢, el cual es un isomorfismo en cada fibra. Demuestre que " ~ f*({).

(©) Sig: 7 — Y entonces (fog)"(8) — g (f*(2)).

(d) SiAC Xyi:A— Xeslainclusién entonces i*(§) ~ ¢ | 4.
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(e) Si ¢ es orientable entonces f* (&) también lo es.
(f) Dé un ejemplo donde ¢ no sea orientable pero silo sea f*(¢).

Ejercicio 7. (a) Dado un fibrado n-dimensional { = (7t : E — B) y un fibrado m-dimensional
n = (' : E' — B),sea E’ C E x E' el conjunto de todos los pares (¢,¢’) con 7t(e) = 7/(¢).
Demuestre que 7"’ : E” — B, (e,¢’) — m(e) = 7i/(¢’), es un fibrado (n + m)-dimensional. Se
le conoce como suma de Whitney & @ 1; 1a fibra sobre p es la suma directa 71 (p) ® 7'~ 1(p).

(b) Si f:Y — B, demuestre que f*(® 1) ~ f*(&) & f* ().

(c) Dados los fibrados &; = (mt; : E; — B;) (i = 1,2), defina 7t : E; X E; — By X B, como
mt(e1,e2) = (m1(e1), m2(e2)). Demuestre que esto es un fibrado ¢; x §, sobre By x Bj.

(d) SiA: B — B x Beslaaplicaciéon diagonal, A(x) = (x, x), demuestre que { 7 ~ A* (& x 7).

(e) Si¢ y # son orientables, demuestre que ¢ @ ;7 también lo es.

(f) Demuestre que ¢ @ ¢ es siempre orientable.

(g) Si X esla figura ocho, encuentre dos estructuras de fibrado unidimensional sobre X, ¢ y 7,
tales que ¢ @ 17 sea no orientable.

Ejercicio 8. (a) Si 7 : E — B es un fibrado vectorial entonces 7, tiene rango maximal en todo
punto y cada fibra 7771 (p) es una subvariedad de E.
(b) La seccion 0 de E es una subvariedad, aplicada difeomérficamente sobre B por 7.

Ejercicio 9. Una sucesién de aplicaciones de fibrados vectoriales Eq EA E; TR Ezconf=g=
Idp es exacta silo es en cada fibra como aplicaciones de espacios vectoriales.

(@ Si¢ = (m : E — B) es un fibrado vectorial, demuestre que existe una sucesion exacta
0— n*(&) - TE — *(TB) — 0.

(b) Si0 — Eq; — E» — E3 — 0 es exacta entonces cada fibrado es orientable si los otros dos lo
son.

(c) T(TM) es siempre orientable.

(d) Si m: E — B no es orientable entonces E no es orientable. Por lo tanto, el hecho de que el
fibrado de Mobius no sea orientable implica que la variedad de Mébius tampoco lo es.



