GEOMETRIiA DIFERENCIAL
Practica 1
SUPERFICIES EN R3

En lo que sigue, M C R3 es una superficie regular (= subvariedad sumergida de R3). Si

p € M, notamos con T,M C IR3 al espacio tangente a M en p.

Notamos con:

FM)={fM—R:feC®}
al conjunto de las funciones diferenciables sobre M, y respectivamente con
C®(M)={X:M—R3: X eC®}

(M

) ={XeC®(M)yX(p) € TMsipec M}

2H(M) = {X € C*(M) y X(p) € (T,M)"* si p € M}
al conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M, tangenciales y perpendiculares.
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Si f,g € F(M)y X,Y € C®°(M), probar que f.X +g.Y € C®(M). Idem para X(M) y
XH(M).

Si X € C®(M), existen tinicos XT € X(M) y X+ € X*+(M) tales que X = XT + X*; es decir,
C®(M) = X(M) ® X+ (M).

Sea (U, x), x = (x1,%) una cartade M, f = x~! : x(U) — M la parametrizacién corres-
pondiente. Se definen:

8x1,8x2 u— IRS

oxi|p = dfa(e;) six(p) =a

donde {ey, e, } representa a la base canénica de IR?.
Probar que dx; € X(U) y si X € ¥(M), existen unicos a1,a; € F(U) tales que X =
a1.0x1 + a.0x; (igualdad sobre U).

SeaZ € C®(M)y X € X(M).Sip € M,seadZ, : T,M — R3 la diferencial de Z evaluada

en p. Es decir, siv € T,M y c : (—€,€) — M es una curva diferenciable que satisface

c(0) = pye(0) = % de |\ = v entonces dZy(v) = d(l{;oc) lo-

Probar que si se define dZ(X) : M — R3 por

dZ(X)(p) = dZy(X(p))
entonces dZ(X) € C®(M).

SiX e X(M)y f € F(M),sedefine X(f) : M — R por X(f)(p) = dfp(X(p)). Probar que
X(f) € F(M).

Sea Z € C°°( ), Z = (z!,2%,2%), donde z' € F(M).Si X € X(M), verificar que dZ(X) =
(X(z'), X(z), X(2%)).

Se definen los siguientes operadores:
» V:X(M) x C®(M) — C®(M)
(X,Y) — VxY=dY(X)
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s V:X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — VxY=(VxY)T

<, > C®(M) x C®°(M) — F(M)
(X,Y) — <X Y>=Y3 xy

[ X (M) x (M) — C®(M)
X,Y) — [X, Y] =VxY—VyX

—~

(7) Sean X,X1,X; € X(M), Y,Y1,Y5,Z € C°(M) y f € F(M). Probar que el operador V
verifica:

—~
LY

x(Y1+Y2) = VxY1 + VxY,

x(fY) = X(f).Y + f.VxY

X+X, = VX Y +Vx,Y

rxY = fNxY
X<Y,Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ>
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(8) Deducir del ejercicio (7) que V satisface las mismas propiedades que V. El operador V se
denomina la conexién usual de M, y el campo VxY la derivada covariante de Y respecto
de X.

(9) Probar que [, ] verifica:

(@) Si X,Y € X(M) entonces [X,Y] = —[Y, X]
(b) Si X3, Xp, Y € (M) entonces [X;1 + X, Y] = [X3, Y] + [X2, Y]
(c) SiX,Y1,Y, € X(M) entonces [X, Y1 + Y2| = [X, V1] + [X, Y2]
(d) SiX,Y € X(M)y f € F(M) entonces
() [£-X,Y] = £1X,Y] - Y(F).X
@) [X, £.Y] = £.1X,Y] + X(f).Y
(e) SiX,Y € X(M)y U C M es un abierto entonces
(X, Y]lu = [X|u, Y|u]
donde [X, Y]|y es la restriccion del campo [X, Y] a U y el operador [, ] correspondiente
al miembro derecho esta definido en X(U) x X(U).
(f) Sea (U, x) una carta de M, X; = dx; € X(U) si x = (x1,x2 =). Probar que [X;, X;] =0
parai,j=1,2.
(g) Sean X,Y € X(M), (U, x) una carta de M y sean
X|u =a1.X1 +a2.Xp
Y|u =b1.X1+ 0. X5
Probar que [X,Y]|y = ¢1.X1 + ¢2.Xp, donde

2, . d(bjox~1)

i=1 j

d(a;ox 1)
lx(p) — bj(P)ilauj lx(p)

sip e U.

(h) Deducir que si X, Y € X(M) entonces [X, Y] € X(M) y por lo tanto
[]:X(M) x X(M) — X(M).
El campo [X, Y] se denomina el corchete de Lie entre X e Y.

(i) SiX,Y € X(M)y f € F(M) entonces [X, Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)).
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(10) Deducir de (9), parte (h), quesi X,Y € X(M) entonces VxY — VyX = [X,Y].

(11) Deducir de (9), parte (i), y de (6), que si X,Y,Z € X(M) entonces VxVyZ — VyVxZ =
v[le]Z.

(12) Seap e M,v € TyMyu € (T,M)* con |u| =1.
(a) Mostrar que existe X € X(M) tal que X(p) = v.
(b) Probar que existe un abierto U de Mconp € Uy N € X-(M) tal que N(p) = uy
IN(q)] =1sig € U.

(13) Se define S : X(M) x X*+(M) — X(M) por
S(X,N) = Sn(X) = —(VxN)"
(a) Seanp € My X, X € X(M) tales que X(p) = X(p). Mostrar que S(X, N)|, = S(X, N)|,.
(b) Sean p € My N,N € X1(M) tales que N(p) = N(p). Probar que S(X,N)|, =
S(X,N)|p.

Definicién. El operador S se denomina el segundo tensor fundamental de M. El nombre tensor
se debe a las propiedades (a) y (). El primer tensor fundamental de N es el operador

<, > X(M) X (M) — F(M)
3 . .

(X,Y) — <X, Y>=) x¥y
i=1

(14) De acuerdo con el ejercicio (13),sip € My u € (T,M)+, queda construido un endomorfis-
mo Sy : TyM — T, M, definiendo
Su(U) = SN(X)|P

donde X € X(M) y N € X+ (M) satisfacen que X(p) = vy N(p) = u.
Probar que el operador S, es autoadjunto, es decir, < S,(v),w >=< v,5,(w) > para
todos v, w € T, M.
(Sugerencia: Considerar X,Y € X(M) y N € X1(M) tales que X(p) = v, Y(p) = w
y N(p) = u. Utilizar el ejercicio (7), parte (e) y el (9), parte (h), teniendo en cuenta que
0=X<Y,W>y0=Y<X,N>).
(15) Si N € X*+(M), se define ¢y : X(M) x X(M) — F(M) por
EN(X,Y) =< SN(X),Y >
Deducir del ejercicio (14) que ¢y es simétrico (es decir, I5(X,Y) = {n(Y, X)), y que para
cadap € My u € (T,M)* queda definida una forma bilineal simétrica ¢, : T,M x TyM —
R por
y(v,w) = IN(X,Y)]p
siN(p) =u, X(p) =veY(p) = w.
Definicién. ¢/ se denomina la segunda forma fundamental de M respecto de N.
(16) Sea K : M — R la curvatura de Gauss de M. Es decir, si p € My (U, x) es una carta de M
conp € Uy x = (x1,x),sea N € X (U) definido por
8x1 X axz
N=—"7-=
\axl X 8x2|

Se define entonces K(p) = det(dN,).
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(@) Seap € M, u € (T,M)* con |u| =1y N € X+ (M) tal que N(p) = uy [N(q)| = 1si
q € U (entorno abierto de p). Verificar que S, = —dN, y por lo tanto K(p) = det(S,,).
(b) Deducir de (a) que si {v, w} es una base de T, M entonces
_ 2
K(p) = ly(v,0) 0, (w,w) — 05 (v, w) i
<vo><w,w>-—<0,Ww>
(17) Sean X,Y,Z € X(M),p € My N € X*(M) tal que |N(q)| = 1sig € U para un cierto
abierto U C M con p € U. Probar:
(a) Ecuacion de Gauss: VyZ = VyZ + {n(Y, Z)N (igualdad sobre U).
b) (Vx(VyZ))T = VxVyZ —In(Y,Z)Sy(X) (igualdad sobre U).
(c) Teniendo en cuenta que por definicién de V es:
(Vixn2)" = VixyZ

pues [X,Y] € X(M), deducir de (b) y del ejercicio (11) que vale la siguiente igualdad
sobre U:

VxVyZ = VyVxZ =V xyZ =IN(Y,Z)SN(X) — In(X, Z)SNn(Y)
(18) Se define el operador R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) por

R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ -V xyZ

Seanp € My u € (TyM)=* con |u| = 1. Deducir del ejercicio (17), parte (c), que si v, w,z €

T,My X,Y,Z € X(M) satisfacen que X(p) = v, Y(p) = wy Z(p) = z entonces
R(X,Y)Z|p = Lu(w,z)Sy(v) — £u(v,2)Su(w)

Es decir, R es un tensor pues R(X,Y)Z|, = R(X,Y)Z|, si X,Y,Z € X(M) satisfacen que

X(p) = X(p), Y(p) = Y(p) y Z(p) = Z(p)-

Observacién. De acuerdo con lo anterior, el tensor R induce para cada p € M una aplicacién
trilineal Ry : T,M x T,M x TyM — T, M, definiendo Ry(v,w)z = Ry(v,w,z) = R(X,Y)Z|,
siendo X,Y,Z € X(M) tales que X(p) =0, Y(p) =wy Z(p) = z.

(19) Deducir del ejercicio (16), parte (b), quesi p € My {v,w} es una base de T, M entonces

K(p) = < Ry(v,w)w,v >
PI= o s<ww>— <ow>2

Definiciéon. R se denomina el tensor de curvatura de M.

(20) Sea (U, x) una carta de M, x = (x1,%2), X; = 0x;. Definimos g;; € F(U) por g;; =<
X;, Xj >.Sean g’/ € F(U) definidas para cada g € U por

(¢7(9)) = (gij(g))"  (notacién matricial)
Sean Fi»‘j € F(U) definidas por

2
VxXj= Y ThX
k=1

Probar, para p € U, que

12 (g ox1) d(gjrox)
k Ik il ]
rij(p) = 2 ;g (p)( Iauj |x(p) + ou; |X(P) ou; |x(p))

(21) Concluir de (19) y (20) el Theorema Egregium de Gauss.



