GEOMETRIiA DIFERENCIAL
Practica 3
CAMPOS - GRUPOS DE LIE

(1) Sea M una variedad diferenciable, p € M.Siv € M), probar que existe un campo X € X(M)
tal que X(p) = v.

(2) Sea M = IR?. Identificando M, con M de la manera natural, probar que no existe una carta
g p q
(U, x) tal que lozs campos %, a‘%
(x,y) = (0, y(x* +1)).

(3) Sea f : M — N una funci6n diferenciabley X € X(M), Y € X(N).
(a) Probar quesi X ~¢ Yy c es una curva integral de X entonces f o ¢ es una curva integral
de.
(b) Son equivalentes:
M X~rY
(11) Paratodo U C N abiertoy g € F(U), Y(g)o f = X(go f) en f~1(U).
(111) Paratoda g e F(U),Y(g)of = X(go f)en fH(N).

coincidan respectivamente con los campos (x,y) — (1,0),

(4) Sea X € X(M) el campo de vectores nulo, i.e., X(p) = 0 para todo p € M. ;Es completo?
¢Cudl es su grupo uniparamétrico de difeomorfismos?

(5) Sea X € X(M) yc : (a,b) — M una curva integral de X. Sea ¢ : (¢,d) — (a,b) un
difeomorfismo. ;Bajo qué condiciones es c o ¢ una curva integral de X?

(6) Sea c una curva integral de X € X(M) tal que ¢(typ) = 0 para algun ¢y en el dominio de la
curva. Probar que c es constante.

(7) Enlos siguientes casos determinar, para cada p € M, la curva integral maximal ¢, : I, — M
de X que satisface ¢,(0) = p. Decidir si X es o no completo.
(@) M =TR? X(u) = uyDq|y — uaDaly, u = (ug,uz) € R2.
(b) M =R, X(u) = u?D|,, u € R.
(C) M = IRZ, X(u) = u2D1|u — M1D2|u, u = (Lll,uz) S IRZ.

(8) Deducir del ejercicio anterior que el grupo uniparamétrico de difeomorfismos ¢ : R x R?> —
IR? generado por X € X(IR?) estd dado por

e

ot b= 0§ 2 )

para el campo del inciso (a), y por

¢(t, (a,b,c)) = (a b) ( cost —sint )

sint cost

para el campo del inciso (c).

(9) Sea X € X(IR?) dado por X(u) = u3D1|y + u3Ds|y — uzD3|u.
(a) Calcular su flujo y decidir si es completo.
(b) Encontrar la curva integral de X que pasa por (0,1,0) en el instante t = 0.
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(10) En cada uno de los siguientes casos, calcular el grupo uniparamétrico generado por el cam-
po X € X(M).
(@) M =R?, X(uy,u) = (up,u1) (identificando Ry ~ R?).
(b) M =R? X(uy,uz) = (1, —ti2).
() M =GL(n,R), X(A) = BA,con B € M,(R).

(11) Encada uno de los siguientes casos probar que ¢ : R x M — M es un grupo uniparamétrico
y calcular su generador X € X(M).
(@) M = V un R-espacio vectorial de dimension finita y ¢(t,v) = ta + v, con a € M fijo.
(b) M =T?=S! xS, ¢(t,z,w) = (e*z,e w).

)
(©) M = GL(2,R), ¢(t, A) = ( (1) . )A.
(d) M =S'"xR, ¢(t,z,x) = (e*,2).

(12) Sea N una variedad diferenciable de dimensién k, M C N una subvariedad de N de dimen-

sionn ei: M — N la inclusion. Sea X € X(N) tal que X(p) € ixp(My) C N, para todo

p e M.

(a) Se defineY : M — TM por Y(p) = v, donde v € M, es el tnico que satisface i.,(v) =
X(p). Probar que Y € X(M).

(b) Deducir que Y ~; X. Ademads, Y es el tinico con esta propiedad.

(c) Paracada p € M, sean ¢, : I, — N la curva integral maximal de X con ¢,(0) = py
¥p : Jp — M la curva integral maximal de Y con ¢,(0) = p. Probar que ], C I, y que

¥p = Pplj,-
(13) Seai: S?"~! — R?" la inclusién. Sea X € X(R?") definido por
2n—1 .
X(u) = Y (=1)uzu—jDjs1|u-
=0

(a) Probar que paratodon > 1, X(p) € i*p(S%,”_l) sip e §2-L
(b) Sea Y € X(5*"~!) el tnico que satisface Y ~; X. Calcular el flujo maximal de Y (para
n=2)¢:RxS>— S5

(14) Sea M una variedad diferenciable, X € X(M) completo y ¢ una curva integral maximal de
X. Probar que si ¢ no es inyectiva entonces es periddica.

(15) Sea M una variedad, p € M, X € X(M) un campo, c : (a,b) — M la curva integral maximal
de X tal que c(0) = p. Si existe t # 0 tal que c(t) = p, probar que (a,b) = R.

(16) Si (U, x) es una carta de M, calcular una curva integral del campo a% e x(U).

(17) Sean X, Y € X(R?) definidos por X(u) = usDaly, Y (u) = u1 Dy |y, t = (u1,up) € R?. Probar
que [X,Y] = —Y.

(18) Sean X,Y € X(IR?) definidos por X(p) = Dilp, Y(p) = cos(p1)Dilp + sin(p2)Da|p, p =
(p1,p2).-Sea G = {p € R? : ||p|| < 1, pp > 0}. Probar
(@) {X(p),Y(p)} es unabase de IR%, paratodo p € G.

(b) para ningin p € G existe una carta (U,x) de R con p € U C G tal que X = % e
Y = % sobre U.
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(19) Sea G un grupo de Lie y X € X(G) invariante a izquierda. Probar que X ~, X para todo
g € G,donde L¢(h) = g.h.

(20) Probar que los siguientes grupos son de Lie:
(a) St y S% (Nota: ninguna otra esfera lo es).
(b) T".
(¢) GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R).

(21) Describir Lie(O(n,R)), el dlgebra de Lie del grupo ortogonal. Lo mismo con SO(n, R).

(22) Haciendo la identificacion GL(n,R); ~ M, (R), probar que el corchete de Lie estd dado por
[X,Y] = XY — YX (producto usual de matrices). Probar lo mismo para SL(n,R), O(n,R) y
SO(n,R).

(23) Probar que SO(2,R) es isomorfo a S! y concluir que es abeliano.
(24) Probar que SO(3,R) es difeomorfo a P°R.

(25) Sean G y H grupos de Lie y g, b sus algebras de Lie. Probar que un morfismo diferenciable
f : G — H induce un morfismo de 4lgebras de Lie f, : g — h via la diferencial.

(26) Probar que el dlgebra de Lie de un grupo de Lie abeliano tiene corchete trivial, i.e., [X, Y] =
0 para todos X, Y. Un algebra de Lie con esta propiedad se dice abeliana.

(27) Para cada uno de los siguientes casos, verificar que la curvac, : R — G conv € Gy es un
subgrupo uniparamétrico de G que satisface ¢,(0) = vy que X € X(G) es el correspon-
diente campo invariante a izquierda generado por v.

(@ G=(R",+),v=Y"19Djlo, co(t) = t.(v1,...,vn), X(u) = Y1 1 0;Djlu.
(b) G = (Rso,.),v=1aDy, cp(t) = ", X(u) = auD,,.



