GEOMETRIiA DIFERENCIAL
Practica 4
ALGEBRA MULTILINEAL Y FORMAS

ALGEBRA MULTILINEAL

Definiciones y Notaciones. V denotard un R-espacio vectorial de dimensién finita n. Para
k>1,VE=Vx...xV (kveces)y VO = R. Si (r,s) # (0,0), T/(V) denotara el espacio
vectorial de las funciones multilineales de (V*)" x V* en R; tomamos T3)(V) = R. De la misma
manera, V¥ = V@ --- @ V (k veces) y V®0 = RR. Para (r,s) # (0,0),sea V, s = V& @ (V*)®s,
Vo0 = R. S; denotara el grupo simétrico en k elementos.

(1) Probar que T7 (V) es isomorfo a V, 5.

(2) Definimos E(V) = @50 Vis-Siv =01 @ @0y Q0] @+ Q0] € Vi 5y yW = 0 @

QW QWY R QWS € Vi, definimos v @ w = 01 Q@+ @0y QW Q-+ @ Wy, ®

V] @ @05 QW] @+ @WE, € Vyytrys +s,- Probar que E(V) es un algebra asociativa

(no conmutativa) con este producto, y que se corresponde (via el isomorfismo del ejercicio
anterior) con el producto tensorial visto en la tedrica.

(3) Sea k > 2,y tomemos a; el subespacio de V¥ generado por los elementos de la forma
01Q - QU
donde v; = v; para algtn i # j. Definimos A*(V) = V& /q, A%(V) = Ry AY(V) = V.
Notamos con v; A - - - A vy a la clase de v; ® - - - ® v en AX(V). Probar que:
(@ v1A--- Ao =0sivq,.. vk son linealmente dependientes.
(b) Sic e Sk entonces Uy (1) A -+ AUy = sgn(0)vp A+ - A .
() AN(V) =0sik>n.
(d) dim Ak(V) = (']Z) para k = 0,...,n (Sugerencia: si v, ..., vy €s una base de V, una base de
AKX (V) esta dada por vy A ADj condy < - < ).

(4) Definimos el dlgebra tensorial de V como la subélgebra de E(V) dada por T(V) = Yo V&K,
y el dlgebra exterior de V como A(V) = Yo AF(V). Notar que el producto de E(V) se
traslada a un producto en T(V) y a uno en A(V). Probar que si v € AX(V) yw € Al(V)
entonces v A w = (—1)w A .

(5) Sea ¢ : VK — AX(V) dada por ¢(vy,..,vx) = v1 A -+ A vg. Probar que ¢ es multilineal y
alternada, y que tiene la propiedad universal de que dada cualquier ¢ : V¥ — T multilineal
y alternada, existe una tnica ¢ : A¥(V) — T lineal tal que $¢ = ¢:

Vx.oxV—t o7
s
_ 39
AK(V)

Si llamamos Ay (V) al subespacio de T?(V) formado por las funciones multilineales y
alternadas de V en R, deducir que Ag(V) =~ AX(V)*.
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(6) Sea (—, —) : AK(V*) x AK(V) — Rla forma bilineal definida por (v*, u) = det(v; (u;)) para
v* =0v] AN Avg, u=up A Auy. Probar que es no degenerada y por lo tanto induce un
isomorfismo de espacios vectoriales entre AF(V)* y A*(V*).

(7) Deducir de los dos ejercicios anteriores que Ay (V) ~ AF(V*).

(8) Sea A(V) = Yy>0 A(V) el digebra de funciones multilineales alternadas de V (Ag(V) = R).
Por el iso del ejercicio anterior, tenemos definido un producto A en A(V). Probar que si
feA(V)yg e A(V)entonces f A g € Agy (V) estd dado por

(fA) (V1 k1) = Y, 580(0) f(Vo(1)s -+ s Vo(i) & (Vo(kit) - - -1 V(s 1))

O'ESk,Z

donde Sy; = {o € Sj4y: (1) < ...o(k)yo(k+1) < --- < o(k+1)}. Probar (o creerse)
que este producto es el mismo que se vio en la tedrica.

(9) Sea f : V — V un endomorfismo. Definir det(f) sin apelar a ninguna base de V. Probar
que si g es otro endomorfismo, det(fg) = det(f) det(g). (Sugerencia: considerar A" (V)).

FORMAS

(10) Sea M una variedad, w una 1-forma. Sean (U, x), (V,y) dos cartas alrededor de un punto
p € M.Siw(p) = ¥ aidx;, = ¥; Bidy),, encontrar la relaci6n entre los a; y los ;.

(11) Sea f : M — R una funcién diferenciable, y df : M — T*M definida por df (p) : M — R,
v — v(f). Mostrar que en un sistema de coordenadas (U, x), df se escribe como df =
Y %dxi, por lo tanto df es una seccion diferenciable, es decir, una 1-forma.

(12) Sean € QY(M) y f € F(M). Mostrar que fy € Q!(R). Mostrar que si g € F (M) entonces
d(fg) = fdg + gdf.

(13) Sea M = RR", que en cada punto su tangente es IR, con su producto interno usual. Sea
X € X(M), y definamos (X, —) de la manera siguiente: si v € T,M, (X,v) := (X(p),v).
Mostrar que (X, —) es una 1-forma. Mostrar que toda 1-forma es de esta forma. Por ejemplo,

df = (Vf,—).
(14) Si w es una k-forma, jes cierto que w A w = 0? ;Y sidim M = 3?

(15) Si (U, x) es una carta de la variedad M, sea wy, € Q"(U) definida por wy = dx! A dx? A
-+ Adx". Llamaremos a wy la n-forma asociada a la carta (U, x).
(a) Verificar que wx(p)(% lp,.es 5% |p) = 1paratodo p € U.
(b) Sea (V,y) otra carta de M tal que U NV # @. Probar que wy(p) = J,ox-1(p)wx(p) para
todo p € UN V. Es decir,

dy' A ANdyt =T 1dxt A AdX"

1

sobre U NV, donde ], indica el jacobiano de la aplicacién y o x ™.

ox~1

(16) Sea M una variedad diferenciable, p € M,v € M, y v € M},. Probar que existen X € X(M
p pYy P q
y 0 € X*(M) tales que X(p) =vyb(p) =1.

(17) Sea M una variedad diferenciable, W un abierto no vaciode M, Z € X(W), w € X*(W) y
p € W. Probar que:



GEOMETRIA DIFERENCIAL - 2° CUATRIMESTRE 2006 3

(a) Existe un abierto Ude Mconp € U C Wyuncampo X € X(M) talque X |y = Z |-
(b) Existe un abierto V.de Mconp € V C Wyunal-formaf € X*(M) talquef |y =w|y.

(18) Sea M una variedad diferenciable de dimensién ny V € X(M). Definamos la funcién iy :
k(M) — OF1(M) como
iv(w)(p) (01, vp-1) = w(p)(V(p), 01, Ok-1),
donde vemos a w como un campo de aplicaciones multilineales alternadas. Para 0-formas

definimos iy (f) = 0.
Sea (U, x) una carta alrededor de p, y escribamos V y w en coordenadas locales como

"9
\% = a;—
‘U g 19y
wly = E bil,...,ikdxil A - Adxk.

1<ip <. <ix<n
Escribir en coordenadas locales iy (w).

(19) Sea f : M — N una funcién diferenciable entre dos variedades. Sea f* : X)(N) — X?(M)
la adjunta de f. Recordemos que se define de la siguiente manera: sik = 0, f*(¢) = ¢ o f.
Parak > 1,si T € X)(N) es un campo de covectores de grado k, al que identificamos, en
cada g € N, con un campo de aplicaciones multilineales N; x - - - x N; — R, entonces f*(T)
estd dado por

SO (p) (01 v) = T(F(P)) (fap(01), - fp(0k))
parap € M.
Si (U, x) es una carta de M alrededor de p, (V,y) es una carta de N alrededor de g = f(p),
f(U) C VyT se escribe localmente como

T ‘V = Z ai],...,ikdyil ® e ® dyik,
lgil,...,ikgfl

escribir localmente f*(T) enla carta (U, x). Probar que si T es alternado tambiénloes f*(T).

(20) Sea f : N — M una aplicacién diferenciable. Probar que para cada k € N U {0}, f* :
OF(M) — OF(N) satisface las siguientes propiedades:
(@) f*(wr+w) = f(wr) + f*(w2).
(b) f*(gw)=gof.f"(w)sige F(M).
© f(wA8) = f*(w)Af(0).

(21) Sea M una variedad diferenciable, (U, x) una carta y w € QF(M). Calcular dw|y; en las
coordenadas de (U, x) para los casos 0 < k < 2.

o~ o~ —

(22) Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y d : QF(M) — QF1(M) la diferencial

exterior. Probar:

a) Si f € F(M) entonces df € Q' (M) = X9(M) es la diferencial usual.

(a) 1

(b) Sea (U, x) una carta de M. Sea w € OF(M) tal que

wly = Y Wiy dXT A A dk,
1§i1<"~<ik§71
Entonces ‘ 4
dwly = Z dwj, i NAx"A - Ndxk
1< <-—-<ix<n
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(w1 4 wy) = dw;y + dws.

(wWAn) =dw Ay +(=1)fw Adysiw € QX(M).

2(w) = 0.

i f: M — N es diferenciable entonces d(f*(w)) = f*(dw) para toda w € QF(N) con
k> 0.

d
d
d
S

(23) Sea F : R® — R3 un campo vectorial diferenciable (“cldsico”).

(a) Demostrar que w(x)(v) := (F(x),v) define una 1-forma en R®. Encontrar las coorde-
nadas de w} en la base {dx, dy, dz}. Reciprocamente, si w es una 1-forma en R3, probar
que w determina un tinico campo G en R? tal que w} = w.

(b) Demostrar ahora que w?(x)(u,v) := (F(x),u x v) define una 2-forma en IR>. Calcular
sus coordenadas en la base {dx A dy, dz A dx,dy A dz}. Reciprocamente, probar que toda
2-forma w define un tinico campo G en R tal que w2 = w.

() Sea f € F(R®) = QO°(R3). Encontrar la relacién entre

W dfy Vf,

(1) rotFy dw}t,
(i) div F y dw? (aqui identificamos Q3 (R?) ~ F(IR®) usando la base dx A dy A dz).
Concluir, usando la relacién d o d = 0, las férmulas clasicas rot V = 0 y divrot = 0.

(24) Sea M = R*, denotando a sus puntos con letras (t, x,y,z). Escribir explicitamente las for-
mulas para d en la base de las formas dada por {dt, dx, dy,dz}, {dt Adx,dt A dy,dt ANdz,dy A
dz,dz Ndx,dx Ndy}, {dt Ndy Ndz,dt Ndz Adx,dt ANdx Ady,dx Ndy Adz}, {dt ANdx Ady A
dz}. Buscar en algun libro de electromagnetismo las ecuaciones de Maxwell y comparar.

(25) Sean A, B abiertos de R"y f : A — B diferenciable. Probar:
(2) f(du) = dff = Tiy Shdut (u = idgn).
(b) f*(gdut A---ANdu™) =gof. det(%).du1 A---ANdu", para g € F(B).

(26) Sea M una variedad diferenciable y sea w € QF(M). Diremos que w es una k-forma cerrada
si dw = 0y diremos que es una k-forma exacta si existe 7 € QF~1(M) tal que dyy = w. Probar
que:

(a) Toda forma exacta es cerrada.

(b) Si w,w’ son formas cerradas y w’ es exacta entonces w A w’ es cerrada 'y w A w” es
exacta.

() Si f: M — N es diferenciable entonces f* transforma formas cerradas en cerradas y
exactas en exactas.

(27) Si A € X¥(N) es un campo tensorial de tipo (k,I) sobre Ny ¢ : M — N es un difeomor-
fismo, definimos ¢*(A) € X¥(M) sobre M de la siguiente manera: si v},v3,...,0} € Myy
v1,02,...,0] € Mp entonces

9" (A)(p)] (v1,...,v5,01,...,0)) =
= A(@(p)(©1 0 (9™ ag(pyr- -+ 0k © (@™ )ugp) Prp(01), -, Pup (V1)

(a) Verifique que si k = 0, la definicién coincide con la del ejercicio 19.
(b) Si el campo vectorial X sobre M tiene a ¢ como flujo y A es un tensor de tipo (k, 1) sobre
M, definimos la derivada de Lie de A en la direccion de X como

(£x4)(p) = lim - [(5(A)(p) — A(p)]
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Probar que en el caso en que A sea un campo vectorial, la definicién es la misma que la
vista anteriormente. Demuestre que

Lx(A+B) = LxA+LxB
Lx(A®B) = LxA®B+A®LxB
L’x(fA) = X(f)A+fLxA
(c) Si A tiene componentes A ] ¥ en un sistema coordanado dadoy X = Y, 4’ axl , de-
muestre que las coordenadas de Lx A estan dadas por
n Al 2t
i1,.. rlk et I 11r b i1 o1, by 1k
(Lx A) ~~~~~ ; oxt 0621 ; ]1/---/][\ Ulddat 11 a j Z Z A]l i Oxin

(28) (derivada de Lie de formas). Sea X un campo. Si w y # son formas, probar que:
a) Lx(wAn)=Lx(w)ANy+wA Lx(n) (jsin signos!);
b) Lx(dw) =d(Lx(w));
o) Lx(f) = X(f) si f € F(M).
Demuestre que estas propiedades determinan univocamente a Lx. Utilize este hecho para
dar una definicién “algebraica” de Lx. Muestre que LxLy — LyLx = C[X,Y]. Halle la ex-
presion en coordenadas locales.

(29) Recordar que ix(w) = w(X,...)si w € QX(M) conk > 0eix(f) = 0 para f € F(M).
Muestre las siguientes identidades, para X e Y campos, y f funcién diferenciable:

11) ixiy = —iin

b) irx = fix.

c) ixd +dix = Lx (hay dos posibilidades: o bien demuestre esto directamente a partir
de una expresién local (largo y cuentoso), o bien demuestre que Lx definido como
ixd + dix verifica las propiedades del ejercicio anterior (manera corta y elegante)).

d) EfX =fLx+df Nix

e) Lxiy —iyLx = i[x,y] (sugerencia: ver que esta formula es vélida aplicada a una f, tam-
bién es vélida aplicada a df, y finalmente ver que (Lxiy —iyLx)(w A1) = (Lxiy —
iyLx)(w) Ay + (—=1)®lw A (Lxiy —iyLx) (1) para deducir la férmula general por in-
duccion en |w)).

ORIENTABILIDAD

(30) Sea M una variedad y TM su fibrado tangente. Probar que TM es orientable.

(31) Probar que si M tiene un atlas de la forma A = {(U,x);(V,y)} donde U NV es conexo,
entonces M es orientable.

(32) Ver que si M es paralelizable, es orientable.

(33) Sea My N variedades diferenciables. Probar que son equivalentes:
a) My N son orientables
b) M x N es orientable

(34) Probar que la esfera S” y R” son orientables. Probar que el n-toro T" y el cilindro son ori-
entables.
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(35) Sea M una variedad orientable conexay f : M — M un difeomorfismo. Si A es un atlas
orientado compatible con la orientacién, probar que para dos cartas (U;, ¢;) € A (i = 1,2)
el signode J(¢20 fo @y 1) es constante (donde esta definida la composicién). Interpretar.

(36) Sea M una variedad diferenciable. Suponga que (TM) |4 es trivial siempre que A C M es
homeomorfo a S!. Demuestre que M es orientable.



