GEOMETRIiA DIFERENCIAL
Practica 5
INTEGRACION Y TEOREMA DE STOKES

(1) Sea M una variedad compacta orientable de dimensién # y w un elemento de volumen.
Probar que w # dy para todo 7 € Q"1 (M).

(2) Sean M y N variedades orientables de dimensién ny f : M — N un difeomorfismo que
preserva la orientaciéon. Suponiendo que w € )"(N) tiene soporte compacto, probar que
entonces f*w también tiene soporte compacto y vale:

o= fro

Definiciéon. Sea n > 2 y consideremos a IR” con la estructura diferenciable usual. Un subcon-
junto M C IR" se denomina una subvariedad con borde de dimensién 2 < k < n de R" si M es
una variedad con borde de dimensién k y la inclusién i : M — IR" es una sumersion.

(3) Sea M C R" una subvariedad con borde de dimension k. Verificar que 0M es una subvarie-
dad (sin borde) de dimension k — 1.

(4) Sea M C R" una subvariedad con o sin borde de dimensién n y sea w = dxt Ao Adx
el elemento de volumen usual de R". Sii : M — IR" es la inclusidn, verificar que dV); :=
i*(w) € A" (M) es un elemento de volumen para M.

El mismo se denomina el elemento de volumen usual para M y la orientacién que induce se
llama la orientaciéon usual de M.

(5) Sea M C R? una subvariedad compacta con borde de dimensién 2. Sea D un abierto de R?
que contienea My F1, F, : D — R diferenciables.
Interpretar (notacién) y verificar el teorema de Green:

/ F.dx! + B.dx? = / aﬁ — aﬂ Axt A dx?.
oM M \oxl  ox?

(6) Parap € R",sea (,) : Rj x R} — R el producto interno definido por
n . .
(v,wy =) bt/
j=1

T . j_o _yn j o
S“’—ijla]ﬁ’r’Yw—):j:1b]ﬁ|ﬁ- .
Sea M C R" una subvariedad con o sin borde e i : M — R" la inclusién. Para p € M,
definimos el producto interno (, ), : M, — M, — R por

(0,w)p = (ip(v), bp(w)).
Probar:
(a) Si para X,Y € X(M) se define la aplicacién (X,Y) : M — R como (X,Y)(p) =
(X(p),Y(p))p entonces (X,Y) € F(M).
(b) La aplicacién (,) : X(M) x X(M) — F(M) definida en (a) es un tensor. El mismo se
denomina la métrica de M inducida por la euclidea de R".
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(7) Sea M C R" una subvariedad con o sin borde de dimensién k, con k > 2 si M tiene borde

y con k > 1 si no lo tiene. Se supone M orientable y sea A una orientacién para M. Si

w € OF(M) es un elemento de volumen, probar:

(@) Si p € M, sean {31,---,€k},{€/1,~--,€;/<} dos bases ortonormales de M, (respecto de
(,)p) orientadas positivamente; es decir, [eq,...,e] = [e],...,e;] = A(p). Entonces
w(p)(er,...,ex) =w(p)(ef,... e).

(b) Sea f : M — R definida por f(p) = w(p)(e,--.,ex), donde {ey,...,ex} es una base
ortonormal de My, orientada positivamente. Entonces f € F(M).

(c) Sea # € OF(M) definida por 8 = (1/f).w. Entonces 6 es el tnico elemento de volumen
para M que satisface 6(p)(e1,...,ex) = 1, cualquiera sea p € My {ey,..., e} base
ortonormal de M, orientada positivamente.

(d) Sik = nentonces 8 = dVy, si A es la orientacion usual (ejercicio 4).

(e) Sik = n—1,existe una tinica funcién diferenciable N : M — TIR" que, en cada p € M,
satisface:

(1) N(p) € R,
(1 (N(p),v) =0siv € ixp(My).
() (N(p),N(p)) =1.

(1v) Si{ey,...,e,_1} es una base de M, orientada positivamente entonces

{N(P)/ i*p(el)/ ceey i*p(en—l)}

es una base orientada positivamente de R} (orientacién usual).

Sugerencia: Sea p € My {ey,...,e,_1} una base ortonormal de M, orientada positivamen-
te. Considerar la aplicacién lineal T(p) : R — R definida por T(p)(v) = (dx' A A
dx")(p)(v,ixp(er), ..., ixp(en—1)). Es decir,

1 n

er(xloi e1(x"oi
o) —aet| GG 15 oi)
ep_1(xtoi) ... e,_1(x"oi)

siv=)7, 07% lp-

Verificar que T(p) no depende de la base ortonormal -orientada positivamente- elegida
y ademds que T(p) # 0.

Sea 17(p) € R} el tinico que satisface T(p)(v) = (17(p), v) para todo v € R}. Mostrar que
7 : M — TRR" es diferenciable y definir N : M — TIR" por

_ n(p)
NG = 5

Definicién. Con las hipétesis y notaciones del ejercicio anterior, la k-forma construida en (c)
-que denotamos con § = dV);- se denomina el elemento de volumen inducido por la métrica euclidea
de R" y la orientacion A.

Si k = 1 (respectivamente k = 2), dV); se denomina el elemento de arco (respectivamente

elemento de drea).

La funcién N : M — TIR” construida en (e) se denomina la normal exterior a M asociada a A.
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(8) Con las hipotesis del ejercicio anterior parak =n —1,seap € My {vy,...,v,_1} una base
de M,,. Verificar que:

AV(p) (o1, -, 0p-1) = (dx A= Adx") (p)(N(p), ixp(v1), - - dxp(vn-1))-

Definiciéon. Sea D C R" (n > 2) un abierto no vacioy F = Y1 ; Fi% € X(D). La divergencia

de F se define como ‘
. F

]
Q

I
—

Sin = 3, el rotor de F se define como
o) _ (PF AP @ (O aF\ B (aF oFl\ o
T\ 0x2 9x3 /) oxl ox3  oxl ) ox? oxl  9x2 ) 9x3"

(9) Sea M C R3 una subvariedad compacta con borde de dimensién m y sean i : M — M,

j : M — R3 las inclusiones. Sea D C RR? un abierto que contiene a M y F € X(D) con

3 i d

F — Zl:]. lw.

(a) Sim = 3, sea A la orientacién usual de My dV = dV), el elemento de volumen usual.
Sea N : 9M — TIR® la normal exterior a 9M asociada a 91 y dA = dVj,, el elemento de
volumen (4rea) de dM inducido por la métrica euclidea de R3 y la orientacién dA.

Sea § € O%(D) definida por

0 = FLdx® Adx® + F2.dx® A dx! + F.dx! A dx?
yw = j*(0) € Q2(M).
Utilizando el ejercicio anterior, verificar que i*(w) = (F,N).dA.

(b) Enla situacién de (a), verificar el teorema de la divergencia:

/a (EN).dA = /M div(F).dV.

(c) Sim = 2, sea A una orientacién para M y dA = dV); el elemento de volumen (4rea)
de M inducido por la métrica euclidea de R? y la orientacién dA. Sea N : M — TR®
la normal exterior a M asociada a A y dS = dVyy; € Q' (dM) el elemento de volumen
(arco) inducido por la métrica euclidea de R3 y la orientacién dA.

(I) Mostrar que existe un tnico X € X(dM) que satisface dS(p)(X(p)) = 1 para todo
p € OM.
(i1) Sea# € O'(D) la 1-forma definida por 8 = Fl.dx! + F2.dx?> + FP.dx®y w = j*(8) €
Q' (M). Utilizando el ejercicio anterior, verificar que
dw = (rot(F),N).A.

(d) Enlasituacién de (c), sea T : 9M — RR® definida por T(p) = (joi).p(X(p)) sip € OM.
Verificar el teorema del rotor:

/a (E.T)ds = /M<rot(F),N).dA.

(10) Enunciar y probar el teorema de la divergencia para M C R" conn > 2.



