GEOMETRIA DIFERENCIAL
Practica 6

CONEXIONES Y VARIEDADES RIEMANNIANAS

(1) Sea V una conexion sobre una variedad M, y sea
T:X(M)xX(M)—X(M), T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y]
su torsion. Probar que 1" es F (M )-bilineal, y por lo tanto define un tensor de tipo (1,2).

(2) Probar que:
(a) Una combinacién lineal Zl a;V*, donde los V* son conexiones y ZZ a; = 1, es una
conexion.
(b) La diferencia entre dos conexiones es un tensor.

(3) Probar quessi (U, ) es una carta de M, entonces la asignacion (X, (>, ai%)) = X (o) %
define una conexién en U.

(4) Probar que si V es una conexion en M con torsion 7', entonces V — %T es una conexion
simétrica. Encontrar sus simbolos de Christoffel en funcion de los de V.

(5) Encontrar una métrica de tipo (1, 1) sobre el toro.

(6) (a) Consideramos g en S? C R3, la métrica inducida de R3. Sea (U, z) es la carta tal que
z71:(0,7) x (0,27) — S%es271(,a) = (sin(f) cos(a), sec(f) cos(ax), cos(h)).
Encontrar la expresion local de la métrica g en la carta (U, z). Expresar el elemento
de volumen en la misma carta (es decir una 2-forma w tal que w(p)(vi,v2) = +1 si
{v1,v2} es base ortonormal de M),

(b) R := {(z,y) : y > 0} (semiplano de Poincaré). Con respecto a la carta usual
(Ri, id) consideramos la métrica g = y%dx ® dx + y%dy ® dy. Expresar la conexioén
de Levi-Civita en la carta usual.

(c) Calcular la conexién de Levi-Civita para la métrica de Lorentz en R"™*! dada, con res-
pecto a la carta usual, por g;; = 1si1 <i < ny gnpyint1 = —1. (Ver que el teorema
de Levi-Civita se puede extender a métricas pseudo-riemannianas.)

(7) Sea M una subvariedad de codimension 1 de R™. Sea g la métrica canénica en R™, sea g/ la
métrica sobre M pull-back de g y sea V la conexién asociada a g;;. Probar que para campos
X,Y € X(M), VxY coincide con la proyeccién ortogonal sobre T'M de la derivada de
i+(Y") en la direccion i, (X ), donde i : M — R™ es la inclusion.

(8) Sea GG un grupo que actia sobre la variedad X de manera propiamente discontinua. Supon-
gamos que en X se tiene una métrica g.

a) Definir el concepto de “métrica G-invariante”.

b) Probar que si g es G-invariante entonces la variedad X /G hereda una métrica de X; i.e,
tiene una métrica con la que la proyeccién X — X /G es un morfismo de variedades
de Riemann.

1



2 GEOMETRIA DIFERENCIAL - 2° CUATRIMESTRE 2006

¢) Probar que si G es finito, g definida por

_ 1
U @ Z d*pn(9)
head
es invariante (se nota por py, la accién de h € G sobre X).
d) (Qué sucede en el punto anterior si se tiene una métrica de tipo (r, s)?

(9) Probar que el espacio proyectivo P" hereda una métrica de S™.

(10) Sea M una variedad difenciable de dimensién n y V una conexiénen M. Sic: I — M

es una curva diferenciable, to € Iy vy,...,v, es base de Mc(to), sean X1,..., X, € %ﬂ
(campos paralelos a lo largo de ¢) de modo que X;(to) = v;.

a) Ver que X. es un R-espacio vectorial

b) Xi(t),..., Xu(t) son linealmente independientes en M) Vt € I.

o) SiY e xles tal que Y (to) = >_;-, ajv; entonces Y (t) = > 1 | a; X;(t). Deducir la
[

dimension de X¢.

(11) Sea (M, g) una variedad Riemanniana con conexién V compatible con la métrica. Probar

que sicesunacurvaen My X|Y € %ﬂ entonces las normas de X e Y se mantienen

constantes y el dngulo entre X e Y también.

(12) Sea M una variedad y V una conexion. Si X € X(M ), probar que son equivalentes:
a) VxX = 0 (en este caso decimos que X es paralelo).
b) Toda curva integral c : I — M de X es una geodésica.

(13) Escribir la ecuacién de geodésica en términos de los simbolos de Christoffel. Mostrar que
las geodésicas en R"™ son las rectas, y que las geodésicas en el semiplano de Poincaré son:
o bien rectas verticales, o bien semicirculos con centro en el eje x.

(14) Mostrar que la ecuacion de geodésica depende sélo de la parte simétrica de la conexién. Es
decir, si V es una conexioén y 1" es un tensor antisimétrico, entonces Vy V = V + T tienen
las mismas geodésicas.



