Geometria Diferencial
Primer Cuatrimestre de 2008

Teoremas de la funcién implicita y del rango constante

En este ejercicio guiado, la palabra ‘diferenciable’ puede ser reemplazada
por C¥ (con k € N) o C*®. Consideramos demostrado el teorema de la
funcién inversa.

Teorema 1. Sea U un abierto de R™, f : U — R™ diferenciable, p € U
tal que J(p) = det(g?f;b) # 0. Entonces existe un abierto V que contiene

ap tal que fly : V — f(V) es biyectiva, f(V) es un abierto, y (fly)~! es
diferenciable.

El objetivo es demostrar dos teoremas, que llamaremos el teorema de la
funcién implicita y el teorema del rango constante.

Teorema 2. (Funcidn implicita) Sea U un abierto de R"*™ y f: U — R™
. m
diferenciable, p = (xo,y0) € U tal que f(zo,yo) = 0 y det <82{2 \p)ijﬂ #0.

+
Entonces existe un abierto A C R™ que contiene a xg, un abierto B que

contiene a yg y una funcién g : A — B con las siguientes propiedades:

v six € A, entonces existe un unico y € B tal que f(x,y) = 0;
» fz,9(x)) =0V € A,

» g es diferenciable.

Daremos una guia de la demostracion:

1. Considerar la funcién F : U — R"™ dada por

Fa,y) = (z, f(2,9))

Considerar el p del enunciado, y verificar que esta F' verifica las
hipotesis del teorema de la funcién inversa.
2. Verificar que el diferencial de F' es una matriz de bloques

Id, 0
dFl,=1{ <aafi )”
Tnti /)i 5=1

3. Verificar que el abierto V' del teorema de la funcién inversa puede
tomarse de la forma V = A x B.

4. Verificar que la inversa de una funcién del tipo F(z,y) = (z, f(z,v))
es necesariamente de la forma h(x,y) = (z, k(z,y)).

5. Verificar que f(z, k(z,y)) =y, y que por lo tanto la funcién g : A —
B puede tomarse como g(x) := k(z,0).

Teorema 3. (Rango constante) Sea Ag C R™ y By C R™ dos subconjuntos
abiertos, F' : Ay — By diferenciable, y supongamos rango(df|z) = k para
todo x € Ag. Sip € Ay y q = F(p), entonces:
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1. Ewisten abiertos A C Ag, B C By y difeomorfismo G : A — U y
H: B —V, donde U es un abierto de R™, V' es un abierto de R™,
HoFoG Y U)CV,y

2. HoFoG Y (zy,...,2,) = (21,...,2%,0...,0).

Guia de la demostracion:

1. Ver que se puede reducir al caso en que p = 0, el origen de R", y
q = 0, el origen de R™.

2. Componiendo con una transformacion lineal que permute las coorde-
nadas, verificar que nos podemos restringir al caso en que el primer

menor tiene rango k, es decir, det (ggf; \p) f,j:l #0.
3. Definir la funcién G : Ag — R" por
G(xi,...,xn) = (f(1,. ., Tpn), Tht 1y - - - Tn)
y verificar que su diferencial es de la forma
().
dG = 95 ) i=1
0 Id,

4. Verificar las hipdtesis del teorema de la funcién inversa para G, res-
tringiendo a algun abierto A; que contenga a p.
5. Verificar que la composicién F o G~! es de la forma

FoG YNay, ..., Tk Thy1y. .., Tn) = (x1,..., 21, f(2))
y asi deducir que el diferencial de F o G~! es de la forma
1d; 0
d(FoG™) = § (%)n_k
Oyt ) i1
6. Verificar que las f’s dependen sélo de las variales x1, ..., ).

7. Definir T : V7 — R™ pro la férmula

—k+1
T(yl)"'aym) :yla°"aykayk+1+f (ylv)yk)avym+7n(ylaayk))

donde Vj es un entorno del cero suficientemente pequeno como para
que (y1,...,ym) € V y para que T'(V1) C By.
8. Verificar que 7'(0) = 0, y que

([ Idy 0
dT_< * Idnk>

9. Utilizar el teorema de la funcion inversa para T, redefinir los abiertos
pertinentes, y verificar que H := T~ verifica lo pedido, es decir, que

HoFoG YNay,...,xp) = (z1,...,21,0...,0).



