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Ejercicio 9 de la practica 5:
Probar que el dlgebra de Lie asociada a GL(n,R) es gl(n,R) = (R™*™,[,])

Como GL(n,R) es un abierto de R™*™ la identificacién entre el tangente en Id
de GL(n,R) y R™*"™ es la que envia la base candnica a las derivaciones canénicas
{0xz;;}. Hay que ver que esta asignacién hace corresponder el corchete de Lie con
el conmutador de matrices.

Sean A = (aij)1<ij<n, B = (bij)1<i j<n € R™*™ dos matrices arbitrarias. Defin-
imos

Xi1q = E a;;0ij|1d;

ij=1...n
Yiq:= E bij0xij| 14
ij=1...n

Extendemos ambas derivaciones por invariancia a izquierda obteniendo campos
sobre GL(n,R),

X = Z Ozijafﬁij,

ij=l..n
Y = Z Bij0zij,
ij=l..n
donde a, 3 € C*(GL(n,R)). Calculemos explicitamente estas funciones. Para
C = (cij)i,; arbitraria,
XC = dLC(X[d) = Z aijaxij\fd(,o LC)
ij=1l..n

Es decir,

Xo(f)= Y aiowi;la(f(C),

i,j=1...n

para toda f € C*°(GL(n,R)).
Ahora para 1 < s,t < n, calculamos a;+(C),

asi(C) = Xo(wa) = Y aidzylra(D — (CD)y)

ij=1..n

= Z aijal‘ijhd(D — Z Cs,hdh,t)

i,j=1..n h=1

n
= E aijE Cs,hOni0jt
h=1

i,j=1..n

= Z AitCs5 = (CA)s,b

1=1...n

De la misma manera, §4(C) = (CB)st.

Observacion: lo que acabamos de ver es que si construimos un campo invariante
a izquierda X poniendo como coeficientes en {Jz;;|r4} las entradas de una cierta
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matriz A, resulta que X¢ tiene como coeficientes en {Oz;j|c} las entradas de la
matriz C' A

Ahora calculemos [X,Y]. Usamos el ejercicio 8 de la prictica 5 y recordamos
que [0x; j, 0,4 = 0.

(X, Y] = Z (i jO; j, B4 05 4]

Q4,8 t=1...n
= D i Besl0mi g, 0m ) + 00 50T (Be)0s — Bo Oy (i) Oy
i t=1..n
= @;,j0%; §(Bs,0)07 st — Bs,4 054 (i 5)Oi 5.
igst=1..n

Como «; ;(C) = (CA); ; = > 1_, cinanj, resulta que

n
Oxs (o j) = E 0is0th@nj = 0isy;.
h=1

Analogamente 0z; ;(8s+) = disb;t. Con esto, evaluamos

[(X,Y]ra = Z a; ;0 ;(Bs,t)0%s s — bs 1025 1 (v ;)02

i,5,8,t=1...n

= E ;i j0isbj 0T — E bs 1035005
i,5,8,t=1...n %,7,s8,t=1...n

= E as,jbjtaxsyt — E bmatj&ri,j
7,s,t=1..n i,5,t=1...n

= Y (AB)gidxei— Y (BA);0x,
s,t=1...n i,5=1...n

Z [AB — BAJ; j0; ;.

i,j=1...n



