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Ejercicio 9 de la práctica 5:
Probar que el álgebra de Lie asociada a GL(n,R) es gl(n,R) = (Rn×n, [, ])

Como GL(n,R) es un abierto de Rn×n, la identificación entre el tangente en Id
de GL(n,R) y Rn×n es la que env́ıa la base canónica a las derivaciones canónicas
{∂xij}. Hay que ver que esta asignación hace corresponder el corchete de Lie con
el conmutador de matrices.

Sean A ≡ (aij)1≤i,j≤n, B ≡ (bij)1≤i,j≤n ∈ Rn×n dos matrices arbitrarias. Defin-
imos

XId :=
∑

i,j=1...n

aij∂xij |Id,

YId :=
∑

i,j=1...n

bij∂xij |Id.

Extendemos ambas derivaciones por invariancia a izquierda obteniendo campos
sobre GL(n,R),

X :=
∑

i,j=1...n

αij∂xij ,

Y :=
∑

i,j=1...n

βij∂xij ,

donde α, β ∈ C∞(GL(n,R)). Calculemos expĺıcitamente estas funciones. Para
C ≡ (cij)i,j arbitraria,

XC = dLC(XId) =
∑

i,j=1...n

aij∂xij |Id( ◦ Lc).

Es decir,

XC(f) =
∑

i,j=1...n

aij∂xij |Id(f(C )),

para toda f ∈ C∞(GL(n,R)).
Ahora para 1 ≤ s, t ≤ n, calculamos αs,t(C),

αs,t(C) = XC(xst) =
∑

i,j=1...n

aij∂xij |Id(D 7→ (CD)st)

=
∑

i,j=1...n

aij∂xij |Id(D 7→
n∑

h=1

cs,hdh,t)

=
∑

i,j=1...n

aij

n∑
h=1

cs,hδhiδjt

=
∑

i=1...n

aitcs,i = (CA)s,t.

De la misma manera, βst(C) = (CB)st.

Observación: lo que acabamos de ver es que si construimos un campo invariante
a izquierda X poniendo como coeficientes en {∂xij |Id} las entradas de una cierta
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matriz A, resulta que XC tiene como coeficientes en {∂xij |C} las entradas de la
matriz CA

Ahora calculemos [X,Y ]. Usamos el ejercicio 8 de la práctica 5 y recordamos
que [∂xi,j , ∂xs,t] ≡ 0.

[X,Y ] =
∑

i,j,s,t=1...n

[αi,j∂xi,j , βs,t∂xs,t]

=
∑

i,j,s,t=1...n

αi,jβs,t[∂xi,j , ∂xs,t] + αi,j∂xi,j(βs,t)∂xs,t − βs,t∂xs,t(αi,j)∂xi,j

=
∑

i,j,s,t=1...n

αi,j∂xi,j(βs,t)∂xs,t − βs,t∂xs,t(αi,j)∂xi,j .

Como αi,j(C) = (CA)i,j =
∑n

h=1 cihahj , resulta que

∂xs,t(αi,j) =
n∑

h=1

δisδthahj = δisatj .

Analogamente ∂xi,j(βs,t) = δisbjt. Con esto, evaluamos

[X,Y ]Id =
∑

i,j,s,t=1...n

ai,j∂xi,j(βs,t)∂xs,t − bs,t∂xs,t(αi,j)∂xi,j

=
∑

i,j,s,t=1...n

ai,jδisbjt∂xs,t −
∑

i,j,s,t=1...n

bs,tδisatj∂xi,j

=
∑

j,s,t=1...n

as,jbjt∂xs,t −
∑

i,j,t=1...n

bi,tatj∂xi,j

=
∑

s,t=1...n

(AB)s,t∂xs,t −
∑

i,j=1...n

(BA)i,j∂xi,j

=
∑

i,j=1...n

[AB −BA]i,j∂xi,j .


