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Préctica Diez
Geometria Riemanniana

. Sea M una variedad diferenciable y (U, ¢) una carta. Probar que la asignacién
(X, axdip) = > X(ax)Opep
k k

define una conexion sobre U. En particular, R™ tiene una conexién standard.

. Sea i : M — R" una subvariedad regular de codimension 1, con la métrica
inducida. Sea V la conexién de Levi-Civita asociada a M. Probar que si X e
Y son campos sobre M, entonces VxY coincide con la proyeccién ortogonal
sobre T'M de la derivada de di(Y') en la direccién di(X).

. Sea M una variedad diferenciable y una conexion V. Probar que un campo
X es paralelo (i.e. VxX = 0) si y sélo si toda curva integral de X es una
geodésica.

. Sea M := {(z,y) € R* : y > 0} (semiplano de Poincaré). Consideramos la
métrica g dada respecto de la carta usual (R?,id), por
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g(z,y) = Edz ® dx + Edy ® dy.

Expresar la conexion de Levi-Civita en la carta usual.

. Calcular la conexién de Levi-Civita para la métrica de Lorentz en R™™! dada,
con respecto a la carta usual, por g; = 1,511 <7 <n, gpyint1 = -1y gij; =0
en otro caso.

. Sean (M, g) una variedad riemanniana y « : I — M una curva suave. Probar
que si X e Y son campos paralelos a lo largo de «, entonces la funcién p +—
9p(X,,Y,) es constante. Concluir al transportar paralelamente campos a lo

largo de « se preservan las normas y los dngulos.
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Sean M una variedad riemanniana de dimension n y « : I — M una curva

diferenciable. Sean ty € I'y {v1,...,v,} una base de T'M, ). Sean Xi,..., X,

campos paralelos a lo largo de a tales que X (ty) = vy.

(a) Probar que {Xi(?),...,X,(t)} es linealmente independiente para todo
tel

(b) Si Y es un campo paralelo a lo largo de a tal que Y (to) = > ;_; ayvy,
entonces Y () = >, arXx(t), para todo t € I.

(¢) Concluir que el conjunto de campos paralelos a lo largo de « es un espacio
vectorial de dimensién n.

. Sea G’ un grupo de Lie, y {Xj,..., X,,;} una base de campos invariantes a

izquierda. Sea V determinada por Vx,X; = 0 para todo ¢, 7. Demostrar que
esta definicién es independiente de la base de campos invariantes elegida.
Calcular la torsién de esta conexién.

. Sea GG un grupo de Lie y sea <, >, un producto interno sobre T,G. Probar

que sobre GG existe una unica métrica riemanniana g de manera que
Ge =<, >¢

y las traslaciones resultan isometrias (es decir g es invariante a izquierda).

Para el grupo de Lie O(n, R), recordar la identificacién
T,0(n,R) = {zA: A+ A" = 0}, z € O(n,R).
Definimos una métrica en O(n,R) por
< X,Y >:=traza(XY").

Probar que esta métrica es invariante a izquierda.

Sea GG un grupo de Lie con su conexion standard. Demostrar que todo campo
invariante a izquierda es paralelo (y luego sus curvas integrales son geodésicas).
Hallar las geodésicas del Toro con la conexion como grupo de Lie.

Consideramos GL(n,R) con su conexién como grupo de Lie. Probar que la
geodésica a tal que a(0) = Iy &(0) = A € R™" ~ T;(GL(n,R)) estd dada

por
at) = (t;‘!) |

k=0




