10.

Geometria Diferencial
Primer Cuatrimestre 2008
Préctica Cuatro
Teorema de Sard, Transversalidad,
Teoria de interseccién médulo 2 y Teorema de Borsuk-Ulam

. Sea f:S' — R diferenciable y sea y € R un valor regular. Probar que:

a) f~!(y) tiene un niimero par de puntos.

b) Si f~!(y) tiene 2k puntos, entonces f tiene al menos 2k puntos criticos.

. Sea M variedad diferenciable y A C M subespacio conexo. Probar que, si existe una re-

traccion diferenciable, es decir una funcién diferenciable r : M — M tal que r(M) = Ay
7|4 = id, entonces A es una subvariedad diferenciable de M.

. Sea f: M — N diferenciable, donde M es variedad con borde y N sin borde y sea A C N

subvariedad regular sin borde. Probar que si f h Ay df th A, entonces f~1(A) C M es
subvariedad regular con borde y 9(f~1(A)) = dM N f~1(A).

Probar la siguiente versién del teorema de Sard para variedades con borde: Sea f: M — N
diferenciable, M con borde y N sin borde. Entonces casi todo punto de N es valor regular
de f y de 9f.

. Sean X,Y subvariedades de R™. Probar que para casi todo a € R", se tiene que X +a Y.

.Sean f: X - Y yg:Y — Z diferenciables, con X compacta. Sea W una subvariedad

regular cerrada en Z y supongamos que g es transversal a W (y por lo tanto g~ (W) es
subvariedad de Y'). Probar que

IQ(fag_l(W)) = IQ(va W)

Probar que, si f : X — Y es nullhomotdpica (i.e. homotdpica a una constante), entonces
I,(f, Z) = 0 para toda subvariedad cerrada de dimensién complementaria Z, excepto quizas
en el caso que la dimensién de X sea 0.

. Probar que si Y es una variedad contractil de dimensién positiva, entonces Is(f, Z) = 0,

para toda f: X — Y con X compacta y toda subvariedad Z cerrada en Y y de dimensién
complementaria. (Incluso para el caso en el que dimensién de X sea 0). Deducir que la tinica
variedad compacta contréctil (sin borde) es el singleton.

Sea X compacta e Y conexa de la misma dimensién. Sea f: X — Y tal que dega(f) # 0.
Probar que f es sobreyectiva. En particular, si Y no es compacta, degz(g) = 0 para toda
g: W — Y tal que W compacta de la misma dimension.

Dos subvariedades compactas X, Z de Y se dicen cobordantes si existe una subvariedad
compacta con borde, W, en Y x I tal que OW = X x {0} U Z x {1}. Probar que si X y Z
son cobordantes en Y, entonces I2(X,C) = Iy(Z,C) para toda subvariedad C cerrada en
Y de dimensién complementaria a X y Z.
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Probar que la ecuacién
2"+ cos(| 2 |2)(1+9321) =0

tiene solucién en C.

Probar el teorema de Borsuk-Ulam para el caso n = 1: Si f : S! — S! es simétrica (es decir,
f(=x) = —f(z)), entonces dega(f) = 1.

Sea X una variedad de dimension n — 1 que es el borde de una variedad compacta W. Sea
F : W — R” diferenciable y sea f = dF : X — R". Probar que, si z € R"” es un valor
regular de F' que no estd en la imagen de f, entonces F~!(z) es finito y Wa(f, z) = #F1(2).
(Sugerencias: (1) Si z no estd en la imagen de F' entonces Wa(f, z) = 0, (2) Considerar para
cada punto en F~1(z) una bola B; suficientemente chica para que no se intersequen entre
si y tomar f; la restriccién de f a cada B;, probar que Wa(f, z) es la suma de los Wa(f;, 2)
modulo 2 y (3) usar la regularidad de z para encontrar B; tal que Wa(fi, z) = 1 para todo

Q).

Sean pi,...,pn polinomios homogéneos reales en n + 1 variables, todos de grado impar.
Probar que las funciones asociadas en R*! se anulan simultdneamente a lo largo de alguna
recta por el origen.



